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译 者 序 


20 世纪 60 年 代 初 ,美国 一 些 理工 科大 学 鉴于 当时 的 大 学 基础 物理 数学 与 现代 科学 技 
术 的 发 展 不 相 适 应 ,纷纷 试行 教学 改革 ,加利福尼亚 理工 学 院 就 是 其 中 之 一 . 该 校 于 1961 年 
9 月 至 1963 年 5 月 特 请 著名 物理 学 家 费 思 曼 主讲 一 二 年 级 的 基础 物理 课 , 事 后 又 根据 讲课 
录音 编辑 出 版 了 《 费 恩 曼 物 理学 讲义 》 本 讲义 共 分 三 卷 ,第 1 卷 包括 力学 、 相 对 论 .光学 ` 气 
体 分 子 运动 论 .热力 学 . 波 等 ,第 2 卷 主要 是 电磁 学 ,此 外 还 有 弹性 流体 的 流动 及 弯曲 空 s 问 
等 内 容 ,第 3 卷 是 量子 力学 . 全 书 内 容 十 分 丰富 ,在 深度 和 广度 上 都 超过 了 传统 的 普通 物理 
教材 . 

当时 美国 大 学 物理 教学 改革 试图 解决 的 一 个 主要 问题 是 ,基础 物理 教学 应 尽 可 能 反映 
近代 物理 的 巨大 成 就 《 费 思 曼 物理 学 讲义 ?在 基础 物理 的 水 平 上 对 20 世纪 物理 学 的 两 大 重 
要 成 就 一 一 相对 论 和 最 子 力学 做 了 系统 的 介绍 ,对 于 量子 力学 , 费 恩 曼 教授 还 特地 准备 了 一 
套 适 合 大 学 二 年 级 水 平 的 讲法 . 教学 改革 试图 解决 的 另 一 个 问题 是 按照 当前 物理 学 工作 者 
在 各 个 前 沿 研究 领域 所 使 用 的 方式 来 介绍 物理 学 的 内 容 . 在 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 一 书 中 对 
一 些 问题 的 分 析 和 处 理 方法 ,反映 了 费 恩 曼 自 己 以 及 其 他 在 前 沿 研究 领域 工作 的 物理 学 家 
所 通常 采用 的 分 析 和 处 理 方法 . 全 书 对 基本 概念 .定理 和 定律 的 讲解 不 仅 生动 清 晰 .通俗 易 
De 
本 物理 原理 在 各 个 方面 (诸如 天 体 物理 、 地 球 物理 、 生 物 物理 等 ) 的 应 用 ,以 及 物理 学 的 一 
最 新 成 就 . 由 于 全 书 是 根据 课堂 讲授 的 录音 整理 编辑 的 , 它 在 一 定 程度 上 保留 二 
的 生动 活泼 ,引人入胜 的 独特 风格 . 

《 费 恩 曼 物 理学 讲义 》 从 普通 物理 水 平 出 发 ,注重 物理 分 析 , 深 入 浅 出 ,避免 运用 高 深 烦 
琐 的 数学 方程 ,因此 具有 高 中 以 上 物理 水 平和 初等 微 积分 知识 的 读者 阅读 起 来 不 会 感到 十 
分 困难 , 至 于 大 学 物理 系 的 师 生 和 物理 工作 者 更 能 从 此 书 中 获得 教 益 . 为 此 我 们 特 将 此 书 译 
成 中 文 ,以 绘 读 者. 

原 书 第 一 版 发 行 后 , 深 受 广大 读者 欢迎 . 1989 年 ,为 了 纪念 费 思 曼 教授 逝世 一 周年 ,编者 
重新 出 版 了 本 书 ,并 加 了 新 的 序言 及 介绍 费 思 曼 生平 的 短文 . 本 卷 在 课程 内 容 上 则 增加 了 弯曲 
空间 一 章 , 使 得 ( 费 恩 曼 物理 学 讲义 ) 这 套 书 的 内 容 更 为 完整 . 我 们 按照 新 版 的 原本 进行 了 翻译 . 

本 书 中 的 费 恩 曼 自序 由 郑 永 令 在 吴 子 仪 译 稿 的 基础 上 重 译 ,前 言 由 李 洪 芳 翻译 , 潘 笃 武 
校 阅 , 关 于 费 恩 曼 和 《 费 思 曼 物理 学 讲义 》) 另 序 由 潘 笃 武 翻译 . 本 卷 正文 由 李 洪 芳 、 钟 万 某 在 
王子 辅 译 稿 的 基础 上 重新 翻译 ,第 42 章 由 郑 永 令 校 阅 . 由 于 译 者 水 平 所 限 , 错 误 在 所 难免 ， 
欢迎 广大 读者 批评 指正 . 


译 者 
2004 年 11 月 


关于 费 恩 曼 


费 因 曼 1918 年 生 于 布鲁克 林 区 ,1942 年 在 普林斯顿 获得 博士 学 位 . 第 二 次 世界 大 战 期 
闻 在 洛斯 阿拉 莫 斯 ,尽管 当时 他 还 很 年 轻 , 但 已 在 曼哈顿 计划 中 发 挥 了 重要 作用 . 此 后 ,他 在 
康 奈 尔 大 学 和 加 利 福 尼 亚 理 工学 院 任教 . 1965 年 , 因 他 在 量子 电动 力学 方面 的 工作 和 朝 永 
振 一 郎 及 施 温 格 (J. Schwinger) 同 获 诺 贝尔 物理 学 奖 . 

费 思 曼 博士 获得 诺 贝尔 奖 是 由 于 成 功 地 解决 了 量子 电动 力学 的 理论 问题 . 他 也 创立 了 
说 明 液 氨 中 超 流 动 性 现象 的 数学 理论 . 此 后 ,他 和 盖 尔 曼 (M. Gell-Mann) 在 B 衰变 等 弱 相 互 
作用 领域 做 出 了 葛 基 性 的 工作 . 在 以 后 的 几 年 里 ,他 在 夸克 理论 的 发 展 中 起 了 关键 性 的 作 
用 ,提出 了 他 的 高 能 质子 碰撞 过 程 的 部 分 子 模型 . 

除了 这 些 成 就 之 外 , 费 恩 曼 博士 将 新 的 基本 计算 技术 及 记号 法 引进 物理 学 ,首先 是 无 处 
不 在 的 费 恩 曼 图 ,在 近代 科学 历史 中 , 它 比 任何 其 他 数学 形式 描述 都 更 大 地 改变 了 对 基本 物 
理 过 程 形成 概念 及 进行 计算 的 方法 . 

费 恩 曼 是 一 位 卓越 的 教育 家 . 在 他 获得 的 许多 奖项 中 ,他 对 1972 年 获得 的 奥 斯 特 
(Oersted) 教 学 奖章 特别 感到 自豪 . 在 1963 年 第 一 次 出 版 的 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 被 《科学 美 
国人 》 杂 志 的 一 位 评论 员 描写 为 “ 咬 不 动 但 富 于 营养 并 且 津 津 有 味 . 25 年 后 它 仍 是 教师 和 最 
好 的 初学 学 生 的 指导 书 ”. 为 了 使 外 行 的 公众 增加 对 物理 学 的 了 解 , 费 恩 曼 博士 写 了 《物理 定 
律 和 量子 电动 力学 的 性 质 : 光 和 物质 的 奇特 理论 》. 他 还 是 许多 高 级 出 版 物 的 作者 ,这 些 都 成 
为 研究 人 员 和 学 生 的 经 典 参 考 书 和 教科 书 . 

竟 恩 曼 是 一 位 洗 跃 的 公众 人 物 . 他 在 “挑战 者 ”号 调查 委员 会 里 的 工作 是 众所周知 的 , 特 
别 是 他 的 著名 的 "0" 型 环 对 寒冷 的 敏感 性 的 演示 , 那 是 一 个 优美 的 实验 ,除了 一 杯 冰 水 以 外 
其 他 什么 也 不 需要 . 费 思 曼 博士 1960 年 在 加 利 福 尼 亚 州 课程 促进 会 中 的 工作 却 很 少 人 知 
道 , 他 在 会 上 抒 击 了 教材 的 平庸 . 

仅仅 罗列 费 恩 曼 的 科学 和 教育 成 就 并 没有 恰当 地 抓 住 这 个 人 物 的 本 质 . 即使 是 他 的 最 
最 技术 性 的 出 版 物 读者 都 知道 , 费 恩 曼 活跃 的 多 面 性 格 在 他 所 有 的 工作 中 都 闪闪 发 光 . 除了 
作为 物理 学 家 ,在 各 种 不 同 的 场合 下 他 变 成 不 同 的 人 物 , 有 时 是 无 线 电 修 理工 ,有 时 是 锁具 
收藏 家 \ 艺 术 家 、 舞 蹈 家 、 邦 戈 (bongo) 鼓 手 , 甚 至 玛雅 象形 文字 的 解释 者 . 对 他 的 世界 人 们 ] 
永远 好 奇 ,他 是 一 个 典型 的 经 验 主义 者 . 

费 恩 曼 于 1988 年 2 月 15 日 在 洛杉矶 逝世 ， 
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费 恩 曼 的 名 声 到 他 生命 终结 的 时 候 , 业 已 超出 了 科学 界 的 圈子 . 作为 调查 “挑战 者 "号 航 
天 飞机 灾难 的 委员 会 成 员 , 他 的 贡献 使 他 频繁 地 露面 ;同样 ,关于 他 的 流浪 冒险 的 一 本 畅销 
书 使 他 成 为 几乎 可 与 爱 因 斯 坦 相 媲 美的 民间 英雄 . 但 即使 回溯 到 1961 年 ,在 他 获 诺 贝尔 奖 
而 增加 他 在 公众 中 的 知名 度 以 前 , 费 恩 曼 已 经 不 只 是 科学 界 的 名 人 一 一 他 还 是 一 位 传奇 人 
物 . 毋庸 置疑 ,他 在 教学 方面 的 非凡 能 力也 为 费 恩 曼 的 传奇 增添 了 色彩 . 

他 是 一 位 真正 伟大 的 教师 ,或 许 是 我 们 这 个 时 代 的 最 伟大 的 一 位 . 对 于 费 恩 曼 来 说 , 讲 
堂 就 是 戏院 ,演讲 者 就 是 演员 ,他 有 责任 演出 有 趣 的 戏剧 ,并 且 也 要 提供 事实 与 图 像 . 他 在 教 
室 前 面 来 回 走动 ,挥舞 着 手 禹 , “理论 物理 学 家 和 马戏 场 门口 招揽 观众 的 吃喝 者 的 不 可 思议 
的 组 合 ,他 会 运用 全 身 运 动 和 声音 的 效果 " 《纽约 时 报 》 这 样 描绘 他 . 无 论 他 演讲 的 听众 是 学 
生 、 同 事 或 一 般 公 众 , 对 这 些 人 来 说 能 亲自 聆听 费 恩 曼 的 演讲 是 极 大 的 在 运 ,这 种 经 验 通常 
是 极 不 寻常 的 ,并 且 也 总 是 不 会 被 忘记 的 ,就 像 对 他 本 人 的 印象 一 样 . 

他 是 令 人 感动 的 戏剧 大 师 ,善于 吸引 演讲 厅 中 每 个 听众 的 注意 . 许多 年 以 前 ,他 教授 高 
等 量子 力学 课程 ,在 一 个 很 大 的 教室 里 坐 满 了 少数 注册 的 研究 生 和 大 部 分 加 州 理工 学 院 的 
物理 教师 . 在 一 堂 课 上 , 费 轴 曼 开始 讲解 怎样 用 图 解 来 表示 某 些 复杂 的 积分 :时 间 在 这 个 轴 
上 ,空间 在 那个 轴 上 , 绕 这 条 直线 摆动 的 曲线 ,等 等 . 讲 完了 上 从 费 思 曼 图 可 以 知道 物理 世界 的 
什么 东西 后 ,他 转 过 身 来 面向 听众 诡 育 地 大 笑 :“ 这 就 是 我 们 所 说 的 图 解 1" 费 思 曼 讲 完了 ,已 
经 到 达 戏 剧 性 的 结局 ,演讲 厅 里 爆发 出 自发 的 欢呼 . 

在 讲 了 形成 本 书 的 课程 以 后 许多 年 , 费 因 曼 有 了 时 也 还 常常 担任 加 利 福 尼 亚 理 上 学 院 一 
年 级 学 生 的 客座 讲师 . 很 自然 ,他 的 出 现 事先 都 必须 保密 ,以 保证 注册 的 学 生 在 演讲 厅 里 都 
有 位 子 . 有 一 次 演讲 的 主题 是 弯曲 的 时 空 , 费 因 受 的 讲课 总 是 个 性 鲜明 . 不 能 忘却 的 时 刻 是 
在 讲课 开始 的 时 候 . 当时 1987 年 的 超新星 刚刚 发 现 , 费 思 曼 对 此 感到 非常 兴奋 . 他 说 :“ 第 
谷 … 布 拉 赫 有 他 的 超新星 , 开 普 勒 也 有 他 的 超新星 . 在 以 后 400 年 中 没有 发 现任 何 超新星 . 
但 是 现在 我 也 有 了 我 的 超新星 . "演讲 厅 内 一 点 声音 也 没有 , 费 因 曼 继续 说 : “银河系 中 有 
10" 颗 恒星 . 这 在 以 前 曾 被 看 作 是 一 个 极 大 的 数目 ,但 它 只 不 过 是 一 十 亿 , 它 比 国家 财政 赤 
字 还 小 ! 我 们 以 前 总 是 把 它 称 为 天 文 数字 ,现在 我 们 该 说 它们 是 经 济 数字 . "演讲 厅 里 爆发 
出 一 阵 大 笑 , 费 思 曼 吸引 了 他 的 听众 ,再 继续 讲 他 的 课 . 

搬 开 吸引 听众 的 窍门 不 谈 , 费 恩 曼 的 教学 技术 是 很 简单 的 . 他 的 教学 哲学 的 总 结 可 以 
在 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 档案 馆 内 他 的 论文 中 找到 ,1952 年 他 在 巴西 时 为 他 自己 草 写 的 笔 
记 中 写 道 : 

“首先 要 搞 清 你 为 什么 要 学 生 学 习 这 个 题目 以 及 你 要 他 们 知道 什么 ,方法 多 少 是 常识 判 
断 的 结果 .” 

“常识 "给 费 恩 曼 的 常常 是 能 完全 抓 住 他 的 论点 本 质 的 充满 才华 的 新 花样 . 有 一 次 ,在 一 


2 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


个 对 公众 的 演讲 中 ,他 试图 解释 为 什么 不 能 使 用 一 开始 就 用 来 暗示 某 一 思想 的 同样 的 数据 
来 证 明 这 个 思想 . 费 因 曼 看 来 离开 了 主题 ,开始 谈 到 汽车 牌照 ;你们 可 知道 今天 晚上 我 遇 到 
的 最 不 可 思议 的 事 是 什么 ? 当 我 到 这 儿 来 演讲 的 时 候 , 我 穿 过 停车 场 走 进来 . 你 们 不 会 相信 
我 遇 到 了 什么 .我 看 见 一 辆 牌照 是 ARW357 的 汽车 . 你 想象 得 到 吗 ? 在 这 个 州 的 几 百 万 汽 
车 牌照 里 面 我 在 今天 晚上 恰巧 看 到 这 一 张 牌照 的 机 会 是 多 大 ? 真是 不 可 思议 性 甚至 许多 科 
学 家 都 不 能 把 握 的 一 点 是 , 费 思 曼 能 用 像 他 那样 的 非凡 的 “常识 "把 问题 说 清楚 . 

在 加 利 福 尼 亚 理 工学 院 的 35 年 (1952 一 1987) 中 , 费 恩 曼 被 列 在 讲授 过 34 门 课 程 的 教 
师 名 单 中 ,其 中 25 门 课 是 高 级 的 研究 生 课 程 ,严格 限于 研究 生 ,本 科 生 除非 得 到 允许 才 准 参 
加 (常常 有 本 科 生 参加 听课 ,他 们 差不多 总 是 得 到 批准 ). 其 余 的 主要 是 研究 生 的 基础 课 . 费 
恩 曼 只 有 一 次 纯粹 为 本 科 生 讲授 课程 , 那 是 在 1961 一 1962 年 和 1962 一 1963 年 两 个 学 年 中 
的 重大 事件 . 在 1964 年 他 又 简单 地 重复 讲授 了 一 遍 . 他 讲 完 这 门 课 后 ,他 的 讲课 录音 就 被 整 
理 成 了 《 费 思 曼 物理 学 讲义 》 这 本 书 . 

当时 在 加 利 福 尼 亚 理 工学 院 有 一 种 普遍 情况 ,一 年 级 和 二 年 级 大 学 生 都 逃避 而 不 是 
积极 选修 必修 的 两 年 物理 课 . 为 了 补救 这 种 情况 ,学 校 要 求 费 恩 曼 设 计 一 系列 讲座 作为 
学 生 两 年 的 课程 ,先是 给 一 年 级 学 生 , 然 后 是 对 同一 班 升 到 二 年 级 的 学 生 . 当 他 同意 的 时 
候 就 立即 决定 这 些 演讲 要 记录 下 来 出 版 . 但 后 来 发 现 这 项 任务 之 困难 远 远 超出 任何 人 的 
想象 . 写成 可 以 出 版 的 书 需要 他 的 同事 以 及 对 每 一 章 作 最 后 定稿 的 费 恩 曼 本 人 都 付出 极 
大 的 劳动 . 

开设 一 门 课程 的 基本 条 件 都 必须 准备 好 . 由 于 费 恩 曼 只 有 他 要 讨论 的 题目 的 不 明确 的 
大 纲 ,这 一 任务 大 大 地 复杂 化 了 . 这 就 是 说 ,直到 费 恩 曼 站 到 坐 满 学 生 的 讲堂 前 面 开讲 之 前 
没有 人 知道 他 要 讲 些 什么 . 协助 他 的 加 利 福 尼 亚 理 工学 院 教授 们 尽 最 大 努力 仓促 地 处 理 必 
要 的 琐碎 工作 ,例如 编 出 家 庭 作 业 习 题 之 类 . 

为 什么 费 恩 曼 会 花 两 年 多 的 时 间 来 从 事 一 年 级 物理 课 教学 的 改革 ? 我 们 只 能 推测 ,可 
能 有 三 个 基本 原因 . 一 个 是 他 喜爱 有 人 听 他 演讲 ,这 可 为 他 提供 比 他 习惯 的 研究 生 课程 更 大 
的 讲堂 . 第 二 个 原因 是 他 真诚 地 关心 学 生 ,他 只 是 认为 教 一 年 级 大 学 生 是 应 该 做 的 重要 事 
情 . 第 三 个 或 许 也 是 最 重要 的 理由 是 按照 他 的 理解 重新 编排 物理 学 体系 的 严峻 挑战 ,通过 讲 
谍 可 以 将 它 介绍 给 年 轻 学 生 . 这 是 他 的 性 格 ,也 是 他 判断 是 不 是 真正 懂得 某 件 事情 的 标准 . 
有 一 次 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 一 位 教师 请 他 解释 为 什么 自 旋 为 1/2 的 粒子 服从 费 米 - 狄 拉克 
统计 . 他 正确 地 估价 他 的 听课 者 后 说 :“ 我 要 准备 一 堂 有 关 这 类 问题 的 大 学 一 年 级 学 生 的 课 
程 . "但 几 天 之 后 他 又 回来 说 :“ 你 要 知道 我 做 不 到 . 我 无 法 将 它 归 纳 为 一 年 级 学 生 的 水 平 . 这 
意味 着 我 们 对 它 确 实 还 不 明白 ,” 

将 深奥 的 思想 变 成 简单 的 ,容易 懂得 的 语言 这 一 特性 在 整个 ( 费 恩 曼 物 理学 讲义 ?中 处 
处 都 很 明显 地 表现 出 来 ,但 没有 地 方 比 他 对 量子 力学 的 处 理 更 加 突出 . 对 于 狂热 的 爱好 者 来 
说 ,他 所 做 的 工作 十 分 清楚 . 他 向 开始 学 习 的 学 生 介绍 路 径 积分 方法 ,这 方法 是 他 自己 提出 
的 ,并 使 他 解决 了 物理 学 中 一 些 最 深刻 的 问题 . 和 其 他 成 就 一 起 ,他 那 用 路 径 积分 的 工作 导 
致 他 和 施 温 格 及 朝 永 振 一 郎 共 享 1965 年 诺 贝 尔 物 理学 奖 . 

穿 过 遥远 记忆 的 帷幕 , 曾 参 加 听课 的 学 生 和 教师 都 认为 , 听 费 思 曼 的 两 年 物理 课 是 一 生 
中 难忘 的 经 历 . 但 当时 情况 看 来 并 非 如 此 . 许多 学 生 害怕 这 课程 ,在 课程 进行 过 程 中 ,注册 的 
学 生 的 出 席 率 惊人 地 下 降 . 但 同时 越 来 越 多 的 教师 和 研究 生 开始 参加 听课 . 教室 仍然 满座 ， 
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费 恩 曼 可 能 一 点 也 不 知道 他 已 失去 了 他 预期 的 一 些 听众 . 但 即使 在 费 妹 曼 自 己 看 来 ,他 的 教 
育 努 力也 不 成 功 . 他 在 1963 年 的 《讲义 ) 的 序言 中 写 道 :“ 我 并 不 认为 我 对 学 生 做 得 很 出 色 .” 
人 们 在 重读 这 本 书 时 ,有 时 会 注意 到 费 恩 曼 关注 的 不 是 他 的 年 轻 听 众 , 而 是 他 的 同事 ,“ 看 着 
这 里 ! 看 我 是 怎样 略 施 小 计 来 解决 这 个 问题 的 ! 是 不 是 清楚 了 ?” 但 即使 他 以 为 他 正在 浅 易 
地 给 一 年 级 和 二 年 级 大 学 生 讲解 ,但 从 他 所 说 的 内 容 获得 最 大 收获 的 实际 上 并 不 是 这 些 学 
生 , 而 是 和 他 同样 的 人 一 一 科学 家 、 物 理学 家 和 教授 们 一 一 他 们 才 是 他 的 伟大 成 就 的 受益 
人 . 这 项 成 就 不 是 别 的 ,就 是 通过 费 恩 曙 的 新 鲜 而 有 活力 的 眼光 观察 物理 学 . 

费 因 曼 不 仅 是 一 位 伟大 的 教师 ,他 的 天 赋 才 能 在 于 他 是 教师 们 的 优秀 教师 . 假如 认为 
《 费 思 曼 物 理学 讲义 ) 的 目标 是 给 济济 一 堂 的 本 科大 学 生 解 物理 习题 用 的 ,他 不 能 说 已 经 
获得 了 较 好 的 成 绩 . 进而 言 之 ,如 果 这 本 书 的 目的 是 作为 引导 性 的 大 学 教科 书 ,他 不 能 说 
达到 了 他 的 目的 . 然而 ,这 本 书 已 译 成 10 种 不 同 语言 并 且 还 有 四 种 双语 版 . 费 因 曼 本 人 
认为 ,他 对 物理 学 最 重要 的 贡献 不 是 量子 电动 力学 ,或 超 流 理论 ,或 极 化 子 , 或 部 分 子 . 他 
的 首要 贡献 是 这 三 本 书 :《 费 恩 曼 物 理学 讲义 》. 这 一 信念 完全 证 明了 这 套 著 名 的 图 书 的 
纪念 版 的 意义 . 


D.LL. 古 德 斯 坦 

G. 诺 伊 格 鲍 尔 

加 利 福 尼 亚 理工 学 院 
1989 年 4 月 


费 恩 曼 自 序 


这 是 我 前 年 与 去 年 在 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 对 一 
二 年 级 学 生 讲 授 物理 学 的 讲义 . 当然 ,这 本 讲义 并 不 
是 课堂 讲授 的 逐 字 逐 句 记录 ,而 是 或 多 或 少 地 经 过 编 
辑 加 工 的 . 我 们 的 课堂 讲授 只 是 整个 课程 的 一 个 部 
分 . 180 个 学 后 每 周 两 次 聚集 在 大 教室 里 听课 ,然后 分 成 10 到 20 人 的 小 组 由 助教 进行 复习 
辅导 . 此 外 ,每 周 还 有 一 次 实验 课 . 

在 这 些 讲授 中 ,我 们 想 要 抓 住 的 特殊 问题 是 ,要 使 充满 热情 而 又 相当 聪明 的 中 学 毕业 生 
进入 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 后 仍旧 保持 他 们 的 兴趣 . 他 们 在 进入 学 院 前 就 听 说 过 不 少 关 于 物 
理学 一 一 相对 论 、 量 子 力学 以 及 其 他 的 新 概念 是 如 何 有 趣 以 及 如 何 引人入胜 . 但 是 ,一 日 他 
们 学 完 我 们 两 年 以 前 的 那 种 课程 后 ,许多 人 就 泄气 了 ,因为 教 给 他 们 的 很 少 是 意义 重大 .新 
颖 和 现代 的 物理 概念 . 他 们 所 学 习 的 只 是 斜面 ,静电 学 以 及 诸如 此 类 的 内 容 ,两 年 过 去 ,不免 
相当 失望 . 因此 ,问题 在 于 ,我 们 是 否 能 够 设置 一 门 课程 来 顾全 那些 比较 优秀 的 .兴致 勃勃 的 
学 生 , 使 其 保持 求知 热情 . 

我 们 所 讲授 的 课程 丝毫 也 不 意味 着 仅仅 介绍 一 些 概况 ,而 是 需要 极其 认真 对 待 的 . 我 设 
想 这 些 课程 是 对 班级 中 最 聪明 的 学 生 讲 的 ,并 且 可 能 的 话 ,如 果 在 主要 内 容 之 外 再 从 各 方面 
提出 有 关 概 念 的 应 用 ,那么 甚至 最 聪明 的 学 生 也 无 法 完全 消化 讲课 中 的 所 有 内 容 . 不 过 ,为 
了 这 个 缘故 ,我 试图 使 所 有 的 陈述 尽 可 能 准确 ,并 在 每 种 场合 都 指明 有 关 的 方程 式 和 概念 在 
物理 学 的 整体 中 占有 什么 地 位 ,以 及 随 着 学 习 的 深入 ,应 怎样 作出 修正 . 我 还 感到 ,重要 的 是 
要 向 这 样 的 学 生 指 出 ,他们 应 能 理解 一 一 如 果 他 们 够 聪明 的 话 一 哪些 是 从 已 学 过 的 内 容 
中 推演 出 来 的 结论 ,哪些 是 作为 新 的 概念 而 引进 的 . 当 出 现 新 的 概念 时 ,假若 这 些 概念 是 可 
推演 的 ,我 就 尽量 把 它们 推演 出 来 ,否则 就 直接 说 明 这 是 一 个 新 的 概念 , 它 根本 不 能 用 已 学 
过 的 东西 来 阐明 ,也 不 可 能 予以 证 明 ,因而 是 直接 引进 的 . 

在 开始 讲授 时 ,我 假定 学 生 们 在 中 学 已 学 过 一 些 内 容 , 如 几何 光学 、 简 单 的 化 学 概念 等 
等 . 而 且 我 看 不 出 有 任何 理由 要 按 一 定 的 次 序 一 一 也 就 是 说 在 准备 详细 讨论 某 些 内 容 之 前 ， 
不 得 不 提 到 这 些 内 容 来 讲授 . 在 讲授 中 ,我 曾 提 到 过 许多 内 容 ,而 没有 进行 充分 讨论 . 比 
较 完 整 的 讨论 要 到 以 后 学 生 的 预备 知识 更 齐全 时 再 进行 . 电感 和 能 级 的 概念 就 是 两 个 例子 ， 
起 先 ,只 是 以 非常 定性 的 方式 引入 这 些 概念 ,后 来 再 进行 较 全 面 的 讨论 . 

在 针对 那些 较 积极 的 学 生 的 同时 ,我 也 希望 照顾 到 另 一 些 学 生 ,对 他 们 来 说 ,所 有 这 些 
外 加 的 概念 和 附带 的 应 用 只 会 使 其 感到 头痛 ,也 根本 不 能 要 求 他 们 掌握 讲授 中 的 大 部 分 内 
容 . 对 这 些 学 生 而 言 ,我 希望 至 少 会 有 一 个 他 们 能 学 到 手 的 中 心 内 容 或 主要 材料 . 即使 他 们 
中 间 的 一 位 不 理解 一 堂 课 中 的 所 有 内 容 ,我 希望 他 也 不 要 紧张 不 安 ， 我 并 不 要 求 他 理解 所 有 
的 内 容 , 只 要 求 他 理解 最 核心 和 最 直接 的 特征 . 当然 ,他 也 应 当 具 有 一 定 的 理解 能 力 , 来 领会 
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哪些 是 主要 定理 和 主要 概念 ,哪些 则 是 需要 进一步 发 挥 的 枝 节 问 题 和 应 用 ,后 者 只 有 在 以 后 
他 才 会 理解 . 

在 讲课 中 出 现 的 一 个 严重 困难 是 :讲授 的 效果 究竟 如 何 ? 缺乏 来 自学 生 的 任何 反应 . 这 
的 确 是 一 个 很 严重 的 困难 ,我 不 知道 讲课 的 实际 效果 有 多 大 . 整个 事件 实质 上 是 一 种 尝试 . 
假如 要 再 讲 一 次 的 话 , 我 将 不 会 按 同样 的 方式 去 讲 一 一 我 希望 我 不 会 再 来 一 次 ! 然而 ,我 想 
就 物理 内 容 来 说 ,第 一 年 的 情形 还 是 不 错 的 ! 

但 在 第 二 年 ,我 就 不 那么 满意 了 . 课程 的 第 一 部 分 涉及 电学 和 磁 学 ,我 想 不 出 什么 真正 
独特 的 或 不 同 的 处 理 方法 ,也 想 不 出 什么 比 通常 的 讲授 方式 格外 引人入胜 的 处 理 方法 . 因此 
在 讲授 电磁 学 时 ,我 并 不 认为 自己 做 了 很 多 事情 . 在 第 二 年 末 , 我 原来 打算 在 电磁 学 后 再 讲 
一 些 物 性 方面 的 内 容 , 主 要 讨论 基本 模式 扩散 方程 的 解 、 振 动 系 统 、 正 交 沪 数 等 等 ,并 且 阅 
述 通常 称 为 《数理 方法 ?的 初等 部 分 内 容 . 回顾 起 来 ,我 想 如 果 再 讲 一 次 的 话 ,就 必然 要 回 到 
原来 的 想法 上 去 ,但 由 于 没有 要 我 再 讲 一 次 这 种 课程 的 打算 ,有 人 就 建议 介绍 一 些 量子 力 
学 一 一 就 是 你 们 将 在 第 3 卷 中 见 到 的 一 一 或 许 是 有 益 的 . 

显然 , 主 修 物理 学 的 学 生 们 可 以 等 到 第 三 年 再 学 量子 力学 . 但 是 , 另 一 方面 ,有 一 种 说 法 
认为 许多 听课 的 学 生 只 是 把 学 习 物 理 作 为 他 们 学 习 其 他 专业 的 基础 ;而 通常 处 理 最 子 力学 
的 方式 使 得 大 多 数学 生 几 乎 无 法 利用 这 门 学 科 ,因为 他 们 必须 花费 相当 长 的 时 间 来 学 习 它 . 
然而 ,在 量子 力学 的 实际 应 用 中 一 一 特别 是 较 复杂 的 应 用 中 ,如 电机 工程 和 化 学 领域 内 , 整 
个 微分 方程 的 处 理 方法 实际 上 是 用 不 到 的 .所 以 ,我 试图 这 样 来 描述 量子 力学 的 原理 , 即 不 
要 求学 生 首先 掌握 有 关 偏 微分 方程 的 数学 . 我 想 ,即使 对 一 个 物理 学 家 来 说 ,由 于 在 讲课 中 
会 明了 的 种 种 理由 ,试图 按照 这 种 颠倒 的 方式 来 介绍 量子 力学 也 是 一 件 有 趣 的 事 . 不 过 我 认 
为 ,在 量子 力学 方面 的 尝试 不 是 很 成 功 ,这 主要 是 因为 在 最 后 我 类 际 上 已 没有 足够 的 时 间 
(例如 ,我 应 该 再 多 讲 三 四 次 来 比较 完整 地 讨论 能 带 、 概 率 幅 的 空间 相 倚 性 等 这 类 问题 ). 而 
且 ,我 过 去 从 未 以 这 种 方式 讲授 过 这 部 分 课程 ,因此 缺乏 来 自学 生 的 反馈 就 尤其 严重 了 . 我 
现在 相信 ,还 是 应 当 迟 一 些 讲授 量子 力学 . 或许 总 有 一 天 我 还 会 有 机 会 来 讲授 这 部 分 内 容 ， 
到 那 时 我 将 尽量 讲 好 它 . 

在 这 本 讲义 中 没有 列 入 有 关 解 题 的 内 容 , 这 是 因为 另 有 辅导 课 . 虽然 在 第 一 年 中 ,我 的 
确 讲授 过 三 次 关于 怎样 解 题 的 内 容 , 但 没有 将 它们 收 在 这 里 . 此 外 ,在 转动 系统 后 面 还 讲 过 
一 次 惯性 导航 ,遗憾 的 是 在 这 里 也 略 去 了 . 第 五 讲 和 第 六 讲 实际 上 是 桑 兹 (M. Sands) 讲 授 
的 , 那 时 我 正 外 出 . 

当然 ,问题 在 于 我 们 这 个 尝试 的 效果 究竟 如 何 . 我 个 人 的 看 法 是 悲观 的 ,虽然 与 学 生 接 
触 的 大 部 分 教师 似乎 并 不 这 样 看 . 我 并 不 认为 自己 在 对 待 学 生 方面 做 得 很 出 色 . 当 我 看 到 大 
多 数学 生 在 考试 中 采取 的 处 理 问 题 的 方法 时 ,我 认为 这 种 方式 是 失败 了 . 当然 ,朋友 们 提醒 
我 ,也 有 一 二 十 个 学 生 一 一 非常 出 人 意外 地 一 一 几乎 理解 讲授 的 全 部 内 容 , 并 且 非 常 积 极地 
攻读 有 关 材 料 ,兴奋 地 、 感 兴趣 地 钻研 许多 问题 . 我 相信 ,这些 学 生 现在 已 具备 了 第 一 流 的 物 
理 基 础 ,他 们 毕竟 是 我 想 要 培养 的 学 生 . 但 是 ,这 一 点 正如 吉本 斯 (Gibbons) 所 指出 的 “教育 
之 力量 鲜 见 成 效 ,除非 施 之 于 天 资 敏 悟 者 , 然 若 此 又 实 为 多 余 .” 

或 许 我 曾经 把 一 些 学 生 丢 在 一 边 ,但 是 ,我 并 不 希望 使 任何 一 个 学 生 完全 落 在 后 面 .我 
想 ,我 们 能 够 更 好 地 帮助 学 生 的 一 个 办 法 是 ,多 花 一 些 精力 去 编纂 一 批 能 够 益 明 讲课 中 的 革 
些 概 念 的 习题 . 习题 能 够 充实 课堂 讲授 ,使 讲 过 的 概念 更 加 实际 ,更 加 完整 和 更 加 易于 牢记 . 
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然而 ,我 认为 要 解决 这 个 教育 问题 就 要 认识 到 只 有 当 学 生 和 优秀 的 教师 之 间 建 立 起 个 
人 的 直接 联系 ,这 时 学 生 可 以 讨论 概念 ,考虑 问题 .谈论 问题 ,才能 教 好 学 好 , 除 此 之 外 , 别 无 
他 法 . 仅仅 坐 着 听课 或 者 只 做 指定 的 习题 是 不 可 能 学 到 许多 东西 的 . 但 是 ,现在 我 们 有 这 人 么 
多 学 生 要 教育 ,因此 我 们 必须 尽量 找 出 一 种 代替 理想 情况 的 办 法 . 或 许 ,我 的 讲义 可 以 作出 
一 些 贡献 ;也 许 在 某 些 小 地 方 有 个 别 教师 和 学 生 会 从 讲义 中 受到 一 些 启示 或 获得 某 些 观念 ， 
也 许 他 们 乐于 彻底 思考 讲授 内 容 ,或 者 乐于 进一步 发 展 其 中 的 一 些 想法 . 


R.P. 费 因 点 
1963 年 6 月 


区 了 内 一 
出 局 


近 40 年 来 , 费 恩 曼 一 直 把 他 的 好 奇 心 集中 在 物理 世界 产生 的 奥秘 上 ,而 把 他 的 聪明 才 
智 全 部 用 于 探寻 物理 世界 的 混乱 中 的 秩序 .现在 ,他 花 了 两 年 的 心血 和 精力 为 低 年 级 的 学 生 
讲授 物理 课 . 为 了 他 们 ,他 把 自己 知识 的 精华 提取 出 来 ,并 创造 条 件 使 他 们 有 望 在 听课 期 间 
能 够 了 解 物理 学 家 关于 宇宙 的 图 像 . 他 把 他 卓越 而 清晰 的 思想 .独创 性 和 生气 勃勃 的 思想 方法 
以 及 演讲 中 富有 感染 力 的 热情 都 带 到 了 他 的 讲授 中 . 看 到 这 些 非 同 寻常 之 处 是 令 人 高 兴 的 . 

第 一 年 的 讲授 构成 了 这 套 书 第 1 卷 的 基础 . 在 这 第 2 卷 中 我 们 尽力 对 第 二 年 讲授 的 部 
分 录音 做 了 整理 加 工 ,这 部 分 内 容 是 供 1962 一 1963 学 年 中 大 学 二 年 级 学 生 用 的 . 第 二 学 年 
讲授 的 其 余部 分 将 编辑 成 第 3 卷 . 

在 第 二 年 的 讲授 中 ,前 面 三 分 之 二 的 内 容 致 力 于 对 物理 学 中 的 电学 和 磁 学 部 分 做 相当 
完整 的 处 理 . 讲授 的 这 种 形式 想 要 达到 两 个 目的 . 首先 ,我 们 希望 就 这 个 物理 学 中 极为 重要 
的 章节 一 一 从 富兰克林 的 早期 摸索 ,到 贯穿 麦克 斯 韦 的 伟大 综合 ;从 关于 物质 性 质 的 洛 伦 兹 
电子 论 , 到 最 后 仍 不 能 解决 的 电磁 自 能 的 两 难处 境 问题 一 一 给 学 生 一 个 完整 的 观念 . 其 次 ， 
我 们 希望 通过 一 开始 引进 矢量 场 的 微分 运算 ,从 而 为 场 论 数 学 提供 一 个 坚实 可 靠 的 导论 .为 
了 强调 数学 方法 普遍 的 统一 性 ,有 时 把 物理 学 其 他 部 分 的 内 容 与 它 在 电学 中 相 类 似 的 内 容 
放 在 一 起 进行 分 析 . 我 们 不 断 设法 把 数学 的 普遍 性 讲 透彻 (相同 的 方程 具有 相同 的 解 ). 同 
时 ,通过 本 课程 所 提供 的 各 类 练习 和 测验 来 加 强 这 个 观点 . 

继 电 磁 学 之 后 是 弹性 和 流体 的 流动 * ,这 两 部 分 各 有 两 章 . 每 个 部 分 的 前 面 一 章 处 理 基 
本 而 实际 方面 的 情况 ,后 一 章 试图 对 这 部 分 内 容 所 涉及 现象 的 整个 范围 给 出 一 个 概述 . 这 四 
章 完全 可 以 略 去 不 讲 而 不 会 有 严重 的 损失 ,因为 它们 对 第 3 卷 来 说 并 不 全 是 必 备 的 . 

第 二 学 年 后 面 大 约 下 分 之 一 的 内 容 用 于 介绍 量子 力学 . 这 些 材 料 已 经 编 入 第 3 卷 . 

我 们 期 望 在 编写 这 本 费 思 曼 讲义 中 所 记录 的 内 容 , 要 比 仅仅 提供 他 谈话 录音 做 得 更 好 
一 些 .我们 希望 使 得 这 个 编写 本 尽 可 能 清楚 地 阐述 原始 讲授 中 的 根本 思想 . 对 于 讲授 的 某 些 
内 容 , 可 能 仅 对 原始 录音 中 的 措辞 做 了 较 小 的 校正 ;对 另外 一 些 讲授 内 容 , 则 需要 对 有 关 的 
材料 做 较 大 的 改编 和 重新 安排 . 有 时 感到 为 了 使 保留 的 内 容 变 得 更 清晰 和 协调 ,应 该 添加 一 
些 新 材料 . 在 这 整个 过 程 中 , 费 思 曼 教 授 不 断 地 帮助 和 建议 使 我 们 受益 良 多 . 

在 很 紧 的 日 程 内 要 将 一 百 多 万 字 的 口头 语言 转化 成 相互 协调 的 课文 ,是 一 个 非常 艰巨 
的 任务 ,尤其 是 随 着 新 课程 的 采用 , 带 来 了 其 他 繁重 的 负担 一 一 备课 会见 和 指导 学 生 ,设计 
练习 和 考试 题目 等 等 . 许多 人 都 被 卷 入 到 这 个 工作 中 来 了 . 我 相信 ,我 们 在 某 些 场合 已 经 能 
够 描绘 出 原始 作者 费 恩 曼 的 真实 形象 一 一 稍微 修饰 的 肖像 画 ;在 另外 的 场合 ,还 远 没有 达到 
这 个 理想 情形 . 我 们 的 成 就 应 归功 于 所 有 帮助 过 我 们 的 人 . 对 于 不 足 之 处 ,我 们 表示 抱 菊 . 


* 在 本 书 新 版 中 ,电磁 学 后 面 除 弹 性 和 流动 的 流体 外 ,新 增加 了 一 章 一 一 弯曲 空间 , 一 一 译 者 
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正如 在 第 1 卷 编 者 的 话 中 所 详细 说 明 的 那样 ,这 套 讲义 仅 是 加 州 理工 学 院 课程 改革 委 
员 会 的 菜 顿 (R. B. Leighton) 主 席 、 内 尔 (H. V. Neher) 及 桑 兹 (M. Sands) 拟 订 和 支持 的 教学 
大 纲 的 一 个 方面 ,这 个 大 纲 得 到 福特 基金 会 的 财政 资助 . 另外 ,对 第 2 卷 正文 材料 准备 工作 
的 不 同方 面 提供 帮助 的 有 下 列 人 员 : 考 伊 (T. K. Caughey)、 克 莱 顿 (M. L. Clayton)、 柯 西 奥 
(J. B. Curcio) \ 哈 特 尔 (J. B. Hartle) \ 哈 维 (T. W. H. Marvey) . 伊 斯 雷 尔 (M. S. Israel) , 卡 泽 
斯 (W.J. Karzas)、 卡 瓦 诺 (R. W. Kavanagh)、R. B. 莱 顿 、 马 修 斯 (J. Mathews) 、 普 莱 西 特 
(M. S. Plesset) 沃 伦 (F. L. Warren) 、 惠 林 (W. Whaling)、 威 尔 欧 (C. H. Wilts) 及 齐 默 尔 曼 
(B. Zimmerman). 由 于 他 们 的 工作 而 对 本 课程 做 出 闻 接 贡献 的 其 他 人 员 有 : 布 卢 (J. Blue)、 
查 普 林 (G. F. Chapline) 、 克 劳 泽 (M. J. Clauser) 、 多 伦 (R. Dolen)、 希 尔 (H. H. Hill) 及 蒂 特 
勒 (A. M. Title). 诺 伊 格 鲍 尔 (G. Neugebauer) 教 授 以 他 的 勤奋 、 热 心 和 极端 负责 为 我 们 这 
个 任务 的 各 个 方面 做 出 了 贡献 . 

然而 ,要 不 是 费 思 曼 的 非凡 才能 和 勤奋 ,物理 学 上 的 这 个 故事 就 不 存在 了 . 


M. 莱 顿 
1964 年 3 月 
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第 1 章 电磁 学 


$1-1 电 力 


现在 来 考虑 一 种 力 , 它 也 像 引 力 那 样 与 踊 离 平方 成 反比 地 变化 ,但 比 引力 要 强 约 一 万 亿 
亿 公 亿 倍 . 另外 ,还 有 一 个 区 别 , 即 存在 两 种 我 们 可 称 之 为 正 的 和 负 的 “物质 ", 种 类 相同 的 相 
斥 ,不 同 的 相 吸 . 这 就 不 像 引力 ,那里 只 存在 吸引 . 这 样 , 会 出 现 什 么 情景 呢 ? 

一 堆 正 的 物质 会 以 巨 力 互相 排斥 ,并 向 四 面 八方 散 开 ,一 堆 负 的 物质 亦 是 如 此 . 但 一 堆 
正 \、 负 物质 的 均匀 混合 物 就 完全 不 同 了 . 相反 的 物质 会 以 巨大 的 吸引 力 互相 拉 挽 着 , 净 结 果 
将 把 那些 可 怕 的 斥 力 差不多 完全 抵消 了 ,这 是 通过 形成 紧密 而 精致 的 正 、 负 物质 的 混合 体 而 
达到 的 ,而 这 样 两 堆 分 开 着 的 混合 体 之 间 实 际 上 就 不 再 存在 任何 引力 或 斥 力 了 . 

确实 存在 这 样 一 种 力 一 一 电力 . 世 闻 万 物 都 是 由 此 种 巨 力 互相 吸引 和 排斥 着 的 正 的 质 
子 与 负 的 电子 所 组 成 的 混合 物 . 然而 ,平衡 竟 是 那么 完善 ,以 致 当 你 站 在 别人 党 边 时 也 根本 
没有 任何 受 力 的 感觉 . 这 时 ,即使 只 有 一 点 点 不 平衡 ,你 都 会 觉察 到 . 例如 ,要 是 你 站 在 别人 
旁边 相距 只 有 一 营 之 遥 , 而 且 各 自 都 具有 比 本 身 的 质子 仅 多 出 百 分 之 一 的 电子 , 那 两 人 间 的 
排斥 力 就 会 大 得 不 得 了 ! 多 大 呢 ? 足以 举 起 那 座 帝国 大 厦 ” ? 不 ! 举 起 珠穆朗玛 峰 ? 不 ! 
这 个 斥 力 应 足以 举 起 相当 于 整个 地 球 的 “重量 ”! 

由 于 在 这 种 致密 混合 物 中 这 些 巨 力 完善 地 达到 了 平衡 ,所 以 我 们 就 不 难 理解 : 当 物 质 试 
图 保持 其 正 、 负 电荷 最 细致 的 平衡 时 , 它 能 具有 多 大 的 硬度 与 强度 . 例如 ,帝国 大 厦 在 风 中 之 
所 以 仅 摇摆 八 英 尺 , 是 因为 电力 把 每 一 个 电子 与 质子 或 多 或 少 地 保持 在 其 适当 位 置 上 . 另 一 
方面 ,如 果 我 们 在 一 个 足够 小 的 尺度 范围 内 观察 物质 ,使 得 只 能 看 到 几 个 原子 ,那么 任 一 小 
部 分 就 往往 不 会 有 相等 数目 的 正 电 荷 和 负电 荷 ,从 而 会 存在 强大 的 璋 余 电 力 . 即使 在 相 邻 两 
小 部 分 中 两 种 电荷 的 数目 相等 ,也 仍然 有 可 能 拥有 巨大 的 净 电 力 , 因 为 各 电荷 之 间 的 力 是 与 
距离 的 平方 成 反比 的 . 如 果 一 部 分 中 的 负电 荷 ,与 另 一 部 分 中 的 正 电 荷 靠 得 较 近 、 而 与 负电 
荷 离 得 较 远 , 则 净 力 就 会 产生 . 因此 ,吸引 力 可 能 大 于 排斥 力 , 从 而 在 两 个 不 带 额外 电荷 的 小 
块 中 就 有 一 个 净 吸 引力 存在 . 那 种 把 各 原子 结合 在 一 起 的 力 ,以 及 把 各 分 子 保持 在 一 起 的 化 学 
力 ,其 实 都 是 电力 ,它们 在 电荷 的 平衡 不 够 完善 或 在 距离 十 分 微小 的 那些 区 域 里 才 起 作用 . 

当然 ,你 会 知道 ,原子 是 由 位 于 其 核 上 的 正 的 质子 和 核 外 的 负电 子 所 构成 的 . 你 也 许 会 
问 :“ 如 果 这 种 电力 那么 厉害 ,为 什么 质子 和 电子 不 会 正好 一 个 紧 挨 着 一 个 呢 ? 如 果 它 们 想 
要 形成 一 个 亲密 混合 体 ,为 什么 不 会 更 亲密 些 呢 ?" 这 问题 必须 用 量子 效应 来 回答 . 要 是 试图 
把 电子 限制 在 一 个 很 接近 于 质子 的 区 域 中 ,那么 按照 不 确定 性 原理 它们 就 得 拥有 一 个 均 方 
动量 , 若 我 们 把 它 限制 得 越 紧 , 这 个 均 方 动量 就 越 大 . 正 是 这 一 种 由 量子 力学 规律 所 支配 的 


* 帝国 大 厦 指 美国 纽约 市 第 五 大 街 上 的 一 座 建 筑 物 ,地面 上 共 102 层 ,高 448. 5 米 .一 一 译 者 注 
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运动 , 才 使 得 电 的 吸引 力 不 会 把 这 两 个 电荷 移 得 更 接近 些 . 

还 有 一 个 问题 . 在 原子 核 中 有 若干 个 质子 ,它们 全 都 带 着 正 电 荷 ,为 什么 它们 不 会 互相 
推 开 呢 ?“ 是 什么 东西 把 它们 结合 在 一 起 的 呢 ?" 事 实 是 ,在 原子 核 内 部 ,除了 电力 之 外 还 存 
在 一 种 称 为 核 力 的 非 电力 , 它 比 电力 还 要 大 ,因而 尽管 有 电 的 排斥 力 , 它 仍然 能 够 把 那些 质 
子 维持 在 一 起 . 然而 , 核 力 是 短程 力 一 一 该 力 下 降 得 比 1/r* 急剧 得 多 . 这 就 产生 了 一 个 重要 
后 果 : 如 果 一 个 核 中 所 含 质子 数 过 多 , 则 核 就 变 得 太 大 , 便 不 会 持久 维持 在 一 起 . 铀 就 是 这 人 么 
一 个 例子 , 它 含 有 92 个 质子 . 核 力主 要 在 每 个 质子 (或 中 子 ) 与 其 最 近邻 质子 (或 中 子 ) 之 间 
起 作用 ,而 电力 则 在 较 大 的 距离 范围 内 起 作用 ,使 每 个 质子 与 核 中 所 有 其 他 质子 之 间 都 具有 
排斥 力 .在 一 个 核 中 质子 的 数目 越 多 ,这 电 的 排斥 作用 就 越 强 , 直 到 铀 那 种 情况 ,平衡 是 那么 
脆弱 ,以致 于 排斥 性 电力 使 得 核 几 乎 就 要 飞散 了 . 这 么 一 个 核 ,如 果 稍 微 “ 轻 轻 敲 "一 下 (就 像 
曾经 送 进 一 个 慢 中 子 那样 ), 则 它 就 会 破裂 成 各 带 有 正 电 荷 的 两 片 ,而 这 些 裂 片 由 于 电 的 排 
斥 力 而 飞散 开 去 . 释放 出 来 的 能 最 就 是 原子 弹 的 能 量 . 这 种 能 量 通 常 称 为 “ 核 " 能 ,但 实际 上 
却 是 当 电力 克服 了 吸引 性 核 力 时 所 释放 出 来 的 “ 电 " 能 . 

最 后 ,我 们 还 可 能 会 问 ,是 什么 东西 把 带 负 电 的 电子 保持 在 一 起 呢 ( 因 为 它 没 有 核 力 )? 
如 果 电 子 全 都 是 由 一 种 物质 构成 的 ,都 它 的 每 一 部 分 理应 排斥 其 他 各 部 分 ,但 又 为 什么 不 会 
飞散 呢 ? 不 过 ,电子 是 否 还 含有 "各 部 分 "? 也 许 , 我 们 应 该 说 电子 只 是 一 个 点 ,而 电力 只 是 
在 不 同 的 点 电荷 之 间 起 作用 ,以 致电 子 不 会 作用 于 其 本 身 .或 许 是 这 样 吧 . 关于 电子 由 什 
么 东西 束缚 住 ,我 们 只 能 说 到 这 里 . 这 个 问题 对 于 试图 建立 一 套 完 整 的 电磁 学 理论 产生 
了 不 少 困难 ,而 且 至 今 没有 做 出 解答 . 我 们 将 在 以 后 某 些 章节 中 对 这 一 课题 多 做 些 讨 论 ， 
以 为 大 家 助兴 . 

正如 我 们 已 经 见 到 的 那样 ,应 该 指望 电力 与 量子 力学 效应 相 结 合 来 确定 整 块 材料 的 细 
致 结构 ,从 而 确定 它们 的 特性 . 有 的 材料 硬 , 有 的 材料 软 . 有 的 是 电 的 “导体 ”一 一 因为 它们 中 
的 电子 能 够 自由 行动 ;其 他 则 是 “绝缘 体 ” 一 一 因为 其 中 的 电子 被 牢固 地 束缚 在 各 个 原子 内 . 
这 些 性 质 是 如 何 得 来 的 ? 那 是 一 个 十 分 复杂 的 课题 ,我 们 将 在 以 后 加 以 讨论 . 因而 现在 仅 就 
一 些 简 单 情况 下 的 电力 进行 考察 ,也 就 是 说 ,现在 着 手 处 理 电 方面 一 一 也 包括 磁 方 面 ( 那 实 
际 上 是 同一 课题 的 另 一 个 部 分 ) 的 规律 . 

我 们 曾经 说 过 ,和 引力 相似 ,电力 与 电荷 间距 离 的 平方 成 反比 地 减弱 ,这 一 关系 叫 作 库 
仑 定律 , 但 当 电 荷 运动 时 ,这 一 定律 就 不 完全 准确 一 一 电力 也 以 一 种 复杂 的 方式 依赖 于 电荷 
的 运动 . 运动 电荷 之 间 的 作用 力 , 有 一 部 分 我 们 称 之 为 磁力 ,事实 上 , 它 是 电 效应 的 一 个 方 
面 . 这 也 是 为 什么 要 把 这 一 课题 叫 作 “电磁 学 "的 缘故 . 

由 于 存在 着 一 个 重要 的 普遍 原理 ,因而 有 可 能 以 相对 简单 的 方式 来 处 理 电 磁力 . 我 们 从 
实验 发 现 ,作用 于 某 一 特定 电荷 上 的 力 一 一 不 管 其 他 电荷 的 数量 和 运动 方式 如 何 一 一 只 取 
决 于 该 特定 电荷 的 位 置 速 度 以 及 所 带 的 电荷 量 . 我 们 可 把 作用 于 一 个 以 速度 v 运 动 的 电荷 
9 上 的 力 正 写成: 


F= a(E+vX8B). (1.1) 


式 中 EE 和 B 分 别 叫做 电荷 所 在 处 的 电场 和 磁场 . 重要 的 是 ,来 自 宇宙 中 所 有 其 他 电荷 的 力 
都 可 用 刚才 给 出 的 这 两 个 矢量 大 加 而 成 . 它们 的 值 将 取决 于 这 一 电荷 位 于 何 处 ,并 且 可 能 随 
时 间 而 改变 . 此 外 ,如 果 我 们 用 另 一 个 电荷 来 代替 该 电荷 ,只 要 世界 上 所 有 其 他 电荷 都 不 改 
变 其 位 置 和 运动 , 则 作用 于 这 一 新 电荷 上 的 力 恰好 与 其 电荷 量 成 正比 . 当然 ,在 实际 情况 中 ， 
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每 一 电荷 对 邻近 的 所 有 其 他 电荷 都 产生 力 , 从 而 可 能 引起 这 些 电荷 运动 .所 以 在 某 些 情况 
下 ,如 果 我 们 用 另 一 个 电荷 来 代替 该 特定 电荷 , 则 场 可 能 改变 . 
我 们 从 第 1 卷 已 经 懂得 若 知 道 了 作用 在 一 个 质点 上 的 力 ,应 怎样 去 求 出 该 质点 的 运动 . 
可 以 把 式 (1. 1) 和 运动 方程 相 结 合 而 得 出 : 
f[a-Pa]= = g(E+vXB). (1.2) 


v 


因此 若 EE 和 B 已 知 , 则 可 以 求 得 运动 . 现在 我 们 需要 弄 清楚 E 和 B 是 怎样 产生 的 . 

关于 电磁 场 产生 方法 最 重要 的 简化 原理 之 一 是 :假设 若干 个 以 某 种 方式 运动 的 电荷 产 
生 一 个 场 Ei ,而 另 一 组 电荷 产生 场 E; ,而 这 两 组 电荷 同时 被 置 于 原来 的 位 置 (保持 它们 被 
分 别 考虑 时 具有 的 相同 的 位 置 和 相同 的 运动 ) ,那么 所 产生 的 场 恰好 是 两 个 场 的 和 , 即 


五 一 五, 十 五 ,. (1.3) 


这 一 个 事实 称 为 场 的 惨 加 原理 . 这 原理 也 适用 于 磁场 . 

这 一 原理 意味 着 ,如 果 知道 了 关于 以 任意 方式 运动 的 单个 电荷 所 产生 的 电场 和 磁场 的 
规律 ,那么 所 有 电动 力学 的 规律 就 告 齐全 了 . 如 果 我 们 想 要 知道 作用 于 电荷 A 上 的 力 , 就 只 
需 算出 由 B, C, D 等 各 电荷 所 产生 的 E 和 B ,然后 把 所 有 电荷 产生 的 E 和 B 相 加 而 求 得 总 
场 ,再 从 这 两 个 总 场 求 得 作用 于 电荷 A 的 力 . 只 要 结果 证 明 , 由 单个 电荷 产生 的 场 很 简单 ， 
那么 这 就 是 描写 电动 力学 规律 的 最 简洁 方法 . 可 惜 ,我 们 已 给 出 了 这 一 定律 的 描述 (第 1 卷 
第 28 章 ) , 那 是 相当 复杂 的 . 

事实 证 明 ,电动 力学 规律 在 其 中 最 为 简单 的 那 一 种 形式 ,并 非 是 人 们 可 以 期 望 的 . 要 写 
出 一 个 电荷 对 另 一 个 电荷 所 产生 的 力 的 公式 ,并 非 那么 容易 . 的 确 , 当 电荷 静止 不 动 时 ,库仑 
力 的 定律 是 十 分 简单 的 . 但 当 电荷 运动 时 ,由 于 时 间 上 的 延迟 和 加 速度 的 影响 以 及 其 他 一 些 
缘故 ,关系 就 变 得 复杂 了 . 因此 ,我 们 并 不 希望 仅仅 赁 作用 于 各 电荷 间 的 力 的 规律 来 介绍 电 
动力 学 ;而 发 现 更 方便 的 是 去 考虑 另 一 个 观点 一 一 那 是 电动 力学 规律 表现 得 最 易于 处 理 的 
一 种 观点 . 


$1-2 电场 和 磁场 


首先 ,我 们 必须 对 电 和 磁 矢 量 即 E 和 B 的 概念 稍 做 推广 . 依据 一 个 电荷 所 感受 到 的 力 ， 
我 们 已 对 E 和 B 下 了 定义 . 现在 我 们 想 要 谈 谈 即使 没有 电荷 存在 时 某 一 点 的 电场 和 磁场 . 
实际 上 ,既然 有 力 “ 作 用 在 "电荷 上 , 则 当 电 荷 移 去 时 , 仍 有 “ 某 种 东西 " 留 在 那里 . 如 果 位 于 点 
(xz, y, xz) 上 的 电荷 在 时 刻 : 感受 到 由 式 (1.1) 所 给 出 的 力 F, 则 我 们 便 可 以 把 矢量 E 和 8B 
与 空间 中 该 点 (x, y, z) 联 系 起 来 . 可 以 认为 E(z, y, z, t) 和 B(x, y, xz, 1) 给 出 了 力 , 即 可 
被 位 于 (zx, y, z) 点 的 电荷 .在 时 刻 t 体验 到 那个 力 , 同 时 满足 这 样 一 个 条 件 :在 那里 放置 该 
电荷 ,并 不 扰动 产生 这 场 的 所 有 其 他 电荷 的 位 置 或 运动 . 

根据 这 一 概念 ,我 们 把 空间 中 繁 一 点 (z+，y, z) 与 两 个 矢量 E 和 B 相 联 系 ,它们 也 可 能 
会 随时 间 而 改变 ,于 是 ,电场 和 磁场 就 可 视 作 zx, y, x 和 上 的 矢量 函数 . 既然 一 个 矢量 由 其 各 
分 量 所 确定 ,所 以 场 E 和 B 就 代表 了 xz,y, x 和 上 的 三 个 数学 函数 . 

正 因为 E( 或 B) 可 以 在 空间 每 一 点 被 规定 下 来 ,所 以 它 才 被 称 为 “ 场 ”. 所 谓 “ 场 ” ,就 是 
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在 空间 不 同 点 上 会 取 不 同 值 的 一 种 物理 量 . 例如 ,温度 就 是 一 种 场 一 一 在 这 一 情况 下 是 一 标 
景 场 ,我 们 把 它 写成 T(z, y, z). 温度 也 可 能 随时 间 变 化 ,那么 我 们 应 称 温度 场 与 时 间 有 
关 , 从 而 把 它 写成 T(x, y, z, 1). 另 一 例 为 流动 液体 的 “速度 场 ” ,我 们 把 时 刻 i 空间 每 一 点 
的 液体 速度 写成 v(x, y, z, 1) , 它 是 一 个 矢量 场 . 

回 到 电磁 场 方面 来 ,虽然 它们 是 按 复杂 公式 由 电荷 所 产生 的 ,但 却 具有 如 下 重要 特性 : 
在 空间 二 点 的 场 值 与 一 邻近 点 的 场 值 之 间 存 在 十 分 简单 的 关系 . 仅 凭 几 个 以 微分 方程 表达 
的 这 种 关系 ,我 们 就 能 把 场 完 整地 描述 出 来 . 正 是 依靠 这 样 的 方程 式 ,电动 力学 规律 才 得 以 
被 最 简洁 地 写 出 . 

曾 有 过 种 种 发 明 ,试图 帮助 人 们 把 场 的 行为 形象 化 . 其 中 最 正确 也 最 抽象 的 一 种 
是 : 仅 认 为 场 是 位 置 与 时 间 的 数学 函数 .我 们 可 以 尝试 通过 在 空间 的 许多 点 各 画 出 一 
些 矢 量 来 获得 一 个 关于 场 的 思维 图 像 ,其 中 每 一 矢量 给 出 该 点 场 的 强度 和 方向 . 这 一 
表达 方式 如 图 1-1 所 示 . 另外 ,我 们 还 可 以 进一步 画 出 处 处 都 与 那些 矢量 相 切 的 一 些 
线 ,比如 ,这 些 线 沿 着 那些 箭头 并 跟踪 着 场 的 方向 . 当 我 们 这 样 做 时 ,就 已 形 失 了 矢量 
长 度 的 痕迹 ,但 可 通过 如 下 办 法 来 记录 场 的 强度 即 对 于 弱 场 把 场 线 画 得 较 朴 ,而 对 于 
强 场 则 把 场 线 画 得 较 密 . 我 们 按 惯 例 使 通过 垂直 于 线 的 每 单位 面积 的 线 数 与 场 强 成 正 
比 . 当然 ,这 只 是 一 种 近似 ,一 般 说 来 ,有 时 还 需要 在 某 处 画 一 些 新 线 以 保持 线 数 与 场 
强 相 配 . 这 样 ,图 1-1 所 示 的 场 就 可 由 图 1-2 所 示 的 场 线 来 表示 . 


图 1-1 矢量 场 可 用 一 组 箭头 来 表 图 1-2 矢量 场 可 用 一 些 线 来 表示 ,这 些 线 
示 . 每 支 箭头 的 大 小 和 方向 为 所 画 箭 在 每 一 点 与 场 矢 量 的 方向 相 切 ,而 线 的 密度 
头 的 那 一 点 的 矢量 场 之 值 则 与 场 矢量 的 大 小 成 正比 


$ 1-3 矢量 场 的 特征 


天 量 场 在 数学 上 有 两 个 重要 性 质 ,我 们 将 利用 它们 从 场 的 观点 来 描述 电学 定律 . 若 我 
们 想象 某 种 闭合 面 ,并 试问 是 否 有 “ 某 种 东西 "从 里 面 流 失 ; 这 就 是 说 ,该 场 是 否 有 一 个 
“流出 "的 量 ? 例如 ,对 于 速度 场 ,我 们 也 许 要 间 , 该 面 上 的 速度 是 否 总 是 向 外 ,或 更 普遍 
地 问 ,是 否 ( 每 单位 时 间 ) 流 出 的 流体 比 流入 的 多 . 我 们 把 单位 时 间 流 经 该 面 的 净 流体 量 
称 为 通过 该 面 的 “速度 通 量 ”. 流 经 一 个 面积 单元 的 流量 恰好 等 于 垂直 该 面积 的 速度 分 量 
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乘 以 该 面积 . 对 于 任 一 个 闭合 面 , 净 流出 量 (或 通 量 ) 等 于 速度 向 外 的 法 向 分 量 的 平均 值 
乘 以 该 闭合 曲面 的 面积 : 


通 量 = (平均 法 向 分 量 ) . (曲面 的 面积 ). (1.4) 


在 电场 的 情况 下 ,我 们 可 以 在 数学 上 定义 与 流出 
量 相 类 似 的 东西 ,又 称 作 通 量 , 但 这 当然 不 是 任何 物质 \ 
的 流动 ,因为 电场 并 不 是 任何 东西 的 速度 . 然而 ,事实 
证 明 , 场 法 向 分 量 的 平均 值 这 个 数学 上 的 量 仍 有 其 实 Pn 
用 意义 . 于 是 ,我 们 来 谈 谈 电 通 量 一 -这 也 是 由 式 2 
(1.4) 定 义 的 .最 后 ,不 仅 谈论 通过 一 个 完全 闭合 曲面 LA 
的 通 量 ,而 且 还 谈论 通过 任 一 个 有 边界 的 曲面 的 通 量 ，/ 下 于 面 的 全 
这 也 是 很 有 用 处 的 . 综 上 所 述 ,通过 这 样 一 个 面 的 通 量 
被 定义 为 矢量 的 法 向 分 量 的 平均 值 乘 以 该 曲面 的 面 本 
积 . 这 些 概 念 如 图 1-3 所 示 . zz 

矢量 场 还 有 第 二 个 性 质 , 它 必须 用 一 条 曲线 而 
不 是 用 一 个 面 才能 得 出 . 让 我 们 再 来 回顾 一 下 描写 ”图 1-3 矢量 场 通 过 一 个 曲面 的 通 量 , 定 
液体 流动 的 速度 场 ,也 许 会 提出 这 样 一 个 有 趣 的 问 ” 义 为 矢量 的 法 向 分 量 的 平均 值 乘 以 该 曲 
题 ; 该 液 休 是 否 存 在 环流 ? 我 们 所 说 的 环流 ,是 指 是 面 的 面积 
否 有 围绕 某 个 环 路 的 净 旋转 运动 ? 如 图 1-4 所 示 ， 
假定 除 在 一 条 口径 均匀 的 环 状 闭合 管子 里 的 液体 外 ,液体 突然 处 处 都 被 冻结 了 . 也 就 是 说 ， 
管 外 的 液体 都 停止 了 流动 ,但 由 于 被 禁 锣 的 流体 内 存在 着 动量 (这 就 是 说 ,围绕 管子 沿 一 个 
方向 的 动量 大 于 沿 另 一 个 方向 的 动量 ) ,所 以 管内 的 液体 仍 可 继续 流动 . 我 们 把 管内 液体 的 
有 效 速率 乘 以 该 管 周 长 这 个 量 定义 为 环流 . 我 们 再 把 上 述 概念 加 以 引申 ,而 定义 任 一 矢量 场 的 


(a) 


外 图 1-4 (a) 液 体 中 的 速度 场 ;设想 有 一 

截面 均匀 、 按 照 图 (b) 所 示 的 任 一 闭合 曲 

线 安放 的 管子 ;假如 液体 除 管内 的 外 ,处 

处 都 被 冻结 , 那么 管 里 的 液体 便 将 按 
图 (c) 所 示 的 那样 循环 流动 
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“环流 ”( 即 使 没有 任何 东西 在 流动 亦 然 ). 对 于 任 一 矢量 场 , 绕 任 二 想象 中 的 闭合 曲线 的 环流 
可 以 定义 为 矢量 ( 沿 一 致 向 指 ) 的 平均 切 向 分 量 乘 以 
该 回路 的 周 长 ( 图 1-5), 即 


/4 环流 二 (平均 切 向 分 量 ) .( 绕 行距 离 ). (1. 5) 
你 们 将 会 看 到 ,这 一 定义 确实 给 出 了 一 个 正比 于 上 述 
迅速 被 冻结 的 管子 里 的 环流 速度 的 数值 . 


ek 只 要 利用 这 两 个 概念 一 通 量 与 环流 一 一 我 
针 合 曲线 : 们 就 能 立即 描述 电学 和 磁 学 的 所 有 定律 . 你 可 能 不 
图 1-5 “矢量 场 的 环流 等 于 矢量 ( 沿 一 致 向 。 会 一 下 子 就 理解 其 意义 ,但 它们 将 给 出 有 关 电磁 方 
指 ) 的 切 向 分 量 平 均值 乘 以 该 回路 的 周 长 面 物理 学 基本 描述 方法 的 一 些 概念 . 


$1-4 电磁 学 定律 
电磁 学 第 一 个 定律 对 电场 通 量 是 这 样 描述 的 ; 
EE 通过 任 一 闭合 曲面 的 通 量 一 外面 内 的 净 电 荷 (1.6) 


式 中 % 是 一 常数 . 如 果 在 闭合 曲面 内 没有 电荷 ,即使 在 曲面 外 附近 存在 电荷 ,下 的 法 向 分 量 
的 平均 值 仍然 等 于 零 , 所 以 并 没有 净 通 量 通 过 该 曲面 . 为 了 证 明 这 种 表述 是 强 有 力 的 ,只 要 
再 加 上 来 自 单个 电荷 的 场 是 球 对 称 的 这 个 概念 做 准备 ,就 可 以 证 明 式 (1.6) 与 库仑 定律 是 等 
同 的 .对 于 一 个 点 电荷 ,我 们 做 一 个 包 图 该 电荷 的 球面 ,那么 ,平均 法 向 分 量 就 正好 等 于 EE 
在 任 一 点 的 量 值 ,因为 这 个 场 必定 是 径 向 的 ,并 且 在 球面 上 的 任 一 点 具有 相同 的 强度 . 现在 
法 则 讲 ,在 球面 上 的 电场 乘 以 球面 面积 一 一 即 跑 出 去 的 通 量 一 一 正比 于 球面 内 的 电荷 . 要 是 
使 球 的 半径 增 大 , 则 面积 按 半 径 的 平方 增加 ;电场 的 平均 法 向 分 量 乘 以 该 面积 仍 需 等 于 球面 
内 的 电荷 ,因而 该 场 必 定 随 距离 的 平方 减弱 . 这 就 得 到 了 一 个 “ 负 二 次 方 的 " 场 . 

在 空间 如 果 我 们 有 一 条 任意 而 不 动 的 曲线 ,并 测量 电场 绕 该 曲线 的 环流 ,那么 将 发 现 它 
一 般 不 等 于 零 ( 虽 则 对 于 库仑 定律 它 为 零 ). 更 确切 地 说 ,对 于 电学 还 存在 第 二 条 定律 , 即 对 
于 任 一 以 曲线 C 为 边缘 的 ( 非 闭 合 ) 曲 面 S， 


E 线 C 的 环流 == 全 (通过 S 的 有 的 通 量 ). (1.7) 
再 写 出 下 面 两 个 有 关 磁场 B 的 相应 方程 ,我 们 就 能 完成 电磁 场 的 全 部 规律 . 
B 通过 任何 闭合 曲面 的 通 量 = 0. (1.8) 
对 于 以 曲线 C 为 边界 的 曲面 S， 
(8 绕 C 的 环流 ) = 冰 ( 通 过 S 的 下 的 通 量 ) 十 通过 5S 的 电流 通 量 。 (1.9) 


式 (1.9) 中 出 现 的 常数 c? 为 光速 的 平方 , 它 之 所 以 出 现 是 由 于 磁 实际 上 是 电 的 一 种 相 
对 论 效 应 . 至 于 插入 常数 6 , 则 是 为 了 方便 地 导出 电流 的 单位 . 
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式 (1.6)~(1.9) 以 及 式 (1.1) 都 是 电动 力学 的 定律 *. 牛顿 定律 写 起 来 虽然 简单 ,但 它 会 
引出 一 大 推 复杂 的 结果 ,而 你 要 深入 地 学 习 就 得 花费 很 长 时 间 . 现在 这 些 定律 既然 写 起 来 就 没 
有 那么 简单 , 那 当然 意味 着 其 结果 将 更 为 复杂 ,所 以 我 们 将 花 大 量 时 间 才 能 把 它们 全 部 弄 清楚 . 

通过 做 一 系列 小 实验 (这 些 实验 在 定性 上 表明 电场 和 磁场 的 关系 ) ,我 们 就 能 验证 某 些 电 
动力 学 定律 . 当 你 梳头 时 ,将 会 对 式 (1. 1) 中 的 第 一 项 有 所 体验 ,因而 我 们 就 不 去 证 明 这 一 项 
了 .如 图 1-6 所 示 ,给 悬挂 在 一 条 形 磁 铁 上 面 的 导线 输入 电流 , 式 (1.1) 中 的 第 二 项 可 得 以 演 
示 . 当 电流 接 通 时 ,导线 由 于 受 力 正 = gy X B 作 用 而 发 生 了 运动 ; 当 存 在 电流 时 , 线 里 的 电荷 在 
运动 ,所 以 它们 有 一 速度 », 磁 铁 产生 的 磁场 就 会 对 它们 施加 作用 力 ,结果 把 导线 推 向 一 旁 . 


图 1-6 一 条 形 磁 铁 在 导线 处 给 出 了 磁场 B. 当 有 电流 沿 导线 流动 时 ,该 
导线 由 于 受 力 下 = gv X B 的 作用 而 运动 


当 导 线 被 推 向 左边 时 ,我 们 会 预料 到 磁铁 必定 感受 到 被 推 向 右边 . 否则 就 可 将 整套 设备 
装 在 一 辆 车 子 上 而 构成 一 个 动量 不 守恒 的 推进 系统 ! 虽然 这 力 太 小 .不 足以 使 磁铁 的 运动 
看 得 见 ,但 被 更 加 灵敏 地 支撑 着 的 一 根 磁 铁 ,比如 像 指 南 针 那 样 ,就 会 显现 出 运动 来 . 

导线 为 什么 会 推 磁铁 呢 ? 导线 里 的 电流 会 产生 它 自身 的 磁场 ,从 而 施 力 于 磁铁 上 . 按照 
式 (1.9) 中 的 第 二 项 ,电流 必 有 一 个 B 的 环流 一 一 在 这 种 情况 下 ,B 线 就 是 环绕 该 导线 的 回 
路 ,如 图 1-7 所 示 . 作用 于 磁铁 上 的 力 ,就 是 由 这 如 产生 的 . 

式 (1. 9) 还 告诉 我 们 ,对 于 通过 导线 的 一 个 恒定 电流 ,对 围绕 导线 的 任何 曲线 B 的 环流 
都 相同 . 由 于 曲线 一 一 比方 说 是 一 圆周 一 一 距离 导线 越 远 , 则 其 周 长 越 长 ,B 的 切 向 分 量 就 
必然 减 小 . 你 可 以 看 到 ,事实 上 我 们 该 期 待 B 随 着 离开 长 直 导 线 的 距离 线性 地 减弱 . 

现在 ,我 们 已 经 说 过 , 流 经 导线 的 电流 会 产生 磁场 ;而 当 有 磁场 存在 时 ,就 有 一 力作 
用 于 载 有 电流 的 导线 上 . 于 是 我 们 也 预料 到 ,如 果 用 导线 中 的 电流 来 产生 磁场 , 则 它 会 对 
男 一 载 流 导线 施 一 作用 力 . 这 可 由 采用 如 图 1-8 所 示 的 两 根 悬 挂 导线 来 做 演示 . 当 两 电 
流 回 向 时 ,两 导线 相 吸 ;但 当 两 电流 方向 相反 时 ,它们 将 相 斥 . 


* 我 们 仅 需 加 上 关于 环流 符号 某 些 规定 的 说 明 . 
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图 1-7 导线 的 磁场 施 力 于 磁铁 


图 1-8 两 条 通电 流 的 导线 互相 有 力作 用 着 


简 言 之 ,电流 和 磁铁 均 会 产生 磁场 . 且慢 ! 试问 磁铁 究竟 是 什么 ? 如果 磁场 是 由 运动 电 
荷 产 生 的 ,那么 ,来 自 一 块 磁铁 的 磁场 是 否 有 可 能 也 是 由 于 电流 的 原因 呢 ? 看 来 的 确 是 这 
样 . 我们 可 以 将 实验 中 的 条 形 磁铁 用 一 个 导电 线圈 来 代替 ,如 图 1-9 所 示 . 当 电 流通 过 线 
圈 一 一 同时 也 有 电流 通过 在 线圈 上 面 的 那 根 直 导线 一 一 时 ,我 们 便 会 观察 到 导线 的 运动 与 
以 前 用 磁铁 而 不 用 线圈 时 完全 一 样 . 换言之 ,线圈 里 的 电流 模仿 了 一 块 磁铁 . 因此 ,看 来 一 块 
铁 的 作用 就 如 同 它 含有 一 种 永恒 的 环行 电流 一 样 . 事实 上 ,我 们 可 以 用 铁 原子 中 的 恒定 电流 
来 理解 磁铁 . 在 图 1-7 中 ,作用 在 磁铁 上 的 力 就 是 由 式 (1.1) 中 的 第 二 项 引起 的 . 

究竟 这 些 电 流 是 从 哪里 来 的 呢 ? 一 种 可 能 来 自 原子 轨道 中 电子 的 运动 . 实际 上 虽然 对 
于 某 些 材料 来 说 这 是 正确 的 ,但 对 铁 来 说 却 是 不 正确 的 . 一 个 电子 ,除了 在 原子 中 环行 之 外 ， 
还 绕 它 本 身 的 轴 旋转 一 一 有 些 像 地 球 的 自转 一 一 正 是 由 于 自 旋 所 产生 的 电流 才 为 铁 提供 了 
磁场 (我 们 说 “有 些 像 地 球 的 自转 ”, 是 因为 这 一 问题 在 量子 力学 中 竟 是 那么 奥妙 ,以 致 一 些 
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接 至 负 册 导电 线圈 


Y 
线圈 上 电流 


图 1-9 图 1-6 中 的 磁铁 可 用 一 个 载 流 线圈 来 代替 ,有 一 相似 的 力作 用 在 导线 上 


经 典 概念 并 不 能 真正 恰当 地 描述 这 些 事物 ). 在 大 多 数 物质 中 ,有 些 电 子 这 样 自 旋 , 另 一 些 电 
子 那样 自 旋 , 所 以 磁性 互相 抵消 ;可 是 在 铁 里 一 一 由 于 某 个 我 们 将 在 以 后 加 以 讨论 的 神秘 原 
因 一 一 有 许多 电子 却 绕 着 它们 的 排列 整齐 的 轴 旋转 着 ,这 正 是 磁性 的 起 源 . 

由 于 磁铁 的 场 都 是 来 自 电流 ,所 以 我 们 无 需 因 存 在 磁铁 而 在 式 (1. 8) 和 (1.9) 中 引进 
任何 额外 的 项 . 我们 只 要 取 所 有 的 电流 ,包括 自 旋 电子 的 环行 电流 ,那么 该 定律 就 对 了 . 
但 你 亦 应 注意 , 式 (1. 8) 说 明 不 存在 与 出 现在 式 (1.6) 右 边 的 电荷 相 类 似 的 磁 “ 荷 ”没有 
人 曾 发 现 过 磁 荷 . 

式 (1. 9) 右 边 的 第 一 项 是 由 麦克 斯 韦 从 理论 上 发 现 的 ,而 且 十 分 重要 . 它 说 明 一 个 变化 
着 的 电场 会 产生 磁场 . 事实 上 , 若 没有 这 一 项 ,该 方程 便 毫 无 意义 . 若 无 此 项 , 则 在 一 非 完整 
的 回路 中 便 不 会 有 电流 . 但 正如 我 们 在 下 述 例子 中 将 见 到 的 这 样 的 电流 确实 存在 . 设想 一 个 
由 两 块 平行 板 构 成 的 电容 器 , 它 正在 充电 ,电流 流向 其 中 一 极 板 而 流出 另 一 极 板 ,如 图 1-10 
所 示 . 若 围绕 着 其 中 一 条 导线 画 一 条 曲线 C, 并 用 一 个 被 该 导线 贯穿 的 、 如 图 中 所 示 的 S, 面 
来 盖 满 这 条 曲线 ,按照 式 (1.9),B 绕 C 的 环流 由 导线 中 的 电流 乘 以 c: 给 出 . 可 是 车 我 们 用 


图 1-10 B 绕 曲线 C 的 环流 , 既 可 以 由 通过 面 S, 的 电流 给 出 ,也 可 以 由 
通过 面 S: 的 E 的 通 量 变化 率 给 出 
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另 一 个 形状 像 碗 .并 通过 电容 器 两 板 间 、 始 终 保持 在 导线 外 面 的 一 个 不 同 的 曲面 S; 来 盖 满 ， 
那 又 将 怎样 呢 ? 肯定 不 会 有 任何 电流 通过 这 一 个 曲面 . 然而 ,仅仅 改变 一 下 想象 中 的 曲面 位 
置 ,总 绝 不 会 改变 一 个 实际 的 磁场 吧 ! B 的 环流 必然 和 以 前 一 样 . 是 的 ,对 于 S, 和 S; 两 个 
面 , 式 (1 9) 右 边 的 第 一 项 和 第 二 项 相 结合 ,确实 会 给 出 相同 的 结果 . 对 于 S, 来 说 ,B 的 环流 
由 电容 器 两 板 间 E 的 通 量 的 变化 率 给 出 可 以 通过 计算 证 明 , 正 在 变化 着 的 EE 与 电流 之 间 
是 用 那 种 使 式 (1. 9) 保 持 正确 所 必需 的 方式 相 联系 的 . 麦克 斯 韦 看 到 了 它 的 必要 性 ,因而 首 
先 写 出 了 完整 方程 . 

采用 图 1-6 所 示 的 那 种 装置 ,我 们 可 以 演示 另 一 个 电磁 学 定律 . 将 悬挂 导线 两 端 从 电池 
上 断 开 , 接 在 一 个 电流 计 上 , 它 会 告诉 我 们 何 时 有 电流 通过 该 导线 . 当 在 磁铁 产生 的 磁场 中 
向 穷 推动 导线 时 , 便 会 观察 到 电流 . 这 样 一 个 效应 恰恰 是 式 (1. 1) 的 另 一 个 结果 一 一 导线 中 
的 电子 感受 到 了 力 正 = qv X B. 电子 之 所 以 具有 侧 向 速度 ,是 因为 它们 随 导线 一 起 运动 . 这 
个 v 同 来 自 磁 铁 的 垂直 方向 的 B 一 起 产生 了 一 个 作用 于 电子 上 的 、 沿 导线 方向 的 力 ,此 力 引 
起 电子 向 电流 计 运 动 . 

然而 ,假定 我 们 移动 的 不 是 导线 而 是 磁铁 ,从 相对 性 来 讲 , 可 猜测 到 这 不 应 当 产生 任何 
差别 . 的 确 ,我 们 在 电流 计 中 观察 到 一 个 相似 电流 . 磁场 怎么 会 产生 作用 于 静止 电荷 上 的 力 
呢 ? 按照 式 (1. 1) 一 定 存在 一 个 电场 . 一 根 运动 的 磁铁 必定 产生 电场 . 这 过 程 怎样 发 生 ,可 以 
由 式 (1.7) 定 量 地 给 予 说 明 . 这 个 方程 描述 了 许多 具有 巨大 实际 价值 的 现象 ,诸如 那些 出 现 
在 发 电机 和 变压器 中 的 现象 . 

我 们 的 方程 组 最 引 和 注目 的 一 个 结果 是 , 式 (1.7) 和 (1. 9) 包 含 着 关于 在 很 大 距离 范 
围 内 的 电磁 辐射 效应 的 解释 . 解释 大 致 如 下 :假设 由 于 导线 里 电流 突然 接 通 ,就 使 得 某 处 
的 磁场 增 大 ;于 是 ,根据 式 (1.7) 就 必然 存在 一 个 电场 的 环流 ; 当 这 建立 起 来 的 电场 产生 
环流 时 ,根据 式 (1.9) 又 一 个 磁 的 环流 将 形成 ;可 是 ,这 个 磁场 的 建立 又 将 产生 一 个 新 的 
电场 环流 …… 依 此 类 推 . 就 这 样 , 场 在 通过 空间 前 进 时 ,除了 在 它们 的 发 源 处 外 ,并 不 
需要 电荷 或 电流 . 这 就 是 我 们 都 能 够 互相 看 见 的 关键 所 在 ! 这 一 切 都 存在 于 电磁 场 的 
方程 组 中 . 


$1-5 场 是 什么 


现在 就 我 们 对 这 一 课题 的 看 法 讲 几 点 意见 . 你 也 许 会 说 :“ 所 有 这 种 关于 通 量 和 环流 的 
概念 太 抽 象 了 . 由 于 空间 每 一 点 存在 电场 ,所 以 才 有 这 些 ' 定 律 '. 但 实际 发 生 的 情况 是 什么 ? 
为 什么 你 不 能 用 (例如 ) 有 什么 东西 在 电荷 之 间 起 作用 来 加 以 解释 呢 ?” 喇 ,这 与 你 的 偏见 有 
关 . 许多 物理 学 家 经 常 说 ,中 间 没 有 任何 东西 的 那 种 直接 作用 是 不 可 思议 的 . (既然 菜 一 概念 
已 经 被 想象 出 来 ,他 们 怎么 能 断定 它 是 不 可 思议 的 呢 ?) 他 们 会 说 :“ 看 ! 我 们 现在 知道 这 种 
单独 的 力 就 是 一 个 物体 对 另 一 个 物体 的 直接 作用 . 不 可 能 存在 一 种 无 需 由 媒质 来 传递 的 
力 .“ 但 当 我 们 研究 一 个 物体 紧 靠 着 另 一 个 物体 的 “直接 作用 ”时 ,真正 发 生 的 是 什么 昵 ? 我 
们 发 现 ,并 不 是 一 个 物体 紧 靠 着 另 一 个 物体 ,而 是 彼此 稍微 有 点 分 开 ,而 在 微小 尺度 内 有 电 
力 起 着 作用 . 这 样 ,我 们 知道 将 要 用 电力 的 图 像 来 解释 所 谓 的 直接 接触 作用 . 既然 肌肉 的 推 


的 肌肉 推拉 力 , 那 肯定 是 不 合理 的 ! 唯一 通 情 达 理 的 问题 是 ,什么 才 是 看 待 电 效 应 的 最 方便 
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途径 . 有 些 人 宁可 把 这 些 效应 表达 成 在 电荷 间距 的 互 作用 ,从 而 采用 一 个 复杂 定律 . 另外 一 
些 人 则 喜欢 利用 场 线 . 他 们 老 是 画 场 线 ,而 感到 写 出 E 和 B 则 是 太 抽象 了 . 然而 , 场 线 只 不 
过 是 描写 场 的 一 种 粗略 的 办 法 ,要 用 场 线 直接 给 出 那些 正确 而 又 定量 的 定律 是 很 困难 的 . 而 
且 , 场 线 概念 并 不 含有 电动 力学 最 深刻 的 原理 , 即 簿 加 原理 . 即使 我 们 已 知道 了 一 组 电荷 的 
场 线 看 起 来 是 怎么 回 事 ,而 另 一 组 电荷 的 场 线 看 来 像 什么 ,但 当 两 组 电荷 同时 存在 时 场 线 的 
图 样 究竟 会 怎么 样 ,我 们 就 毫 无 概念 了 . 另 一 方面 ,从 数学 的 观点 看 , 簿 加 很 容易 一 一 我 们 只 
需 把 两 矢量 相 加 起 来 . 场 线 对 于 提供 一 个 生动 图 像 具 有 某 种 优点 ,可 是 也 有 一 些 缺 点 . 当 认 
为 电荷 处 于 静止 状态 时 直接 相互 作用 的 想法 固然 有 极 大 优点 ,但 当 涉 及 迅速 运动 的 电荷 时 
就 具有 一 些 重大 缺点 . 

最 好 的 办 法 是 采用 抽象 的 场 概念 . 抽象 虽然 可 惜 ,但 却 是 必要 的 . 尝试 把 电场 用 某 种 具 
轮 的 运动 .或 用 线 、 或 用 某 种 材料 的 张力 来 表示 的 企图 所 耗费 的 物理 学 家 们 的 精力 , 比 起 仅 
仅 获 得 电动 力学 的 正确 答案 所 必需 的 大 概要 多 得 多 . 有 趣 的 是 ,关于 晶体 中 的 光 的 行为 的 正 
确 方程 已 由 麦 卡 洛 于 1843 年 得 出 . 可 是 人 们 却 对 他 说 :“ 是 的 ,但 没有 任何 实际 物质 其 机 械 
性 能 满足 那些 方程 ,而且 由 于 光 应 当 是 在 某 种 东西 中 的 一 种 振动 ,所 以 我 们 不 可 能 相信 这 个 
抽象 的 方程 式 . ”要 是 人 们 稍微 虚心 一 点 ,他 们 也 许 在 早 得 多 的 时 候 就 相信 关于 光 的 行为 的 
正确 方程 了 . 

对 于 磁场 的 情况 ,我 们 可 提出 如 下 要 点 ;假定 你 最 后 已 能 够 成 功 地 用 某 种 线 或 某 种 通过 
空间 运转 的 齿轮 构成 一 幅 关于 磁场 的 图 像 ; 然 后 ,你 尝试 说 明 两 个 以 相同 速率 互相 平行 地 在 
空间 运动 的 电荷 所 发 生 的 情况 . 既然 它们 在 运动 ,那么 它们 就 将 起 两 个 电流 一 样 的 作用 ,并 
会 有 磁场 和 它们 联系 在 一 起 (就 像 图 1-8 中 导线 里 的 电流 那样 ). 可 是 ,一 个 跟随 这 两 个 电荷 
做 曲线 运动 的 观察 者 将 会 把 它们 看 作 是 静止 不 动 的 ,从 而 会 说 那里 没有 磁场 . 当 你 随同 物体 
一 道 运 动 时 ,就 连 “ 齿 轮 " 或 “ 线 " 也 都 消失 不 见 了 ! 上 面 我 们 所 做 的 只 是 为 了 想 出 一 个 新 间 
题 . 那些 齿轮 怎么 能 消失 呢 ? 那些 画 场 线 的 人 们 也 陷入 了 同样 的 困境 . 不 仅 不 能 说 明 场 线 是 
否 随 着 电荷 一 起 运动 ,而 且 在 某 些 参照 系 中 这 些 场 线 可 能 完全 消失 . 

于 是 ,我 们 讲 ,磁性 实际 上 是 一 种 相对 论 效 应 . 就 我 们 刚才 所 考虑 的 两 个 做 平行 运动 的 
电荷 的 情况 来 说 ,我 们 应 期 望 对 于 它们 的 运动 得 用 数量 级 为 w/c? 的 项 来 做 相对 论 修正 . 这 
些 修正 应 当 与 磁力 相 一 致 . 但 在 我 们 的 实验 (图 1-8) 中 ,出 现 于 两 根 导线 间 的 力 怎么 样 ? 那 
里 的 磁力 是 全 部 磁力 . 这 看 来 似乎 不 像 是 一 种 “相对 论 修正 ”. 而 且 , 倘若 我 们 估计 一 下 导线 
里 电子 的 速度 (你 们 可 自行 算出 来 ), 则 我 们 求 得 它们 沿 导线 的 平均 速率 约 为 0. 01 cms-!. 
所 以 w/e 约 等 于 10-” ,这 肯定 是 一 个 可 以 忽略 的 “修正 ”. 可 是 不 对 ! 尽管 在 这 一 情况 下 ， 
磁力 仅 等 于 两 运动 电荷 的 “正常 ?电力 的 10-s 倍 ,但 应 当 记 住 , 由 于 几乎 完全 中 和 一 即 由 
于 导线 里 存在 相同 数目 的 质子 和 电子 ,正常 "电力 已 经 完全 消失 了 . 由 于 中 和 的 程度 远 较 
1/10” 来 得 准确 ,从 而 那个 我 们 称 之 为 磁力 的 小 小 相对 论 项 就 是 唯一 剩 下 来 的 项 ,所 以 它 变 
成 了 主要 的 项 . 

正 是 由 于 电 效应 几乎 完全 抵消 , 才 容 许 相对 论 效应 ( 即 磁 现 象 ) 受 到 注意 ,而 其 正确 方程 
组 一 一 准确 至 《ec 一 一 才 被 发 现 , 虽 则 当时 物理 学 家 还 不 懂得 发 生 的 是 什么 事情 . 而 这 就 
是 为 什么 当 相对 论 被 发 现时 ,电磁 学 定律 并 不 需要 改变 . 它们 一 一 不 像 力 学 一 一 已 准确 至 
vvec: 的 精度 了 . 
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$ 1-6 科学 技术 中 的 电磁 学 


让 我 们 指出 下 述 事件 来 结束 本 章 . 希腊 人 所 研究 的 许多 种 现象 中 有 两 种 是 十 分 奇特 的 : 
如 果 你 擦 擦 琥珀 ,你 就 可 用 它 来 吸 起 一 些小 纸 片 ;又 有 一 种 来 自 麦 尼 西 亚 (Magnesia) 岛 的 奇 
怪 石头 会 吸 铁 . 这 是 为 希腊 和 人 所 知道 的 .电磁 效应 表现 得 很 明显 的 \ 仅 有 的 现象 ,想起 就 令 人 
惊奇 . 之 所 以 仅仅 出 现 这 两 种 现象 ,其 原因 主要 在 于 早先 提 到 的 电荷 间 异 常 精确 的 中 和 作 
用 . 通过 希腊 人 之 后 的 科学 家 的 研究 ,发现 了 一 个 又 一 个 的 新 现象 ,而 这 些 实 际 上 都 不 过 是 
这 些 琥珀 和 (或 ) 磁 石 效应 的 某 些 方面 而 已 . 现在 我 们 认识 到 ,化 学 作用 的 现象 以 及 最 终生 
命 本 身 的 现象 都 要 用 电磁 学 来 加 以 理解 . 

在 对 电磁 学 这 一 课题 的 理解 正在 发 展 的 同时 ,人 们 以 往 不 敢 去 想象 的 一 些 技术 可 能 性 
出 现 了 ,因此 ,下 述 这 些 就 都 成 为 可 能 :在 超 长 距离 之 间 通 讯 ; 同 几 英 里 外 中 间 没 有 任何 联 线 
的 男 一 个 人 说 话 ;以 及 开动 巨大 的 电力 系统 一 一 一 个 巨大 的 水 轮 , 用 数 百 英 里 以 上 的 细 线 与 
别 的 发 动机 相连 接 , 该 发 动机 随 主 轮 而 转动 一 一 无 数 支线 在 上 万 的 地 方 成 万 台 发 动机 开动 
着 工厂 和 家 庭 中 的 机 器 一 一 所 有 这 些 , 都 是 由 于 电磁 学 定律 的 知识 而 运转 起 来 的 . 

今天 我 们 应 用 更 为 精细 的 效应 . 电力 既 可 巨大 ,也 可 以 十 分 微小 ,从 而 我 们 能 够 控制 
它们 ,在 许多 方面 加 以 利用 . 我 们 的 仪器 是 如 此 精密 ,以 致 某 人 对 数 百 英里 外 的 一 根 细小 
金属 棒 中 的 电子 施 以 影响 ,同时 你 就 能 说 出 他 正在 干什么 .我 们 只 要 把 该 金属 棒 作 为 电 
视 机 的 天 线 就 可 ! 

从 人 类 历史 的 长 远 观点 来 看 一 一 例如 过 一 万 年 之 后 回头 来 看 一 一 毫 无 疑问 ,在 19 世纪 
中 发 生 的 最 有 意义 事件 将 判定 为 麦克 斯 韦 对 电磁 学 定律 的 发 现 . 与 这 一 重大 科学 事件 相 比 ， 
同一 个 十 年 中 发 生 的 美国 内 战 ” ,将 降 为 一 个 地 区 性 琐事 而 赔 然 失色 . 


* 美国 内 战 也 叫 美国 南北 战争 ,1861 年 开始 至 1865 年 结束 . 一 一 译 者 注 
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$ 2-1 对 物理 学 的 理解 


对 物理 学 家 来 说 ,要 有 从 不 同 观点 去 观察 问题 的 能 力 . 因为 对 实际 物理 问题 的 准确 分 析 
往往 非常 复杂 ,任何 特定 的 物理 情况 都 可 能 因 过 于 复杂 ,以 致 不 能 直接 通过 解 微分 方程 来 进 
行 分 析 . 然而 如 果 人 们 对 于 在 不 同情 况 下 解 的 特性 有 某 些 了 解 , 则 对 于 一 个 系统 的 行为 仍 可 
以 获得 良好 的 概念 . 如 场 线 ,电容 .电阻 以 及 电感 等 概念 ,对 此 目的 来 说 都 是 十 分 有 用 的 . 
此 ,我 们 将 花 不 少时 间 对 它们 进行 分 析 . 通过 分 析 ,对 于 在 不 同 电磁 情况 下 会 发 生 什么 事情 
我 们 就 会 获得 一 种 感觉 . 另 一 方面 ,例如 像 场 线 这 类 启发 式 模型 ,没有 一 种 会 对 所 有 情况 都 
是 真正 适用 和 准确 的 . 只 有 一 种 表达 定律 的 准确 方式 , 那 就 是 表示 成 微分 方程 . 就 我 们 所 知 
微分 方程 具有 两 个 优点 , 即 它 既 是 基本 的 ,又 是 准确 的 . 如 果 你 已 学 习 过 那些 微分 方程 , 便 可 
以 经 常 复习 查 对 ,就 不 必 重 新 学 习 了 . 

要 了 解 在 不 同情 况 下 会 发 生 什么 事情 ,将 花费 你 一 些 时 间 . 你 不 得 不 去 求解 方程 . 你 每 
次 解 方 程 ,都 将 对 解答 的 性 质 有 所 体会 . 为 了 把 这 些 解答 牢记 在 心 ,利用 场 线 及 其 他 概念 来 
研究 解答 的 意义 也 是 有 益 的 . 这 就 是 你 将 真正 “理解 "方程 式 的 途径 ,也 是 数学 和 物理 学 的 区 
别 所 在 . 数学 家 ,或 者 很 有 数学 头脑 的 人 ,在 “研究 "物理 学 的 过 程 中 往往 由 于 看 不 见 物理 学 
而 误 入 歧途 . 他 们 说 :“ 看 ,这 些微 分 方程 一 一 麦克 斯 书 方程 组 一 一 就 是 电动 力学 的 -… 切 ; 物 
理学 家 已 经 承认 ,没有 什么 东西 不 包含 在 这 些 方程 式 之 内 . 这 些 方程 尽管 复杂 ,但 毕竟 仅 是 
一 些 数 学 方程 式 , 要 是 我 能 在 数学 上 对 它们 彻底 理解 , 那 我 对 物理 学 也 就 理解 透彻 了 . "事实 
却 并 非 如 此 . 大 凡 抱 着 这 种 观点 研究 物理 学 的 数学 家 一 一 也 有 过 不 少 这 样 的 人 一 一 往往 对 
物理 学 的 贡献 不 大 ,而 实际 上 对 数学 的 贡献 也 很 可 怜 . 他 们 之 所 以 失败 ,是 由 于 在 现实 世界 
里 实际 的 物理 情况 是 如 此 复杂 ,需要 对 方程 式 具有 更 为 充分 的 理解 . 

真正 理解 一 个 方程 式 一 一 即 不 仅 在 严格 的 数学 意义 上 一 一 意味 着 什么 , 狄 拉 克 对 此 早 就 
有 所 评述 . 他 说 :“ 如 果 我 没有 实际 解 一 个 方程 而 对 其 解 的 特性 已 有 一 种 估计 办 法 , 那 我 就 懂得 
了 该 方程 的 意义 . "因此 , 若 我 们 无 需 实际 解 那个 方程 而 对 在 给 定 情况 下 会 发 生 什 么 便 已 有 一 
种 了 解 的 办 法 , 则 我 们 便 算 “理解 "了 应 用 到 这 些 情 况 上 去 的 那个 方程 了 . 物理 上 的 理解 乃 是 一 
种 完全 非 数学 性 ,不 精确 和 不 严格 的 事 , 但 对 于 一 个 物理 学 家 来 说 却 是 绝对 必需 的 . 

通常 , 像 这 样 一 种 课程 是 按照 逐渐 发 展 的 物理 概念 一 一 即 从 简单 的 情况 开始 逐渐 过 渡 
到 越 来 越 复杂 的 情况 一 一 来 编排 的 . 这 就 要 求 读者 要 不 断 忘 记 以 前 学 过 的 东西 一 一 忘记 在 
某 些 情况 下 正确 ,而 在 一 般 情 况 下 却 不 正确 的 那些 东西 . 例如 ,电力 取决 于 距离 的 平方 那 一 
条 “定律 "就 不 是 一 贯 正确 的 . 所 以 我 们 在 本 书 中 更 喜欢 相反 的 途径 . 我 们 宁愿 一 开始 就 采用 
那些 完整 定律 ,然后 回 过 头 来 把 它们 应 用 于 一 些 简单 情况 ,从 而 在 前 进 过 程 中 发 展 物理 概 
念 , 这 就 是 我 们 将 要 做 的 事情 . 
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我 们 所 采取 的 途径 与 历史 的 途径 完全 相反 ,人 们 在 后 一 途径 中 通过 实验 获得 知识 ,依靠 
实验 来 发 展 学 科 . 但 物理 学 这 一 学 科 在 过 去 二 百 多 年 中 是 由 一 些 非常 有 创造 才能 的 人 发 展 
起 来 的 ,而 当 我 们 仅 以 有 限时 间 去 获得 知识 时 ,就 不 可 能 涉及 他 们 曾经 做 过 的 每 件 事情 . 可 
惜 ,在 这 些 讲 课 中 可 能 会 丢失 的 东西 之 一 就 是 这 个 历史 的 、 实 验 的 发 展 方面 . 希望 某 些 不 足 
在 实验 室 中 能 够 得 到 补偿 . 你 也 可 以 通过 阅读 《大 英 百 科 全 书 》 来 补充 我 们 所 不 得 不 割爱 的 
东西 ,那里 载 有 关于 电学 及 物理 学 其 他 部 分 的 杰出 的 历史 性 条 目 . 你 也 会 在 有 关 电 磁 学 的 许 
多 教科 书 中 找到 一 些 历史 知识 . 


$2-2 标量 场 和 矢量 场 一 一 T 与 h 


现在 我 们 从 电磁 理论 抽象 的 、 数 学 的 观点 开始 . 目的 是 解释 第 1 章 中 所 给 出 的 那些 定律 
的 意义 . 而 为 了 做 到 这 一 点 ,必须 首先 对 一 种 将 要 用 到 的 、 新 的 特殊 符号 加 以 解释 . 所 以 就 让 
我 们 暂时 忘却 电磁 学 而 讨论 矢量 场 的 数学 . 这 不 但 对 于 电磁 学 而 且 对 于 所 有 物理 情况 都 是 
十 分 重要 的 . 正如 通常 微 积分 学 对 于 所 有 物理 部 门 都 那么 重要 一 样 ,矢量 的 微分 学 也 是 如 
此 .我 们 就 转 到 这 么 一 个 科目 上 来 吧 . 
下 面 列 举 一 些 来 自 矢量 代数 的 等 式 ,并 假定 你 们 都 已 知道 了 . 
4 .中 一 标量 一 A.B,. 十 A,B, 十 A.B。 (2.1) 
AXB== 矢量 (2.2) 
(AXB). = A.B, 一 A,B。 
(4AX 有 )。 = A,B. — A.B, 
(AXB), = A.B, — A.B. 


AXA=0 (2.3) 
A.(AXB)=0 (2. 4) 
A.:(BXC)= (4XxB).c (2.5) 
AX(BXC)= B(A.:C)—C(A.B) (2.6) 
我 们 也 要 用 到 从 微分 学 方面 得 来 的 下 列 两 个 等 式 : 

Af(xr, y, 2) =— Ar 十 3Ay + oo; (2.7) 

af of 
9rdy 9yax 2.8) 


当然 ,第 一 个 等 式 (2.7) 只 有 在 Ax, Ay, Az 都 趋 于 零 的 极限 时 才 正 确 . 

可 能 存在 的 最 简单 的 物理 场 是 标量 场 . 你 应 当 记得 ,我们 所 说 的 场 是 指 取 决 于 空间 位 置 
的 一 个 量 . 所 谓 标量 场 , 仅 指 每 点 由 单一 的 数值 一 一 个 标量 一 标志 的 场 . 当然 这 个 数值 
可 随时 间 而 变 ,但 眼前 我 们 还 无 需 为 此 操心 . 我 们 将 只 谈论 在 某 一 给 定时 刻 场 看 来 是 个 什么 
样子 . 作为 标量 场 的 一 个 例子 , 试 考虑 一 块 固体 材料 ,其 中 某 些 地 方 加 热 而 另 一 些 地 方 受 冷 ， 
使 得 该 物体 的 温度 以 一 种 复杂 的 方式 逐 点 改变 . 于 是 温度 将 是 在 某 直角 坐标 系 中 测 得 的 空 
间 位 置 (z，>，z) 的 函数 ,所 以 温度 是 一 标量 场 . 

考虑 标量 场 的 一 种 办 法 是 去 设想 一 些 “ 等 值 面 ", 即 通过 所 有 相同 值 的 场 点 画 成 的 想 
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象 中 的 面 ,正如 在 地 图 上 那些 由 等 高 点 连 成 的 等 高 线 一 样 . 对 于 一 个 温度 场 来 说 ,这 些 等 
值 面 被 称 为 “等 温 面 "或 等 温 线 , 图 2-1 表示 一 温度 场 ,并 表明 在 z= 二 0 处 对 zx 和 y 的 关 
系 . 在 该 图 上 画 出 了 几 条 等 温 线 . 

还 存在 一 种 矢量 场 ,概念 也 十 分 简单 ,就 是 在 空间 的 每 一 点 给 出 一 个 矢量 ,这 个 矢量 逐 
点 变化 . 作为 一 个 例子 ,可 考虑 一 个 旋转 物体 . 在 任意 点 物体 中 物质 的 速度 便 是 一 个 矢量 , 它 
是 仪 置 的 函数 (图 2-2). 作为 第 二 个 例子 ,考虑 在 一 块 材料 里 的 热流 . 如 果 在 材料 中 某 处 的 
温度 较 高 另 一 处 的 温度 较 低 , 则 热量 就 会 从 较 热 处 流 至 较 冷 处 . 在 材料 中 的 不 同位 置 热量 将 
朝 不 同 的 方向 流动 . 这 一 热流 就 是 一 个 有 方向 的 量 ,我 们 称 其 为 h. 它 的 大 小 是 有 多 少 热量 
在 流动 的 量度 . 关于 热流 矢量 的 例子 也 如 图 2-1 所 示 . 


图 2-1 温度 全 是 标量 场 的 一 个 例子 .与 空间 每 一 点 (zx, y, z) 图 2-2 旋转 物体 中 原子 的 速度 是 
相 联 系 的 是 一 个 数值 T(z, y, z). 处 于 标记 着 工 = 20* 的 曲面 矢 最 场 的 一 个 例子 
(图 中 所 示 为 z = 0 处 的 一 条 曲线 ) 上 所 有 的 点 都 有 相同 温 

度 . 箭头 是 热流 矢量 h 的 一 些 样品 


让 我 们 对 h 下 一 个 更 准确 的 定义 :热流 矢量 在 一 点 的 大 小 就 是 在 单位 时 间 内 通过 垂直 
于 流动 方向 的 无 限 小 面积 元 上 单位 面积 的 热能 . 这 个 矢量 指向 热量 流动 的 方向 ( 见 图 2-3). 
用 符号 表示 为 : 若 AJ 为 单位 时 间 内 通过 面积 元 Aa 的 热能 , 则 


= AJ 
h= 和 (2. 9) 


式 中 er 是 沿 流动 方向 的 单位 矢量 . 

矢量 有 也 可 按 男 一 种 方式 一 一 用 它 的 分 量 一 一 来 下 定义 . 我 们 试问 ,有 多 少 热量 会 通过 
一 个 与 流动 方向 成 任意 角度 的 小 面积 . 在 图 2-4 中 ,我 们 表示 一 个 小 面积 元 Aas 与 垂直 于 热 
流 的 另 一 个 小 面积 元 Aa 相 倾斜. 单位 矢量 “与 面积 元 Aas 垂直 .nm 与 h 之 间 的 夹 角 就 等 于 
两 个 面积 元 之 间 的 角度 (因为 h 垂直 于 Aa ). 那么 ,每 单位 时 间 内 通过 Aas 的 热量 有 多 少 
呢 ? 通过 Aa: 的 热量 就 等 于 通过 Aa 的 ,只 不 过 面积 不 同 罢了 . 事实 上 , Aa, = Aazcos0. 因 
此 ,通过 Aas 的 热流 为 


AJ AJ .ospg 一 天. 
Aorcos0 一 及 n. (2. 10) 
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我 们 对 此 式 加 以 说 明 : 通 过 单位 法 线 为 n 的 任何 面积 元 的 热流 (单位 时 间 、 单 位 面积 ) 为 h… 
nm- 同样 可 以 说 :垂直 于 面积 元 Aa 的 热流 分 量 为 h: n. 如 果 愿 意 , 也 可 以 认为 这 些 说 法 定义 
了 kh. 我 们 也 将 把 这 些 相 同 概念 应 用 于 其 他 矢量 场 . 


图 2-3 热流 是 一 种 矢量 场 . 矢 其 天 指向 热量 流动 的 方 图 2-4 流 经 Aas 的 热量 与 流 经 Aa 的 相同 
向 . 它 的 大 小 则 是 单位 时 间 内 流 过 垂直 于 流动 方向 的 面积 
元 的 能 量 除 以 该 面 元 的 面积 


$ 2-3 场 的 微 商 一 一 梯度 


当场 随时 间 变 化 时 ,可 通过 给 出 场 对 时 间 的 微 商 加 以 描述 . 我 们 希望 用 同样 办 法 来 描述 
场 对 位 置 的 变化 ,因为 对 于 例如 在 一 点 的 温度 与 在 邻近 一 点 的 温度 间 的 关系 ,我 们 是 感 兴 
的 . 怎样 求 温度 对 位 置 的 微 商 呢 ? 我 们 求 温度 对 z 的 微 商 吗 ? 还 是 对 y, 或 是 对 z? 

有 用 的 物理 定律 应 当 不 依赖 于 坐标 系 的 取向 . 因此 ,它们 应 被 写成 两 边 都 是 标量 或 两 边 都 
是 矢量 的 一 种 形式 . 一 个 标量 场 的 微 商 ,比如 说 9T/9x, 究 竟 是 什么 呢 ? 是 标量 、 失 县 ,还 是 其 
他 什么 东西 ? 它 既 不 是 标量 ,也 不 是 矢量 ,因为 正如 你 能 容易 领会 的 ,假如 我 们 取 不 同 的 z 轴 ， 
9T/9x 肯定 会 不 同 . 可 是 要 注意 , 微 商 可 能 有 三 个 :39T/9x, 3TVay 和 3T/9z. 由 于 有 这 三 个 微 
商 ,而 我 们 又 知道 要 形成 一 矢量 需要 三 个 数 ,也 许 这 三 个 微 商 就 是 一 个 矢量 的 分 量 ; 

( 革 ， 3 区 ) 二 矢量 . (2.11) 

当然 ,一般 并 非 任何 三 个 数 都 能 构成 为 一 矢量 . 只 有 当 我 们 旋转 坐标 系 ,矢量 的 各 个 
分 量 按照 正确 的 方式 变换 时 ,这 才 成 立 . 所 以 需要 分 析 坐 标 系 旋转 时 ,这 些微 商 究竟 是 如 
何 变换 的 .我们 将 证 明 式 (2. 11) 确 实 是 一 个 矢量 . 当 坐标 系 转动 时 ,这 些微 商 的 确 按 正确 
的 方式 变换 . 

我 们 可 用 几 种 方法 来 看 这 个 问题 . 一 个 方法 是 , 提 一 个 答案 与 坐标 系 无 关 的 问题 ,并 党 
试用 "不 变量 "的 形式 来 表示 这 一 答案 .例如 , 若 S= 4 B, 而 且 若 A 和 B 都 是 矢量 , 则 我 们 
知道 一 一 因为 我 们 已 在 第 1 卷 第 11 章 中 加 以 证 明 一 一 S 是 一 个 标量 . 无 需 研 究 它 是 否 会 随 
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坐标 系 改变 而 改变 ,我 们 就 已 知道 S 是 一 个 标量 ,因为 它 是 两 个 矢量 的 标 积 ,所 以 它 不 可 能 
改变 . 与 此 相仿 ,如 果 我 们 知道 4 是 一 矢量 ,而 我 们 又 有 三 个 数 B, ，B, ，B, ,并 且 发 现 
A.B! 十 A,B; 十 A.B; = S， (2.12) 


式 中 S 对 于 任何 坐标 系 都 相同 . 那么 ,这 三 个 数 B, ，B: ，B: 必定 是 某 一 矢量 B 的 分 量 B,， 
B,, B.. 

现在 让 我 们 考虑 温度 场 . 假设 取 P, 和 P; 两 点 ,它们 分 开 一 小 间距 AR. P, 处 的 温度 为 T， 
而 Ps 处 的 为 T; ,彼此 间 的 差 AT = T; 一 TT. 在 这 些 实际 的 物理 点 ,温度 肯定 与 为 测量 其 坐标 
而 选取 的 各 坐标 轴 无 关 . 尤其 是 ,AT 为 一 个 与 坐标 系 无 关 的 数值 . 所 以 它 是 一 个 标量 . 

如 果 我 们 选取 一 组 方便 的 坐标 轴 , 则 能 写 出 
T= T(r, y, z) 和 T, = T(x 十 Azx, y 十 Ay, z 十 
Az), 其 中 Ar，Ay 和 Az 是 矢量 AR 的 分 量 
(图 2-5). 记 住 式 (2.7) ,我们 便 可 以 写 出 : 


AT = 了 (2.13) 

式 (2. 13) 的 左边 是 一 个 标量 . 右边 是 各 含有 Az，Ay 
和 Ax( 一 个 矢量 的 分 量 ) 的 三 个 乘积 之 和 . 这 样 我 们 
得 出 结论 ,这 三 个 数值 

3p Wr 

gx’ dy’ 9z 
也 是 一 矢量 的 x, > 和 x 分 量 . 我们 用 符号 VT 描写 这 个 新 矢量 . 这 个 符号 V 是 A 的 颠倒 ,这 会 
使 我 们 回忆 起 微分 来 . 人 们 用 各 种 不 同方 式 来 读 VT:“del-T”, 或 "了 的 梯度 ”, 或 “grad T， 


图 2-5 矢量 AR, 其 分 量 为 Ar，Ay 和 Ax 


~ vr= /2 3T 3T\* 
rad Ty 区 寺 】 (2.14) 


利用 这 个 符号 ,可 以 把 式 (2. 13) 重 写成 一 个 更 简洁 的 形式 : 
AT = VT . AR. (2.15) 


口头 上 这 个 式 子 说 ,两 邻近 点 之 冯 的 温度 差 等 于 T 的 梯度 与 两 点 间 位 移 矢 量 的 点 积 . 式 
(2.15) 的 形式 也 清楚 地 说 明了 上 面 我 们 关于 VT 确 是 一 个 矢量 的 证 明 . 

也 许 你 还 未 相信 吧 ! 让 我 们 用 另 一 种 办 法 来 证 明 它 (不 过 ,如 果 你 仔细 加 以 考察 , 你 可 
能 会 看 到 这 实际 上 是 兜 一 个 更 大 圈子 的 同一 种 证 法 ). 我 们 将 证 明 ,VT 的 分 量 会 按照 与 R 
的 分 量 完全 相同 的 方式 变换 . 如 果 它 们 的 确 是 这 样 , 则 按照 第 1 卷 第 11 章 里 我 们 关于 矢量 
的 原来 定义 ,VT 就 是 一 矢量 . 试 取 一 个 新 坐标 系 xz'，y ，z' ,并 用 这 一 新 系统 算出 3TVaz'， 
9T/9y 和 3TVax'. 为 了 使 事情 稍微 简单 些 ,我 们 令 = = z”, 以 便 可 以 忘记 z 坐标 . 你 尽 可 以 


* 在 我 们 的 符号 中 ,表示 式 (a, 5, c) 代表 一 个 具有 分 量 a, 5 和 c 的 矢量 . 如 果 你 喜欢 用 单位 矢量 站 j 
和 的话, 那么 可 以 写成 : 
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自己 检验 更 普 过 的 情 识 . 


我 们 取 一 个 相对 于 zy 系 转 过 角度 0 的 天 >y 系 ， 
如 图 2-6(a) 所 示 . 对 于 点 (z,，?y) ,在 加 撤 条 统 中 其 坐 
标 为 ; 


Xx 一 xcos0 十 ysinbi; (2. 16) 

y 一 一 zsin0 二 ycos0. (2.17》 
或 者 , 解 出 x 和», 则 得 ;: 

T=7x cos0—y sind; (2. 18) 

y= Xx sin0+ y cosb. (2. 19) 


如 果 任 何 一 对 数字 在 用 这 些 方程 进行 变换 时 ,其 方 
式 与 x 和 y 的 变换 方式 一 样 ,那么 它们 便 是 一 个 和 
二 的 分 最. 

现在 让 我 们 来 看 看 如 图 2-6(b) 所 选取 的 两 个 邻 
近 点 P; 和 P; 的 温度 差 . 若 我 们 用 x 和 yy 坐标 来 计 
算 , 则 可 以 写成 


图 2-6 (a) 变 换 到 一 个 已 转动 了 的 坐标 AT = az, (2. 20) 
系 上 去 ;(b) 问 下 AR 与 x 轴 平 行 的 一 个 
特殊 情况 因为 Ay 等 于 零 . 
在 那个 加 撒 的 系统 上 进行 计算 ,会 得 出 个 什么 
呢 ? 我 们 应 写成 


AT= 一 Ar' 十 一 Ay/. (2.21) 
工 y 


9 a 
看 一 看 图 2-6(b) , 即 可 知道 
Ar 一 Azcospb (2. 22) 
和 Ay = 一 Ar sin 0， (2. 23) 
因为 Az 为 正 时 Ay 为 负 . 把 这 些 代 入 式 (2. 21) ,得 : 
AT 一 cad Lar sin 0 (2.24) 
3r 9y 
aT a ， 
= (G7 on sin0)az. (2. 25) 
比较 式 (2. 25) 和 (2. 20) ,我 们 看 到 
挫 = 范 0- 节 sinb, (2. 26) 


这 个 式 说 明 :3T/9z 可 从 3T/3x' 和 93T/3y 获得 ,正如 同 式 (2.18) 中 的 + 可 以 从 z' 和 y 
获得 那样 . 因此 ?3T/3x 就 是 一 个 矢量 的 zx 分 量 . 回 样 的 论据 也 可 以 证 明 ,aTvay 和 
3TZaz 分 别 为 一 个 矢 攻 的 > 和 = 分 量 . 所 以 VT 肯 定 是 一 个 矢量 , 它 是 从 标量 场 开 导出 
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的 一 个 矢量 场 ， 
$2-4 算 符 了 
现在 我 们 就 能 够 做 一 件 非常 有 趣 而 巧妙 的 事情 一 一 并 且 是 使 数学 绚丽 多 彩 的 一 些 事物 
的 标志 . 前 面 对 T 的 梯度 或 YT 是 一 个 矢量 的 论证 ,与 我 们 究竟 对 哪 一 个 标量 场 进行 微分 无 
关 . 假若 工 被 任 一 标量 场 代替 ,所 有 论证 可 以 同样 进行 . 既然 不 管 我 们 对 什么 求 导 , 那 些 变 
换 公 式 都 相同 ,那么 就 可 以 略 去 工 而 由 一 个 算 符 方程 


9 9 
= sin 0 (2.27) 


S| 


来 代替 式 (2. 26) ,正如 金 斯 (Jeans) 曾 经 说 过 的 那样 ,我 们 让 算 符 “ 忙 于 对 某 事物 求 导 ”. 
由 于 这 些微 分 算 符 本 身 就 已 如 同一 个 矢量 的 分 量 那样 进行 变换 ,所 以 我 们 可 以 称 它们 
为 一 个 矢量 算 符 的 分 量 , 即 可 以 写成 : 


9 9 日 
?= (|) (2. 28) 
一 9 过 = 日 
了 二 et 站 二 二 (2. 29) 


我 们 已 经 把 了 去 掉 而 使 梯度 抽象 化 了 一 一 这 是 一 个 绝妙 的 想法 . 
当然 ,你 必须 始终 记 住 Y 是 个 算 符 . 它 单独 没有 什么 意义 . 如 果 V 本 身 没 有 什么 意义 , 那 
么 要 是 乘 以 一 标量 一 一 比如 T 一 一 那 乘 积 TV 又 会 有 什么 意义 呢 ( 我 们 总 可 以 用 一 标量 乘 
-矢量 )? 它 仍然 不 具有 什么 意义 , 它 的 工分 量 是 


9 
Tz (2. 30) 


它 不 是 一 个 数 , 而 仍然 是 某 种 算 符 . 然而 ,按照 矢量 代数 ,我 们 仍 可 以 把 TV 称 为 一 个 矢量 . 
现在 让 我 们 在 V 的 另 一 边 乘 上 一 标量 ,使 之 形成 乘积 (VT). 在 普通 代数 中 


TA = AT, (2. 31) 


但 我 们 得 记 住 , 算 符 代数 稍 有 别 于 普通 的 矢量 代数 . 用 算 符 时 ,必须 时 刻 保持 正确 顺序 ,以 便 使 
运算 构成 适当 的 意义 . 如 果 你 真正 记 住 了 算 符 Y 遵 循 与 微 商 符号 相同 的 惯例 , 那 你 就 不 会 有 任 
何 困难 . 凡 要 求 导 的 东西 一 定 要 放 在 V 的 右边 . 这 里 ,先后 次 序 是 重要 的 . 

记 牢 了 这 个 次 序 问 题 ,我 们 就 懂得 TV 是 一 个 算 符 ,但 VT 却 不 再 是 一 个 饥饿 的 算 符 ， 
该 算 符 已 完全 被 满足 了 . 并 且 它 确实 是 一 个 有 意义 的 物理 矢量 ,代表 T 的 空间 变化 率 . VT 
的 x 分 量 就 是 了 在 z 方向 上 变化 得 多 快 . 矢量 VT 的 方向 是 什么 ? 我 们 知道 ,T 在 任 一 方向 
上 的 变化 率 等 于 VT 在 该 方向 的 分 量 ,参见 式 (2. 15) ,由 此 可 以 推 知 ,VT 的 方向 是 它 最 大 而 
可 能 存在 的 分 量 的 方向 一 一 换 句 话说 ,是 了 变化 得 最 快 的 方向 . T 的 梯度 具有 (在 下 处 ) 最 
急剧 上 升 的 斜率 的 方向 . 
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$2-5 的 运算 
矢量 算 符 V ,能 否 用 作 其 他 方面 的 代数 运算 ? 让 我 们 尝试 把 它 同 一 个 矢量 组 合 起 来 . 可 
以 通过 点 积 来 组 合 两 个 矢量 ,这 可 构成 这 样 两 种 点 积 ; 
(矢量 ) . V; 或 V. (矢量 ). 


第 一 种 还 没有 什么 意义 ,因为 它 仍 然 是 一 个 算 符 . 最 终 的 含意 取决 于 它 所 运算 的 对 象 如 何 . 
第 二 种 乘积 则 是 某 个 标量 场 (4' B 总 是 一 个 标量 ). 
让 我 们 就 用 一 个 已 知 的 矢量 场 .比如 及 ,来 试 试 它 与 V 的 点 积 吧 . 把 它 写成 分 量 为 : 


V -hh= Vih: Vyh, + Veh, (2. 32) 


(2. 33) 
这 个 和 式 在 坐标 变换 之 下 是 不 变 的 . 假如 我 们 选择 一 个 不 同 的 坐标 系 (通过 加 撒 来 表明 ), 则 
我 们 会 有 * 
_ hr , ahy ,ahs 
dz dy gd ’ 
上 式 与 式 (2. 33) 尽 管 看 起 来 不 同 ,但 所 得 的 值 相同 . 这 就 是 说 ,对 于 在 空间 每 一 点 ， 
V'.h=V.h. (2.35) 
因此 ,V .hh 是 一 个 标量 场 , 它 必定 代表 某 个 物理 量 . 你 会 认识 到 ,在 V .下 中 ,各 微 商 的 
组 合 方式 相当 特殊 . 此 外 ,还 有 许多 像 3k,/39x 的 其 他 各 种 组 合 ,它们 既 不 是 标量 ,也 不 
是 矢量 的 分 量 . 
标量 W. (矢量 ) 在 物理 学 中 非常 有 用 . 它 的 名 称 叫做 散 度 . 例如 ， 
V.h 二 divh 二“h 的 散 度 ”. (2. 36) 


就 像 在 上 面 对 V T 所 做 的 那样 ,也 可 以 赋予 V .hh 一 个 物理 意义 . 然而 ,我 们 将 把 这 项 工作 推 
迟到 以 后 . 
首先 ,我 们 希望 看 看 ,由 矢量 算 符 V 是 否 还 能 设计 些 别 的 什么 . 我们 必然 指望 


VXh = 一 个 矢量 ， (2. 37) 
它 是 一 个 矢量 ,其 分 量 可 按照 有 关 又 积 的 通常 规则 [参见 式 (2.2)] 写 出 : 


(2. 34) 


94, ah, 


(VXh), YA Vhs = Be 


(2. 38) 


* 我 们 把 请 设想 成 一 个 取决 于 空间 位 置 的 物理 量 , 而 不 是 把 它 设 想 成 一 个 严格 的 含有 三 个 变量 
的 数学 函数 . 当 h 对 于 xz，y, z 或 对 于 zx", y ,xz 求 微 商 时 ,h 的 数学 表达 式 就 必须 先 表 示 为 合适 的 变 
出 的 函数 . 
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同 理 ， 
ah. oh 
= Yh =, = hy .39 
(VXh), = Vyh., — V:h, ee (2. 39) 
9 
(VXh), = Vhs — Vih, = Ee -> 二 (2. 40) 


组 合 VXh 称 为 “h 的 旋 度 ”, 其 命名 原因 及 物理 意义 都 将 在 以 后 讨论 . 综 上 所 述 , 同 V 的 组 合 
有 三 种 : 

VT= grad T= 矢量 ; 

VyV:.h= divh 一 标量 ; 

VXh== curlh == 矢量 . 


利用 这 些 组 合 ,我 们 可 以 用 一 种 常规 的 方法 一 一 一 种 并 不 依赖 于 任何 特定 坐标 系 的 普遍 方 
法 一 一 来 写 出 关于 场 的 空间 变化 . 

作为 对 矢量 微分 算 符 V 应 用 的 一 个 例子 ,我 们 写 出 一 组 矢量 方程 ,它们 包含 着 我 们 在 第 
1 章 中 口头 上 给 出 的 相同 的 电磁 学 定律 ,它们 被 称 为 麦克 斯 韦 方程 组 . 


麦克 斯 韦 方程 组 : 
(D VB = 
~_98B. 
(2) VP at? (2.41) 
(3)V.B=0; 


(4) VXB= 区 十 芯 . 
t 《0 


式 中 ,o 为 "电荷 密度 ”, 即 单位 体积 的 电量 ;7 为 “电流 密度 ”, 即 每 秒 通过 单位 面积 的 电荷 流 . 
这 四 个 方程 式 包含 了 电磁 场 完整 的 经 典 理论 . 你 们 看 到 ,采用 这 种 新 符号 ,我 们 可 能 得 到 多 
么 优美 而 又 简洁 的 形式 ! 
$ 2-6 ”热流 的 微分 方程 

让 我 们 举 出 用 矢量 符号 描写 物理 定律 的 另 一 个 例子 . 这 一 定律 虽 不 十 分 精确 ,但 对 于 金 
属 和 若干 种 导热 的 其 他 物质 来 说 还 是 很 准确 的 . 你 知道 ,如 果 取 一 厚 片 材料 ,将 其 一 面 加 热 
将 与 板 的 面积 成 正比 ,也 与 温差 成 正比 ,而 与 板 的 厚度 d 成 反比 (对 于 给 定 的 温差 , 板 越 薄 
热流 就 越 大 ). 令 J 为 单位 时 间 通 过 那 块 板 的 热能 ,我们 可 以 写成 


J =«(T, 一 T') 全， (2. 42) 


比例 常数 < 称 为 热 导 率 . 


bo 
h 
面积 A4 
等 温 面 
T+A7 T 


图 2-7 (a) 通 过 一 块 板 的 

热流 ;(b) 在 一 大 块 材料 中 

平行 于 等 温 面 的 一 个 无 
限 小 薄片 
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在 一 较 复杂 的 情况 中 将 会 发 生 什 么 呢 ? 比方 说 ,在 一 块 奇 形 
翌 状 的 材料 中 ,温度 以 独特 的 方式 变化 . 假设 我 们 注意 这 块 材料 
中 的 一 小 部 分 ,并 设想 有 一 块 在 微小 尺度 上 像 图 2-7(a) 那 样 的 
注 片 . 把 这 薄片 旋转 至 与 等 温 面 平行 的 方向 , 像 在 图 2-7(b) 中 的 
情形 ,使 得 式 (2. 42) 对 于 这 一 小 片 是 正确 的 . 

若 这 一 落 片 的 面积 为 AA, 则 每 单位 时 间 所 流 过 的 热量 为 


AJ = kAT A4, (2. 43) 
As 


式 中 As 是 该 薄片 的 厚度 . 我 们 已 在 前 面 把 AJ/AA 定义 为 h 
的 大 小 ,其 方向 则 为 热流 方向 . 热流 将 从 Ti 十 AT 流向 Ti, 所 
以 热流 就 应 当 垂直 于 如 图 2-7(b) 所 画 出 的 那些 等 温 面 . 并 
且 ,AT/As 恰好 就 是 工 对 位 置 的 变化 率 . 又 由 于 位 置 变化 垂 
直 于 等 温 面 ,所 以 这 个 AT/As 便 是 最 大 变化 率 . 因此 , 它 恰好 
就 是 VT 的 大 小 . 现在 既然 VT 与 h 反 向 ,所 以 可 将 式 (2. 43) 
写成 一 个 矢量 方程 : 


h =—x«xVT, (2. 44) 


负 号 是 必需 的 ,因为 热量 流向 温度 “下 降 " 方 向. 式 (2. 44) 是 大 块 
材料 中 热传导 的 微分 方程 . 你 看 到 ,这 是 一 个 真正 的 矢量 方程 . 如 
果 “ 仅 仅 是 一 个 数 , 上 式 两 边 都 是 矢量 . 这 是 由 矩形 板 的 特殊 关 
系 [ 式 (2. 42)] 推 广 至 一 任意 情况 的 普遍 化 过 程 .我 们 以 后 还 应 该 
学 习 把 所 有 像 式 (2. 42) 那 样 的 基本 物理 关系 用 更 为 高 级 的 矢量 
符号 写 出 来 . 这 种 符号 之 所 以 有 用 ,不 仅 是 由 于 它 会 使 方程 看 起 
来 比较 简单 ,而 且 它 也 无 需 参 考 任何 自主 选取 的 坐标 系 而 最 清楚 
地 表明 方程 的 物理 内 容 . 


$ 2-7 矢量 场 的 二 阶 微 商 


今 我 们 只 有 一 阶 微 商 . 为 什么 就 没有 二 阶 微 商 呢 ? 我 们 可 以 有 下 列 几 种 组 合 ; 


(a) Vv. (VT); 

(b) Vx (VT); 

(c) V(V . h); (2.45) 
(d)V. (VXh); 

(e)Vx (VxXh). 


你 可 以 核实 一 下 ,这 些 全 是 可 能 的 组 合 . 
让 我 们 首先 看 一 看 第 二 式 (b). 与 它 相 同 的 形式 为 
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Ax(AT) = (A XA)T=0, 

因为 4X4 恒 为 零 .因此 ,我 们 就 有 : 

curl(grad T)= YXx (YT)=0. (2. 46) 
如 果 用 分 量 来 计算 一 遍 , 便 可 以 看 出 这 个 式 是 怎样 产生 的 : 

[Vx(VT)]. =VgTD -vtyT 一 交 ( 区 ) 广 邯 ( 云 )， (2.47) 
上 式 等 于 零 [根据 式 (2.8)]. 对 于 其 他 分 量 也 是 如 此 . 因此 ,对 任何 一 种 温度 分 布 (实际 上 ,对 

于 任何 标 最 函数 ), YX (VYT) = 0. 
现在 让 我 们 举 出 另 一 个 例子 ,看 看 能 否 找到 别 的 等 于 零 的 等 式 . 一 个 矢量 与 一 个 其 中 含 


有 该 矢量 的 矢 积 的 点 积 为 零 , 即 
4. (4XB) 一 0， (2. 48) 


因为 A4XB 垂直 于 4, 所 以 在 4 方向 上 就 没有 AXB 的 分 量 . 与 此 相同 的 一 种 组 合 出 现在 式 
(2.45) 的 (d) 中 ,因而 我 们 有 : 


V.:(VXh)= div(curlh) = 0. (2. 49) 


此 外 ,用 分 量 进行 运算 来 证 明 上 式 为 零 并 不 困难 . 

现在 我 们 将 不 加 证 明 地 陈述 两 个 数学 定理 . 它们 是 物理 学 家 已 经 知道 的 十 分 有 趣 而 又 
有 用 的 定理 . 

在 一 个 物理 问题 中 ,我 们 经 常 发 现 某 一 个 量 一 一 比如 矢量 场 4 一 一 的 旋 度 为 零 . 如 我 
们 已 由 式 (2. 46) 看 到 ,一 个 梯度 的 旋 度 为 零 ,这 是 很 容易 记 住 的 ,因为 这 种 情形 是 矢量 造 
成 的 .于 是 ,有 可 能 肯定 4 是 某 一 个 量 的 梯度 ,这 样 它 的 旋 度 才 必然 等 于 零 . 这 个 有 趣 的 
定理 说 明 ,如果 curl 4 等 于 零 , 则 4 总 是 某 种 东西 的 梯度 一 一 存在 茶 一 标量 场 y 使 得 4 等 
于 grad y. 换 句 话说 ,我 们 有 

定理 : 

如 果 VxA=0， 


就 有 一 个 yy 
使 得 A=Vy. (2. 50) 


若 A 的 散 度 为 零 , 则 有 一 个 相似 的 定理 .我 们 已 从 式 (2. 49) 看 到 , 某 个 矢量 旋 度 的 散 度 
总 是 零 . 如 果 你 遇 到 div D 为 零 的 一 个 矢量 场 D, 那 你 就 可 以 得 出 结论 ,D 是 某 个 矢量 场 C 
的 旋 度 . 
定理 : 
如 果 V:D= 0， 
就 有 一 个 C 
使 得 也 =VXC. (2.51) 
在 考察 两 个 V 算 符 的 可 能 组 合 中 ,我 们 已 经 找 出 其 中 有 两 种 组 合 总 是 等 于 零 . 现在 来 看 
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看 那些 不 等 于 零 的 组 合 . 取出 表 上 所 列 的 第 一 个 组 合 Y . (VT). 我 们 把 它 写成 分 量 式 : 
(VzT， VT， V:T). 


于 是 
aT 


V.: (VT)= VY:(V:T)+V(V;T)+V:(V:T) = By 


人 T 
元 (2. 52) 


aT 
区 二 Ey 


FT 
上 式 一 般 应 给 出 某 个 数 , 它 是 一 个 标量 场 . 
你 看 到 ,上 式 无 需 保留 那个 括号 ,因而 在 不 会 引起 混乱 的 情况 下 它 可 以 写成 : 
V:.(VT)=V:.:VT= (VY.VT= VT. (2.53) 
这 里 我 们 把 Y 看 成 一 个 新 的 算 符 . 这 是 一 个 标量 算 符 . 由 于 它 经 常 出 现在 物理 学 中 ,因而 已 
被 赋予 一 个 专用 名 称 , 即 拉 普 拉 斯 算 符 . 


拉 普 拉 斯 算 符 = V* = 2 + 2 2 + 六 (2.54) 


由 于 拉 普 拉 斯 算 符 是 一 个 标量 算 符 ,就 可 以 用 它 来 对 一 失 量 进行 运算 一 这 意味 着 对 
在 直角 坐标 系 的 每 一 个 分 量 进行 同一 种 运算 : 
Vih= (Vih,, Vih,, Vih,). 
让 我 们 再 来 看 男 一 个 可 能 性 : VY x (V XxX h), 那 是 表 (2.45) 中 的 (e). 现在 如 果 我 们 应 用 


矢量 等 式 (2. 6): 
AX(BxC)=B(A.:cC)—C(A .3B), (2.55) 


便 可 以 把 一 个 旋 度 的 旋 度 写成 不 同 的 形式 . 为 了 使 用 这 一 公式 ,我 们 应 当 用 算 符 来 代替 其 
中 的 A 和 ,并 令 C = h. 这 样 就 得 到 : 

VX(VXh) = V(V .hk)—h(V. V).…7?? 
但 请 等 一 等 ! 有 点 不 对 了 . 前 两 项 不 错 , 那 都 是 矢量 ( 算 符 被 满足 了 ) ,可 是 末 项 就 不 知 会 产 


生出 什么 东西 来 . 它 仍然 是 一 个 算 符 . 麻烦 在 于 我 们 曾经 不 够 小 心 ,以 致 不 能 保持 各 项 的 前 
后 次 序 . 然而 , 若 你 再 看 一 看 式 (2. 55) ,就 会 见 到 我 们 同样 可 以 把 它 写成 : 


AX(BXC) = B(A4.:C)—(A.B)C. (2. 56) 
这 几 项 的 次 序 看 来 要 好 些 . 现在 在 式 (2. 56) 中 做 代 换 , 便 得 : 
VX (VXh) = V(V .hh)—(V. V)h. (2.57) 


这 个 形式 看 来 不 错 . 事实 上 , 它 是 正确 的 ,例如 你 可 以 通过 计算 分 量 给 以 证 明 . 未 项 就 是 拉 普 
拉 斯 算 符 ,因而 我 们 同样 可 以 写成 ， 


VX (VXh) = V(V .hh)—vVh. (2. 58) 


除了 (c)V(V ' ja) 以 外 ,我 们 对 于 表 中 的 双 V 的 组 合 全 都 谈 过 一 些 了 . 它 可 能 是 一 个 矢 
量 场 ,但 却 没有 什么 特殊 情况 可 说 的 . 那 不 过 是 偶尔 会 出 现 的 一 种 矢量 场 罢 了 . 
把 我 们 的 结论 列 成 一 表 将 很 方便 : 
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(a)V. (VT) =VT= 标量 场 ; 
(b)Yx (VT)=0; 
(c) V(V .hk) = 矢量 场 ; 
(d)V. (VXh) = 0; (2. 59) 
(e)VX(VXh) = V(V :hk)—Vh; 
(f) (V .VV)h 一 V = 矢量 场 . 
你 可 能 会 注意 到 ,我 们 从 未 试图 发 明 一 个 新 的 矢量 算 符 (VXV). 你 看 这 是 为 什么 ? 


$2-8 陷 阱 


我 们 正在 把 关于 一 般 矢 量 代 数 的 知识 应 用 到 算 符 V 的 代数 上 来 ,可 是 必须 当心 ,因为 有 
可 能 误 入 歧途 . 存在 两 个 即将 提 到 的 陷阱 ,虽然 它们 并 不 会 出 现 于 本 课程 中 . 对 于 含有 两 个 
标量 函数 y 和 #$ 的 下 列表 示 式 : 
(Vy) x (V$), 


你 该 说 些 什么 呢 ? 你 也 许 会 说 ; 它 必然 等 于 零 , 因 为 它 恰巧 像 
(4a) xX (她 )， 


而 两 个 相间 矢量 的 又 积 始 终 是 零 . 但 是 在 这 个 例子 中 两 个 算 符 V 却 不 相同 ! 前 一 个 算 符 
作用 于 函数 多 上 ;而 另 一 个 则 作用 于 一 个 不 同 的 函数 上 上 . 所 以 尽管 所 用 的 是 同一 个 符号 
V ,但 它们 仍 应 被 认为 是 不 同 的 算 符 . 很 明显 ,Vy 的 方向 取决 于 函数 y, 因 而 它 不 大 可 能 
平行 于 V#. 因此 ， 

(Vy) X(V$) 关 0 (一 般 地 ). 


幸而 ,我 们 今后 无 需 用 到 这 些 表 示 式 (刚才 所 说 的 不 会 改变 这 么 一 个 事实 , 即 对 于 任 一 标量 
场 y, VXVy 二 0, 因为 这 里 两 个 V 是 对 同一 函数 的 作用 ). 

二 号 陷阱 (在 这 门 课程 中 我 们 没有 必要 去 研究 它 ) 如 下 : 当 应 用 直角 坐标 系 时 这 里 提 
出 的 法 则 既 简单 而 又 美妙 . 比方 ,车 有 了 Vih, 而 希望 获得 它 的 zx 分 量 , 那 便 是 


a 了 2 D2 
(Vih), = (pty ti) 三 WV.. (2.60) 


但 如 果 我 们 所 要 求 的 是 V 的 径 向 分 量 , 则 这 同一 个 表 式 就 不 行 了 . V*h 的 径 向 分 量 并 不 
等 于 Vih,. 原因 是 ,如 果 我 们 同 矢量 代 数 打 交道 ,矢量 的 方向 就 都 是 十 分 确定 的 . 但 当 我 们 
与 矢量 场 打交道 时 ,它们 的 方向 则 处 处 不 同 . 如 果 我 们 试图 用 (比如 说 ) 极 坐标 来 描述 一 
个 矢量 场 , 则 称 为 “ 径 向 "的 那个 方向 便 会 逐 点 不 同 . 因此 , 当 我 们 开始 对 它 的 分 量 进行 微 
分 时 ,就 会 陷入 一 大 堆 麻烦 之 中 . 例如 ,甚至 对 一 恒定 不 变 的 矢量 场 , 它 的 径 向 分 量 仍然 
逐 点 变化 . 

坚持 只 用 直角 坐标 系 往往 是 最 保险 和 最 简单 的 做 法 ,而 且 避 免 了 麻烦 ,但 有 一 个 例外 值 
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-得 一 提 : 由 于 拉 普 拉 斯 算 符 Y 是 一 个 标量 ,所 以 我 们 就 可 能 在 我 们 想 要 的 任意 坐标 系 (例如 
在 极 坐 标 系 ) 中 把 它 写 出 来 ;但 由 于 它 是 一 个 微分 算 符 , 所 以 只 可 以 把 它 用 到 其 分 量 各 保持 
在 固定 方向 上 一 一 即 在 直角 坐标 上 一 一 的 那些 矢量 . 因此 , 当 我 们 用 分 量 来 写 出 矢量 微分 方 
程 时 ,就 必须 把 矢量 场 全 部 用 它们 的 x，>，z 分 量 来 表达 . 


第 3 章 矢量 积分 运算 


$ 3-1 矢量 积分 ;vy 的 线 积分 


在 第 2 章 中 ,我 们 已 找到 对 场 进行 微 商 的 各 种 方法 ,结果 有 的 得 出 矢量 场 ,有 的 得 出 标 
量 场 . 虽然 我 们 曾 导出 许多 不 同 公式 ,但 从 第 2 章 所 得 的 一 切中 可 以 归纳 成 一 个 法 则 : 算 符 
9/9x, 9/9y 和 9/3z 就 是 一 个 矢量 算 符 V 的 三 个 分 量 . 现在 我 们 希望 对 场 的 微 商 的 意义 获得 
某 种 理解 ,然后 才 会 对 矢量 场 方程 的 含义 有 更 深 的 体会 . 

我 们 已 讨论 过 梯度 运算 (V 作 用 于 一 标量 上 ) 的 意义 ,现在 将 转 到 散 度 和 旋 度 运算 的 
意义 上 来 . 对 于 这 些 量 的 解释 最 好 用 某 些 矢量 积分 及 与 这 些 积分 有 关 的 方程 来 进行 . 可 
惜 这 些 方程 并 不 能 通过 某 种 简单 的 代入 法 从 矢量 代数 中 求 得 ,因而 只 得 将 其 当 作 新 的 东 
西 来 学 习 . 在 这 些 积分 公式 中 ,有 一 个 实际 上 是 不 重要 的 ,但 其 他 两 个 则 不 是 这 样 ,我 们 
将 导出 它们 并 解释 其 涵义 . 下 面 将 要 研究 的 方程 其 实 都 是 数学 定理 ,它们 不 但 对 于 解释 
散 度 与 旋 度 的 意义 及 其 内 容 将 会 有 用 ,而 且 对 做 一 般 的 物理 理论 工作 也 同样 有 用 . 这 些 
数学 定理 对 于 场 的 理论 的 作用 ,正如 能 量 守恒 定理 对 于 质点 力学 的 作用 一 样 . 像 这 类 普 
遍 定理 对 更 深刻 地 理解 物理 学 是 很 重要 的 . 然而 ,你 将 发 现 ,它们 对 于 求解 问题 一 一 除去 
那些 最 简单 情况 一 一 用 处 并 不 很 大 . 但 令 人 高 兴 的 是 ,在 我 们 这 一 课程 的 开头 ,就 有 许多 
简单 问题 可 用 我 们 即将 处 理 的 三 个 积分 公式 来 求解 . 可 是 ,我 们 也 将 看 到 , 当 问 题 变 得 较 
困难 时 ,就 不 能 再 用 这 些 简单 方法 了 . 

首先 着 手 处 理 涉 及 梯度 的 一 个 积分 公式 ,这 个 关系 式 含有 一 个 非常 简单 的 概念 . 既然 梯 
度 代表 一 个 场 量 的 变化 率 , 如 果 我 们 对 这 一 变化 率 进行 积分 , 则 可 能 获得 总 的 变化 . 假设 有 
标量 场 y(x, y, z) ,在 任意 两 点 (1) 和 (2) 处 ,函数 y 将 分 别 取 值 y(1) 和 y(2)[ 我 们 采用 一 种 
方便 的 符号 ,用 (2) 代 表 点 (zz ， yz， zz ) ,而 4%(2) 意 味 着 和 多 (zz， yz， zz ) 相 同 ]， 如 果 及 是 连 
接 (1) 和 (2) 两 点 间 的 任意 曲线 ,如 图 3-1 所 示 , 则 下 述 关 系 就 是 正确 的 . 


vy 


曲线 厂 


(1) 


图 3-1 式 (3.1) 中 的 各 项 . 矢量 Vy 是 在 
线 元 ds 处 计算 出 来 的 图 3-2 线 积 分 是 和 的 极限 


2 AS， 
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W2) 一 MI) = | (wp .ds (3.1) 
这 个 积分 是 一 线 积分 , 它 是 对 矢量 W 和 另 一 个 代表 沿 曲线 下 的 无 限 小 线 元 的 矢量 ds[ 从 点 
(1) 指 向 点 (2)] 点 积 的 积分 ,积分 沿 着 由 点 (1) 至 点 (2) 的 曲线 卫 进 行 . 
首先 ,我 们 应 该 复习 一 下 线 积分 的 含义 是 什么 . 试 考虑 一 个 标量 函数 F(z，y，z) 和 一 
条 连结 (1) 和 (2) 两 点 间 的 曲线 下. 在 曲线 上 划分 出 许多 点 ,再 用 直线 段 连接 这 些 点 ,如 图 3-2 
所 示 . 每 段 具有 长 度 As ,其 中 i 是 依次 取 1, 2，3, … 等 值 的 下 脚 标 . 所 谓 线 积分 


是 指 这 么 一 个 和 的 极限 : 
2 Asi， 
其 中 f; 是 在 第 i 段 上 的 函数 值 . 极限 值 就 是 当 所 分 的 段 数 越 来 越 增加 时 (说 得 明显 些 ,就 是 
使 最 大 的 Asi 一 0) 这 个 和 所 趋 近 的 数值 . 
在 上 述 定 理 中 的 积分 , 即 式 (3.1) ,也 是 指 同样 的 事 ,虽然 看 起 来 稍 有 不 同 . 我 们 不 用 f， 
而 用 另 一 个 标量 一 一 W 在 As 方向 上 的 分 量 . 如 果 我 们 把 这 一 分 量 写 成 (W),, 则 很 清楚 ， 
(W)As = (W) As. (3. 2) 
式 (3.1) 中 的 积分 就 意味 着 对 这 种 项 求 和 . 
现在 让 我 们 看 看 为 什么 式 (3.1) 是 正确 的 .在 第 1 章 中 ,我 们 曾 证 明 ,W 沿 一 小 位 移 AR 
的 分 量 乃 是 y 在 AR 方向 上 的 变化 率 . 考虑 图 3-2 中 由 点 (1) 至 点 (a) 间 的 线段 As. 按照 我 们 
的 定义 ， 
A = yl(a) —y(1) = (W)i: as. (3.3) 
同样 ,我 们 有 
$b) — yla) = (Vy), As: (3.4) 


当然 ,上 式 中 的 (W)! 是 指 在 线段 As, 处 计算 出 来 的 梯度 ,而 (W)*, 则 是 在 As, 上 计算 出 来 
的 梯度 . 如 果 我 们 把 式 (3. 3) 和 (3.4) 相 加 , 便 得 : 


VCO) —y(1) = (W)， "As 十 (W): * As,. (3.5) 
你 可 以 看 到 , 若 继 续 加 进 这 样 的 项 ,就 能 获得 结果 : 
(2) — (1) = > (W) as. (3.6) 


左边 并 不 与 我 们 所 选取 的 间隔 有 关 一 一 如 果 (1) 和 (2) 两 点 始终 保持 固定 不 变 的 话 一 一 所 以 
我 们 可 以 取 右 边 的 极限 . 这 样 ,我 们 就 已 经 证 明了 式 (3. 1). 

你 可 从 上 述 的 证 明 中 看 到 ,正如 该 等 式 并 不 依赖 于 点 a, 8, c … 如 何 选取 ,同样 它 也 不 
依赖 于 我 们 所 选取 的 用 以 连接 (1) 和 (2) 间 的 曲线 .对 于 由 点 (1) 至 点 (2) 间 的 任何 曲线 ,我 
们 的 定理 都 是 正确 的 . 
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关于 符号 的 一 点 说 明 :你 将 会 看 到 ,如 果 为 了 方便 而 将 上 式 写 成 


(W) .ds 一 允 .ds， (3.7) 
将 不 致 引起 混乱 . 利用 这 一 符号 ,上 述 定理 为 
定理 1: 
y(2)—y(1) = | WW. ds. (3.8) 
如 二 和 


§ 3-2 矢量 场 的 通 量 


在 讨论 下 一 个 积分 定理 一 一 关于 散 度 方 面 的 定理 一 之 前 ,我 们 想 学 习 一 下 物理 意义 
较 明 显 的 关于 热流 的 某 种 概念 . 我 们 曾 定义 过 矢量 h, 它 代表 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 热 
量 . 假设 在 一 块 材料 内 部 ,有 一 个 包围 着 体积 V 的 某 闭 合 曲面 S( 图 3-3). 我 们 希望 求 出 从 
这 个 体积 里 流出 去 的 热量 有 多 少 . 当然 ,我 们 可 以 通 
过 计算 流出 表面 S 的 总 热量 来 求 得 它 . 

我 们 用 da 记 为 一 个 面积 元 的 面积 ,这 符号 代 
表 一 个 二 维 微分 ,例如 , 若 该 面积 碰巧 处 在 xy 面 
上 , 则 应 有 

da = dzxdy. 


由 于 以 后 还 将 对 体积 进行 积分 ,所 以 ,为 方便 起 见 ， 


考虑 一 个 小 立方 体 的 微分 体积 . 这 样 , 当 我 们 写 出 
dV 时 , 指 的 就 是 


图 3-3 闭合 面 S 规定 了 体积 V. 单 位 矢 
dV = dzdydz. 量 是 面积 元 da 的 外 法 线 , 而 h 则 是 该 
有 些 人 不 喜欢 写成 da, 而 喜欢 写成 da 以 提醒 A 
人 们 注意 那 是 一 个 二 级 量 . 他 们 同样 不 想 用 dV 而 要 用 dsV. 我 们 则 将 采用 那 种 较 简单 的 符 
号 ,并 假定 你 确 能 记 住 面积 具有 二 维 ,而 体积 具有 三 维 . 
通过 面积 元 da 流出 的 热量 等 于 该 面积 乘 以 垂直 于 da 的 h 分 量 . 我们 已 把 定义 为 与 
表面 成 直角 而 指向 外 的 单位 矢量 (图 3-3). 希望 得 到 的 分量 为 ; 


Ah =h.n. (3.9) 
于 是 ,通过 da 流出 的 热量 为 
h. nda. (3. 10) 


为 了 得 到 通过 任意 表面 的 总 热量 ,我们 对 来 自 所 有 面积 元 的 贡献 求 和 . 换 句 话说 ,将 在 整个 
表面 对 式 (3. 10) 进 行 积分 : 


通过 S 向 外 流出 的 总 热量 =| .+ i (3.11) 


我 们 将 把 这 个 面积 分 称 为 “kh 通过 该 表面 的 通 量 ”. 通 量 这 个 词 的 原 有 意义 是 流量 ,因而 
面积 分 恰好 意味 着 h 通过 该 表面 的 流量 . 可 以 认为 :h 是 热量 流动 的 “ 流 密度 ”, 而 它 的 面积 
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分 则 是 指向 表面 外 的 总 热量 流 , 也 就 是 单位 时 间 流 出 的 热能 (每 秒 的 焦耳 数 ). 

我 们 希望 把 这 一 概念 推广 到 矢量 并 不 代表 任何 流动 的 东西 那 种 情况 . 例如 , 它 或 许 是 电 
场 . 如 果 我 们 乐意 的 话 ,肯定 也 能 对 电场 的 法 向 分 量 在 一 个 面 上 积分 . 尽管 这 并 不 是 什么 东 
西 的 流动 ,但 我 们 仍 称 之 为 “ 通 量 ”. 我 们 说 ， 


E 通过 曲面 S 的 通 量 一 | E .nda. (3. 12) 


这 就 把 “ 通 量 " 这 一 词 推 广 到 指 一 矢量 的 “法 向 分 量 的 面积 分 ”了 . 即使 所 考虑 的 表面 不 是 闭 
合 的 情况 ,我 们 也 将 使 用 同样 的 定义 ,就 像 这 里 讨论 闭合 面 那 样 . 

名 到 热流 的 特殊 情况 ,让 我 们 以 热量 守恒 的 情况 为 例 . 例如 ,设想 有 某 件 材料 初始 加 热 
以 后 就 不 再 有 热量 产生 或 吸收 . 于 是 ,如 有 净 热量 从 闭合 表面 流出 去 , 则 该 体积 内 热 的 含量 
就 一 定 会 减少 .所 以 ,在 这 种 情况 下 热量 应 该 守恒 ,我 们 说 : 


一 _dQ 
| nda = 一 98， (3.13) 


式 中 Q 是 表面 S 内 的 热量 . 从 S 面 出 来 的 热 通 量 等 于 S 面 内 总 热量 Q 对 于 时 间 变 化 率 的 负 
值 . 这 种 解释 是 可 行 的 ,因为 我 们 正在 谈论 热流 ,而 且 已 假定 热量 是 守恒 的 . 当然 ,假如 那 时 
热量 正在 产生 , 则 我 们 也 许 就 不 能 谈论 该 体积 内 的 总 热量 了 . 

现在 我 们 要 指出 一 个 关于 任意 矢量 的 通 量 的 有 意义 的 事实 . 如 果 愿 意 ,你 可 以 认为 这 矢 
量 是 热流 矢量 ,但 我 们 所 要 讲 的 内 容 对 任 一 矢量 场 C 都 将 是 正确 的 . 设想 有 一 包围 体积 V 
的 闭合 曲面 S , 现 用 如 图 3-4 所 示 的 某 种 “截面 "将 体积 分 成 两 部 分 ,我 们 就 有 两 个 闭合 曲面 
和 体积 . 体积 w 被 曲面 S, 包围 ,由 原来 表面 的 一 部 分 S。 和 截面 S 构成. 体积 V 被 曲面 
S: 包围 ,由 原来 表面 的 其 余部 分 S, 再 加 上 截面 5。 构成 . 现在 考虑 下 述 问题 :假设 要 计算 通 
过 曲面 S, 的 向 外 通 量 ,再 加 上 通过 曲面 S: 的 向 外 通 量 . 这 个 总 和 是 否 会 等 于 通过 开始 时 那 
个 完整 表面 的 通 量 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 通过 S, 和 S, 所 共有 的 Ss 面部 分 的 通 量 恰好 互相 抵 
消 . 关于 从 Vi 出 来 的 矢量 C 的 通 量 ,我 们 可 以 写成 


图 3-4 包围 在 S 面 内 的 体积 V 被 一 “截面 "S 分 成 两 半 . 现在 就 有 了 包围 在 
5 = 5, 十 Ss 面 内 的 体积 w, 和 包围 在 S; = S, 十 Ss 面 内 的 体积 V: 
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通过 S, 的 通 量 = | c . ndae 十 |，c .mda. (3.14) 
而 从 Vs 流出 的 通 量 , 则 是 : 
通过 5S。 的 通 量 = | C+ nda+|。 0. md (3. 15) 


注意 ! 在 这 两 个 积分 中 ,m 表示 Ss 属于 S,; 时 的 外 法 线 ,而 m 则 表示 Su 属于 S: 时 的 外 法 
线 ,分 别 如 图 3-4 所 示 . 显然 , m 三 一 m， 因 而 


I C .171 | C. nz2da. (3. 16) 
Su Su 


现在 若 把 式 (3. 14) 和 (3. 15) 相 加 , 则 通过 S, 和 S: 两 通 量 之 和 恰好 等 于 那 两 个 积分 之 和 ,而 
把 这 两 个 积分 合 在 一 起 ,就 给 出 通过 原来 的 曲面 S = S. 十 S, 的 通 量 . 

我 们 看 到 ,通过 整个 外 表面 S 的 通 量 , 总 可 以 认为 是 该 体积 分 成 两 部 分 后 所 得 到 的 通 
量 之 和 . 还 可 以 照样 再 分 割 下 去 一 一 例如 把 W, 再 分 成 两 块 ,你 会 看 到 同样 的 论证 仍然 适 
用 . 因此 ,不 管 将 原来 体积 按 何 种 方式 分 割 ,普遍 正确 的 结果 应 该 是 :由 原来 积分 表示 的 、 通 
过 外 表面 的 通 量 , 等 于 出 自 内 部 所 有 各 小 块 的 通 量 之 和 |. 


$ 3-3 ”来 自 小 立方 体 的 通 量 ;高 斯 定理 


现在 考虑 一 个 小 立方 体 " 的 特殊 情况 ,并 求 出 其 通 量 的 一 个 令 人 感 兴趣 的 公式 . 设想 各 
边 与 坐标 轴 平 行 而 构成 的 一 个 立方 体 ,如 图 3-5 所 示 , 假设 最 接近 于 原点 的 那个 角 点 的 坐标 
为 x,y, z. 令 Az 为 该 立方 体 在 z 方向 上 的 长 度 ， 
Ay 为 y 方向 的 长 度 ,而 Az 为 在 z 方向 的 长 度 . 希望 
求 出 矢量 场 C 通 过 该 立方 体 表面 的 通 量 ,这 将 由 算 
出 通过 小 立方 体 每 个 面 的 通 量 之 和 而 获得 . 首先 , 考 
虑 图 中 标明 为 1 的 面 . 在 这 个 面 上 ,向 外 的 通 量 等 于 C 
的 + 分 量 的 负 值 对 该 面 面 积 的 积分 . 这 个 通 量 为 


(x,y+Ay,2) 


[ca yd. 


由 于 我 们 考虑 的 是 一 个 小 立方 体 ,所 以 可 用 该 于 全 
面 中 心 我 们 称 之 为 点 (1) 的 C- 值 乘 以 该 面 图 3-5 来 自 一 小 立方 体 的 通 量 的 计算 
面积 AyAz 作为 这 一 积分 的 近似 : 


出 自 面 1 的 通 量 = 一 C.(1)AyAz. 
同 理 ,出 自 面 2 的 通 量 ,也 可 以 表达 为 ， 
出 自 面 2 的 通 量 = C-(2)AyAzx. 


* 下 面 的 推导 也 同样 适用 于 任何 一 个 直角 平行 六 面体 , 
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以 上 两 式 中 的 C.(1) 和 C.(2) ,一 般 说 来 ,是 有 点 差别 的 . 如 果 Az 足够 小 , 则 可 以 写成 ; 
C.(2) = C.D) + oA. 


当然 ,还 有 更 多 的 项 ,不 过 它们 将 包含 (Az)* 和 更 高 竺 次 的 项 ,因而 如 果 只 考虑 小 量 Az 的 
极限 情况 , 则 它们 都 可 以 被 忽略 . 所 以 ,通过 面 2 的 通 量 就 是 : 


出 自 面 2 的 通 量 = [C.(1) + SAz |AyAz. 
把 通过 面 1 和 面 2 的 通 量 相 加 ,得 ; 
出 自 面 1 和 2 的 通 量 一 2 AzAyAz. 


上 式 中 的 微 商 ,实在 应 在 面 1 的 中 心 处 、 即 在 点 [x, y 十 (Ay/2), z 十 (Az/2)] 处 计算 . 但 在 
一 个 有 限 小 的 立方 体 取 极限 的 情况 下 ,即使 在 角 点 (zx, y, z) 处 计算 ,所 造成 的 误差 也 是 可 
以 忽略 的 . 

依 此 类 推 ,对 其 他 每 一 对 面 ,我 们 也 会 得 到 : 


出 自 面 3 与 面 4 的 通 量 = FArAyAr; 
出 自 面 5 与 面 6 的 通 量 = 52AzrAyAz 


通过 所 有 面 的 总 通 量 是 这 些 项 之 和 . 我 们 得 出 : 
aC. 9C aC. 
| < .nda 一 ( 且 十 ay 十 3 )ArAyAz, 
而 式 中 微 商 之 和 恰好 就 是 Y，C. 并 且 , ArAyAx = AV, 即 该 立方 体 的 体积 . 所 以 对 于 一 个 
无 限 小 立方 体 ,可 以 讲 


C. nda 一 (VC)AV. (3. 17) 
表面 


这 就 证 明 ,一 无 限 小 立方 体 表面 向 外 的 通 量 等 于 该 矢量 的 散 度 乘 以 该 立方 体 的 体积 . 现在 我 
们 看 到 了 一 个 矢量 的 散 度 的 “意义 ”. 一 个 矢量 在 P 点 的 散 度 就 是 P 点 附近 单位 体积 的 通 
量 一 一 C 的 向 外 “流量 ”. 

我 们 已 把 C 的 散 度 与 每 个 无 限 小 体积 向 外 的 C 通 量 联 系 起 来 了 . 对 于 任何 有 限 体 积 来 
说 ,我 们 可 用 上 面 证 明 过 的 事实 一 一 来 自 一 体积 的 总 通 量 等 于 从 其 中 每 一 部 分 出 来 的 通 量 
之 和 . 这 就 是 说 ,我 们 可 遍及 整个 体积 对 散 度 进行 积分 . 它 向 我 们 提供 了 这 样 一 个 定理 :任何 
矢量 的 法 向 分 量 对 任何 闭合 曲面 的 积分 ,也 可 以 写成 该 矢量 的 散 度 对 该 曲面 所 包围 的 体积 
的 积分 . 这 个 定理 以 高 斯 命名 . 

高 斯 定理 : 


|c:nde=| V.cdv， (3.18) 


式 中 S 是 任 一 闭合 曲面 ,而 V 是 这 个 曲面 内 的 体积 . 
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§ 3-4 热传导 ;扩散 方程 


仅仅 为 了 熟悉 高 斯 定理 ,让 我 们 考虑 应 用 该 定理 的 一 个 例子 . 仍然 举 金属 中 的 热流 为 
例 ,假定 其 中 所 有 热量 都 已 预先 输入 \ 而 此 刻 正 在 冷却 的 那 种 简单 情况 . 这 里 没有 热源 ,所 以 
热量 是 守恒 的 . 那么 ,在 任意 时 刻 存 在 于 某 个 特定 体积 里 的 热量 到 底 有 多 少 呢 ? 它 所 减少 的 
量 必 须 恰 好 等 于 从 该 体积 表面 流出 的 量 . 如 果 我 们 的 体积 是 一 个 小 立方 体 , 则 根据 式 (3. 17) 
就 应 该 写成 : 


流出 的 热量 = | hnda =V.hAV. (3. 19) 


这 必然 要 等 于 小 立方 体内 部 热量 的 损失 率 . 设 9 为 单位 体积 内 的 热量 , 则 在 该 立方 体内 的 热 
量 为 gAV ,其 损失 率 则 为 : 


_d ~-_dg 
一 (9qAV) ev- (3. 20) 


比较 式 (3. 19) 和 (3. 20) ,我 们 见 到 : 


= . 
dt V-.h. (3.21) 


仔细 注意 这 个 方程 的 形式 , 它 是 物理 学 中 经 常 出 现 的 形式 , 即 表达 了 一 个 守恒 定律 一 
这 里 是 热量 守恒 . 我 们 曾经 在 式 (3. 13) 中 以 另 一 种 方式 表示 过 相同 的 物理 事实 . 这 里 是 守恒 
方程 的 微分 形式 ,而 式 (3. 13) 则 是 一 种 积分 形式 . 

我 们 通过 把 式 (3. 13) 应 用 于 一 无 限 小 立方 体 而 获得 了 式 (3. 21). 我 们 也 可 用 别 的 方法 
去 做 .对 于 一 个 以 S 面 为 边界 的 大 体积 V, 高 斯 定理 表达 为 ; 


| emda = [vnav. (3. 22) 


应 用 式 (3. 21) ,得 出 右边 的 积分 恰 是 一 dQ/di, 因 而 我 们 又 一 次 得 到 了 式 (3. 13). 

现在 让 我 们 考虑 一 个 不 同 的 情况 . 想象 在 一 大 块 材 料 中 有 一 个 很 小 的 洞 ,里 面 正在 进行 
某 种 产生 热量 的 化 学 反应 . 我 们 也 可 以 这 样 设想 ,用 导线 连接 一 个 小 小 的 电阻 器 ,然后 通电 
使 之 发 热 . 我 们 将 假设 热量 实际 上 是 在 一 点 上 产生 的 ,并 令 W 代表 在 该 点 每 秒 释 放出 来 的 
能 量 . 我 们 还 假定 在 体积 的 其 余部 分 热量 始终 守恒 ,而 且 该 热量 的 产 牛 也 已 持续 了 足够 长 的 
时 间 一 一 使 得 现在 任何 一 处 的 温度 都 不 再 发 生变 化 了 . 问题 是 :金属 里 各 处 的 热流 矢量 h 是 
什么 样子 ? 在 每 一 点 有 多 少 热量 流 过 ? 

我 们 知道 ,如 果 在 包围 着 该 热源 的 闭合 曲面 上 对 h 的 法 向 分 量 进行 积分 , 则 总 会 得 到 
W. 所 有 在 该 点 源 处 陆续 产生 的 所 有 热量 都 必定 通过 该 表面 流出 ,因为 我 们 已 假定 其 流动 是 
稳定 的 . 这 里 有 一 个 困难 问题 , 即 要 找 出 一 个 矢量 场 ,在 包围 源 的 任意 曲面 上 积分 时 该 矢量 
场 总 给 出 W. 然而 ,我 们 可 以 取 一 个 稍微 有 点 特殊 的 曲面 而 使 场 相当 容易 地 求 出 . 比如 取 一 
个 半径 为 R 而 其 中 心 在 源 处 的 球面 ,并 设想 热流 是 沿 着 径 向 的 (图 3-6). 直觉 告诉 我 们 ,如 
果 该 块 材料 足够 大 ,而 我 们 又 不 令 所 取 的 球面 大 接近 边缘 , 则 应 该 是 径 向 的 ,而 且 , 在 球面 
上 所 有 点 其 值 的 大 小 均 应 相同 . 你 看 ,我 们 正在 加 入 一 些 猜 测 工作 一 一 常 称 为 “物理 直 
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觉 " 一 一 于 数学 方面 来 说 ,是 为 了 获得 答案 . 

当 有 hh 沿 着 径 向 而 又 具有 球 对 称 性 时 ,h 的 法 向 
分 量 对 整个 球面 的 积分 将 会 十 分 简单 ,因为 法 向 分 
量 恰 好 就 是 h 的 大 小 而 且 是 不 变 的 . 因 积分 时 所 取 
的 面积 为 4xR? ,于 是 就 有 


| da = hs dn (3. 23) 


( 式 中 hh 是 hh 的 大 小 ). 这 积分 应 等 于 W, 即 为 源 处 热 
量 的 产生 率 . 因而 得 : 


图 3-6 在 临近 一 个 点 热源 的 区 域 中 , 热 i 
流 沿 径 向 朝 外 4xR 


或 
_ VW 
h 一 AnRier 站 (3， 24) 
式 中 e 照例 代表 沿 径 向 的 单位 矢量 . 我 们 的 结果 说 明 ,h 与 W 成 正比 而 与 离 源 的 距离 的 平 
方 成 反比 . | 
刚才 所 得 到 的 结果 , 仅 适用 于 点 热源 附近 的 热流 . 现在 让 我 们 尝试 寻求 那 种 仅 在 热量 守 
恒 的 条 件 下 ,对 最 普遍 的 热流 类 型 也 能 适用 的 方程 式 . 这 样 ,我 们 将 只 与 在 任何 热源 或 热 吸 


收 体 之 外 的 那些 地 方 所 发 生 的 情况 打交道 . 
关于 热传导 的 微分 方程 , 曾 在 第 2 章 中 推导 过 了 . 根据 式 (2. 44) 


h =—xVT. (3.25) 


应 记 住 这 一 关系 式 是 近似 的 ,不 过 对 于 某 些 像 金属 之 类 的 材料 该 近似 相当 好 . 当然 , 它 只 在 
材料 里 那些 没有 热量 产生 或 吸收 的 区 域内 才 适 用 . 我 们 已 在 上 面 导出 了 另 一 个 关系 , 即 式 
(3.21), 它 在 热量 守恒 情况 下 成 立 . 如 果 把 该 方程 与 式 (3. 25) 相 结合 , 则 可 得 : 


dg = 
-TV h=—V.(yT), 
若 « 是 一 常数 , 则 


=xV.VT=«VT. (3. 26) 


你 会 记得 ,9 是 单位 体积 内 的 热量 ,而 V.V = V 是 拉 普 拉 斯 算 符 


如 果 我 们 另外 做 一 个 的 假定 , 便 可 得 到 一 个 十 分 有 趣 的 方程 式 . 假定 材料 中 的 温度 与 单位 
体积 的 热 容 成 正比 一 一 即 该 材料 有 确定 的 比 热 . 当 这 一 假定 有 效 时 (往往 如 此 ) ,就 可 以 写成 : 


Ag = cvAT， 
或 
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dq dT 
dt ”dt 


热量 的 变化 率 正 比 于 温度 的 变化 率 . 这 里 的 比例 常数 c, 就 是 单位 体积 材料 的 比 热 . 应 用 式 
(3.27) 和 (3. 26) ,得 : 


(3.27) 


dT _ kw 
去 VvIi. (3. 28) 


我 们 已 求 得 ,每 一 点 上 工 的 时 间 变 化 率 与 工 的 拉 普 拉 斯 算 符 成 正比 , 即 与 T 的 空间 关系 的 

二 阶 微 商 成 正比 . 这 样 ,我 们 就 有 一 个 以 x,y, zx 和 + 为 变量 的 关于 温度 工 的 微分 方程 . 
微分 方程 式 (3. 28) 称 为 热 扩 散 方程 . 它 经 常 被 写成 : 

dT 

dt 

式 中 卫 叫 扩散 常数 ,在 这 里 等 于 w/c。. 

这 个 扩散 方程 在 许多 物理 问题 中 都 会 出 现 一 一 气体 扩散 、 中 子 扩散 以 及 其 他 各 种 扩散 ， 
我 们 曾 在 第 1 卷 第 43 章 中 讨论 过 这 类 现象 的 物理 性 质 . 现在 你 们 有 了 一 个 在 最 普遍 合理 的 
情况 下 描述 扩散 的 完整 方程 . 往 后 某 个 时 候 我 们 还 将 学 习 一 些 求解 该 微分 方程 的 方法 ,以便 
找 出 在 特定 条 件 下 温度 是 怎样 变化 的 . 现在 我 们 回来 考虑 有 关 矢 量 场 的 其 他 一 些 定理 . 


$3-5 矢量 场 的 环流 


现在 ,我 们 想 用 某 些 考虑 散 度 的 同样 方法 来 看 待 旋 度 . 通过 考虑 在 一 个 曲面 上 的 积 
分 ,我 们 得 到 了 高 斯 定理 ,尽管 当初 我 们 打算 处 理 散 度 时 这 事 还 不 太 明 显 . 我 们 当时 怎么 
会 知道 为 了 得 到 散 度 必须 在 曲面 上 进行 积分 呢 ? 根本 不 清楚 会 是 这 个 结果 . 而 现在 由 于 
显然 同样 缺乏 正当 的 理由 ,所 以 我 们 还 将 对 矢量 做 某 些 计算 并 证 明 它 与 旋 度 有 关 . 这 次 
计算 的 将 是 所 谓 矢量 场 的 旋 度 . 如 果 C 是 任意 矢量 场 , 取 其 沿 一 曲线 的 分 量 , 并 对 这 一 分 量 
自始至终 绕 整 个 回路 进行 积分 . 这 一 积分 被 称 为 该 矢量 场 绕 该 回路 的 环流 . 在 本 章 的 开头 ， 
我 们 曾经 讨论 过 V y 的 线 积分 ,现在 我 们 将 对 任 
一 种 矢量 场 C 求 线 积分 . 

设 为 空间 中 的 任意 闭合 回路 一 当然 是 
在 想象 中 的 . 有 一 个 例子 如 图 3-7 所 示 . C 的 切 
向 分 量 绕 该 回路 的 线 积分 可 写成 ， 


= DYT, (3. 29) 


bcds 四 $c ls (3. 30) 


你 应 该 注意 ,这 积分 是 始终 绕 回路 取 的 ,并 不 像 
以 前 那样 从 一 点 至 另 一 点 . 在 积分 符号 上 的 那个 
小 图 圈 便 是 为 了 提醒 人 们 ,该 积分 是 始终 绕 回路 
进行 的 . 这 一 积分 叫 作 该 矢量 场 绕 曲线 古 的 环 
流 . 这 个 名 称 原本 是 从 考虑 液体 的 环流 来 的 . 但 这 一 名 字 一 一 正如 通 量 一 样 一 已 被 推广 应 
用 于 即使 没有 物质 做 “环流 ”的 任何 场 了 . 


图 3-7 C 绕 曲线 匡 的 环流 为 C,( 即 C 的 切 
“ 向 分 量 ) 的 线 积分 
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用 对 待 通 量 同样 的 手法 ,我 们 可 以 证 明 , 绕 一 个 回路 的 环流 等 于 绕 两 个 分 回路 的 环流 之 
和 . 假设 我 们 在 原来 曲线 上 的 (1) 和 (2) 两 点 间 用 如 图 3-8 所 示 的 割 线 来 连结 ,就 可 以 将 图 
3-7 所 示 的 曲线 分 成 两 个 回路 . 现在 存在 两 个 回路 
只 和 TT.T 是 由 处 在 (1) 和 (2) 左 边 部 分 的 原 有 曲 
线 书 再 加 上 “捷径 ”Ts 而 构成 的 . T。 则 是 由 原 有 
曲线 的 其 余部 分 加 上 该 捷径 而 构成 的 . 

绕 只 的 环流 等 于 沿 T。 和 沿 Fw 两 个 积分 之 
和 . 同 理 , 绕 Tf 的 环流 也 是 两 部 分 之 和 ,其 一 沿 T。 
而 另 一 沿 Tw. 对 于 曲线 P 来 说 , 沿 Ts 的 积分 具 
有 与 对 曲线 媚 沿 Ts 的 积分 相反 的 符号 ,因为 它 
必须 按 同一 旋转 “指向 "来 


图 3-8 绕 整 个 回路 的 环流 等 于 绕 两 个 回路 2 
(n= 区 +Tw 和 Ts = 及 十 Ps) 的 环流 之 和 ” 们 的 绕 行 方向 相反 
进行 这 两 项 线 积分 . 


按照 我 们 以 前 使 用 过 的 同样 类 型 的 论据 ,你 们 可 以 看 到 ,这 两 个 环流 之 和 将 从 好 给 出 绕 
原来 曲线 玉 的 线 积分 . 那 来 自 Pu 的 部 分 互相 抵消 了 . 绕 其 中 一 部 分 的 环流 再 加 上 线 第 二 部 
分 的 环流 等 于 绕 整 条 外 线 的 环流 . 我 们 可 以 重复 
这 一 过 程 ,把 原 有 回路 分 割 成 任意 数目 的 小 回路 . 
当 将 这 些小 回路 的 环流 都 相 加 起 来 时 ,在 它们 的 
相 邻 部 分 总 会 互相 抵消 ,从 而 使 其 总 和 相当 于 绕 
那 原来 单个 回路 的 环流 . 

现在 让 我 们 假设 那 原 有 回路 就 是 某 一 个 曲面 
的 边界 . 当然 ,会 有 无 限 多 个 面 全 都 以 该 原 有 路 线 
为 边界 . 然而 ,我 们 的 结果 将 与 所 选取 的 曲面 无 图 3-9 选取 某 一 被 回路 下 包围 着 的 表面 . 
关 . 首先 ,将 原 有 回路 分 割 成 若干 条 全 都 落 在 所 选 。“” 这 个 面 被 分 割 成 若干 个 小 面积 ,每 个 近似 于 
取 的 曲面 上 的 小 回 线 ,如 图 3-9 所 示 . 不 管 该 曲面 。 “正方形. 绕 行 工 的 环流 就 等 于 绕 行 各 
形状 如 何 ,如 果 我 们 选取 的 小 回路 足够 小 , 则 可 以 OR 
假定 每 一 小 回路 包围 的 面 基 本 上 是 平面. 并 且 ,我们 也 能 选取 那些 小 回路 使 得 每 个 都 非常 接 
近 正 方形 . 现在 就 可 以 通过 求 绕 所 有 小 回路 的 环流 ,再 取 其 和 ,从 而 算出 绕 回路 工 的 环流 . 


§ 3-6 围绕 一 正方 形 的 环流 ;斯 托 克 斯 定理 


我 们 将 怎样 求 得 沿 每 一 小 正方 形 的 环流 呢 ? 首 先 就 要 问 ,这 一 正方 形 在 空间 中 的 取向 
如 何 ? 要 是 它 有 一 个 特殊 取向 , 那 计算 起 来 就 会 方便 得 多 . 例如 ,假使 它 位 于 一 个 坐标 平面 
内 . 由 于 对 坐标 轴 的 取向 我 们 还 未 做 过 任何 假设 ,因此 就 可 以 这 样 选取 坐标 轴 , 使 此 刻 我 们 
正 专注 的 那个 小 正方 形 正好 落 在 xy 面 内 ,如 图 3-10 所 示 . 若 该 结果 用 矢量 符号 来 表示 , 那 
就 可 以 说 ,不 管 该 面 的 特殊 取向 如 何 ,结果 都 是 一 样 的 . 

现在 我 们 希望 求 出 场 C 绕 该 小 正方 形 的 环流 . 如 果 令 该 正方 形 足够 小 ,使 得 矢量 C 
沿 它 的 任 一 边 都 不 会 改变 很 多 ,进行 线 积分 就 较 容 易 ( 正 方形 越 小 ,这 个 假定 就 越 好 ,而 
实际 所 谈 的 正 是 无 限 小 的 正方 形 ). 从 位 于 图 的 左下 角 那 一 点 (zx，?) 出 发 ,按照 箭头 所 指 
的 方向 绕 行 一 周 . 沿 标记 为 (1) 的 第 一 条 边 ,其 切 向 分 量 为 C.(1) 而 长 度 为 Az. 该 积分 的 第 


第 3 章 矢量 积分 运算 37 


一 部 分 就 是 C. (1)Az. 沿 第 二 条 边 , 我 们 获得 
C,(2)Ay. 沿 第 三 条 边 得 一 C.(3)Ax, 而 沿 第 四 
条 边 得 一 C,(4)Ay. 这 些 负 号 是 需要 的 ,因为 这 
里 要 求 的 是 沿 绕 行 方向 的 切 向 分 量 . 因此 ,整个 
线 积 分 就 是 : 


浙 


$e: ds = C(I)Azr+C,(2)Ay 
—C,(3)Ar— C,(4)Ay. 
(3.31) 
现在 让 我 们 注意 第 一 和 第 三 部 分 . 它们 合 
起 来 就 是 : 


[C-(1) 一 C-(3)]Arz. (3. 32) 


你 也 许 认 为 ,对 我 们 的 近似 程度 来 说 这 个 差 值 
为 零 . 这 对 于 一 级 近似 是 对 的 . 然而 可 以 更 精确 一 些 , 计 及 C, 的 变化 率 . 如 果 这 样 便 可 
以 写 出 : 


图 3-10 计算 绕 行 一 个 小 正方 形 的 C 的 环流 


= aC- 
C-(3) = C-(1) 十 a A>. (3. 33) 


假如 把 次 级 近似 也 包括 进去 , 则 会 涉及 到 (Ay)* 等 项 ,但 由 于 我 们 最 终 将 取 Ay > 0 时 的 极 
限 ,所 以 这 样 的 项 都 可 以 忽略 .将 式 (3. 33) 和 (3. 32) 结 合 起 来 ,会 得 出 


23C, AzAy， (3. 34) 
9y 


对 于 我 们 的 近似 ,上 式 中 的 微 商 可 以 在 (zx, y) 处 计算 出 来 . 
同 理 , 环 流 中 的 其 他 两 项 ,也 可 以 写成 : 


[C:(1) —C.(3)]Az =— 


C,(2)Ay 一 C,(4)Ay = PAzAy. (3. 35) 


于 是 , 线 上 述 那个 小 正方 形 的 环流 为 : 


( 爱 - 笋 )aray (3.36) 


这 很 有 趣 , 因 为 括号 内 两 项 恰好 就 是 旋 度 的 = 分 量 . 并且 ,我们 还 注意 到 ,AzAy 就 是 该 正方 
形 的 面积 . 因此 ,可 以 将 环流 式 (3. 36) 写 为 : 


(VY Xx C).Aa. 


这 个 = 分 量 实际 上 就 是 该 表面 元 的 法 向 分 量 . 因此 ,还 可 以 将 绕 一 个 微分 正方 形 的 环流 写成 
一 种 不 变 的 矢量 形式 : 


fc “ds= (VXO),Aa = (VXC) .nAa. (3. 37) 


我 们 的 结果 是 : 任 一 矢量 C 线 一 个 无 限 小 正方 形 的 环流 ,等 于 C 的 旋 度 垂直 于 表面 的 
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分 量 乘 以 该 正方 形 面积 . 

现在 , 绕 任 一 条 回路 一 的 环流 ,可 以 轻而易举 地 同 矢量 场 的 旋 度 联系 起 来 了 . 用 任意 

合适 的 曲面 S 将 回路 填 满 , 如 图 3-11 所 示 , 并 

5 把 绕 这 个 面 上 一 系列 无 限 小 正方 形 的 环流 加 起 
来 . 这 个 和 可 以 写成 一 个 积分 . 其 结果 是 以 斯 托 
克 斯 命名 (为 纪念 斯 托 克 斯 先生 ) 的 一 个 十 分 有 
用 的 定理 . 

斯 托 克 斯 定理 : 


$c Rr | wxcdo， (3.38) 


式 中 S 是 以 为 边 的 任意 曲面 . 
vxc 现在 必须 谈 谈 关于 符号 的 一 个 惯例 . 在 图 
图 3-11 C 线 的 环流 等 于 VXC 的 法 向 分 。 3-10 中 ,采用 “常用 "的 一 一 也 即 “右手 "的 一 华 
ee 标 系统 ,= 轴 将 指向 你 们 . 当 按照 施 转 的 “ 正 " 指 向 
进行 线 积 分 时 ,我 们 发 现 环流 等 于 YXC 的 = 分 
量 . 要 是 我 们 绕 行 的 方向 相反 , 即 会 获得 一 个 相反 的 符号 . 那么 ,一 般 说 来 ,我 们 怎么 会 知道 
应 选取 哪个 方向 作为 VXC 的 法 向 分 量 的 正 向 呢 ? 正法 线 始 终 必须 与 旋转 的 指向 联系 起 
来 ,如 图 3-10 所 示 的 .对 于 普遍 情况 , 则 如 图 3-11 所 示 . 
“右手 法 则 ”是 记 住 这 个 关系 的 一 种 办 法 . 如 果 你 用 右手 手指 围绕 曲线 古 , 指 尖 指 向 ds 
的 正方 向 ,那么 你 的 大 拇指 就 指向 S 面 的 正法 线 方向 . 


§ 3-7 无 旋 度 场 与 无 散 度 场 


现在 我 们 要 来 讨论 上 述 新 定理 的 某 些 结果 . 首先 ,考虑 一 个 矢量 其 旋 度 处 处 为 零 的 情 
况 . 这 时 斯 托 克 斯 定理 说 , 绕 任 何 回路 的 环流 等 于 零 . 现在 若 在 一 闭合 曲线 上 选取 两 点 (1) 和 
(2)( 图 3-12), 则 从 (1) 至 (2) 的 切 向 分 量 的 线 积分 将 与 这 两 条 可 能 路 线 中 选取 哪 一 条 无 关 . 
我 们 可 以 断定 ,从 (1) 至 (2) 的 积分 只 取决 于 这 两 点 的 位 置 一 一 也 就 是 说 , 它 仅 是 位 置 的 函 
数 . 同样 的 推理 方法 也 曾 在 第 1 卷 第 14 章 中 使 用 过 ,在 那里 我 们 曾 证 明 如 果 某 量 绕 一 闭合 
回路 的 积分 总 是 零 , 则 该 积分 可 以 表达 为 两 端点 位 置 的 某 一 
函数 之 差 . 这 一 事实 使 我 们 创立 了 势 的 概念 . 而 且 ,我 们 证 明 
该 矢量 场 就 是 这 一 势 函 数 的 梯度 [ 见 第 1 卷 式 (14. 13) ]. 

由 此 可 见 , 任 一 旋 度 为 零 的 矢量 场 等 于 某 个 标量 函数 的 
梯度 . 这 就 是 说 ,如 果 处 处 VXC = 0, 则 存在 某 个 y, 使 得 C 
二 Vy, 这 是 一 个 有 用 的 概念 . 如 果 愿 意 ,我 们 可 以 用 一 个 标 四 
量 场 来 描述 这 一 特殊 类 型 的 矢量 场 . () 

让 我 们 再 来 证 明 另 一 件 事 . 假设 有 任意 的 标量 场 姑 如 。 图 3-12 如 果 VXC 为 零 . 则 绕 
果 取 它 的 梯度 即 V $, 那 么 这 个 矢量 绕 任 意 闭合 回路 的 积分 。 一 闭合 曲线 下 的 环流 等 于 零 
就 必然 为 零 . 这 矢量 从 点 (1) 至 点 (2) 的 线 积分 为 [$8(2) 一 从 (1) 至 (2),C. ds 沿 a 的 线 积 
$(1)]. 如 果 (1) 和 (2) 是 同一 点 ,那么 定理 1、 即 式 (3. 8) 告 诉 分 与 沿 5 的 线 积分 必 相 同 


(2) 
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我 们 ,该 线 积分 等 于 零 : 
中 Vp.ds=0. 
回路 


应 用 斯 托 克 斯 定理 ,我 们 可 以 得 出 结论 :在 任何 曲面 上 
[vx (V$)da = 0. 


但 如 果 在 任何 曲面 上 的 积分 都 等 于 零 , 则 该 被 积 函 数 必定 为 零 . 所 以 ,总 有 
Vx(V$)=0. 


这 个 结果 与 我 们 在 $ 2-7 中 应 用 矢量 代数 证 明 过 的 结果 相同 . 

现在 让 我 们 考虑 一 种 特殊 情况 , 即 用 一 个 大 曲面 S 来 填 满 一 个 小 回路 下 ,如 图 3-13 所 
示 . 实际 上 我 们 希望 看 看 , 当 该 回路 缩小 至 一 点 .使得 曲面 的 边缘 消失 不 见 而 成 为 一 闭合 曲 
面 时 ,究竟 会 发 生 什么 情况 . 现在 ,如 果 矢 量 C 处 处 有 
限 , 则 当 我 们 缩小 该 回路 时 , 绕 开 的 线 积分 应 该 趋 于 
零 一 该 积分 大 体 上 正比 于 厂 的 周 长 ,而 周 长 趋 于 
零 . 按照 斯 托 克 斯 定理 , (V X C), 的 面积 分 也 必 为 零 
不 知 为 什么 , 当 我 们 把 曲面 关闭 时 ,就 会 加 进 一 些 贡献 
将 以 前 那里 存在 的 东西 抵消 掉 . 因而 我 们 得 到 一 个 新 
的 定理 : 


回路 厂 

面 S vxc 

图 3-13 在 趋向 于 一 个 闭合 曲面 的 

(YXC),da = 0. (3. 39) 极限 上 ,我 们 发 现 (VXC),. 的 面积 分 
必 为 零 


| We 
这 看 来 很 有 意思 , 因为 我 们 已 经 有 一 个 关于 矢量 
场 曲面 积分 的 定理 . 按照 高 斯 定理 , 即 式 (3. 18) ,这 样 的 面积 分 等 于 该 矢量 的 散 度 的 体积 分 . 
当 应 用 于 YXC 上 时 ,高 斯 定理 表明 


(VX C).da = LL V.(Vxc)dv. (3. 40) 


所 以 我 们 得 出 结论 ,第 二 个 积分 也 应 等 于 零 , 即 


ln 


人 YY- (VXC)dV = 0， (3.41) 


这 对 于 任何 矢量 场 C 都 正确 . 由 于 式 (3. 41) 对 于 任何 体积 都 正确 ,所 以 在 空间 每 一 点 该 被 
积 函 数 为 零 就 必然 正确 . 因此 ,我 们 就 恒 有 


V.(VXxCOC)=0, 


但 这 是 $ 2-7 中 我 们 曾 从 矢量 代数 方面 得 到 过 的 相同 结果 . 现在 我 们 开始 来 看 看 如 何 把 每 
样 东西 配合 起 来 . 


$3-8 总 结 


让 我 们 把 所 得 到 的 关于 矢量 微 积分 的 结果 做 个 总 结 . 这 些 结果 ,实际 上 是 第 2 章 和 第 
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1. 算 符 93/3z, 3/93y, 3/9z 可 以 认为 是 矢量 算 符 V 的 三 个 分 量 , 而 把 这 一 算 符 


= 之 加 加 
(a 9y’” 元 j 
作为 矢量 处 理 后 ,从 矢量 代数 所 获得 的 那些 公式 都 是 正确 的 . 
2. 标量 场 在 两 点 的 差 值 等 于 该 标量 梯度 的 切 向 分 量 沿 连接 (1) 和 (2) 这 两 点 间 任 意 曲 
线 的 每 一 点 进行 的 线 积分 : 


2) yD) = vy ds (3.42) 
党 了 网 


3. 任意 矢量 的 法 向 分 量 在 一 个 闭合 曲面 上 的 面积 分 等 于 该 矢量 的 散 度 对 该 闭合 曲面 
内 体积 的 积分 : 


| cnda=| V.cdy. (3.43) 
闭合 曲面 曲面 内 体积 


4. 任意 矢量 的 切 向 分 量 绕 一 闭合 回路 的 线 积 分 ,等 于 该 矢量 旋 度 的 法 向 分 量 对 以 该 回 
路 为 边界 的 任意 曲面 的 面积 分 , 即 


| c.ds=| (VX C) . nda. (3. 44) 
边界 曲面 
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§4-1 静 电 


现在 我 们 开始 对 电磁 学 理论 做 详细 的 研究 . 全 部 电磁 学 都 包含 在 麦克 斯 韦 方程 组 中 . 
麦克 斯 韦 方程 组 : 


V.E= 2£,; (4.1) 
《0 
YX 已 = 一 38; (4.2) 
ce YXxB= 亚 十 于 ; (4.3) 
0 
VvV.B=0. (4.4) 


由 这 些 方 程 所 描述 的 情况 可 能 十 分 复杂 . 我 们 将 首先 考虑 那些 相对 简单 的 情况 ,以便 在 
从 事 更 复杂 的 问题 以 前 ,学 会 如 何 去 处 理 这 些 简 单 情况 . 其 中 最 容易 处 理 的 是 任何 事物 都 与 
时 间 无 关 一 一 叫 作 静态 一 一 的 情况 , 所 有 电荷 都 永远 固定 在 空间 里 ,即使 它们 确实 在 运动 ， 
也 只 是 作为 电路 中 的 恒定 电流 而 运动 (使 得 p 和 j 都 不 随时 间 而 变 ). 在 这 种 情况 下 ,麦克 斯 
韦 方程 组 中 所 有 场 对 时 间 微 商 的 项 都 等 于 零 . 这 样 ,麦克 斯 韦 方 程 组 变 成 : 

静电 学 


bd lh (4.5) 

4 (4.6) 
静 磁 学 

vxB= 点; (4.7) 

V.B=0. (4.8) 


关于 这 四 个 方程 组 ,你 将 会 注意 到 一 个 有 趣 情节 . 这 组 方程 可 以 分 成 两 对 ,电场 EE 仅 出 
现在 前 两 个 方程 中 ,而 磁场 B 仅 出 现在 后 两 个 方程 中 ,E 场 和 B 场 并 不 互相 关联 . 这 意味 
着 ,只 要 电荷 和 电流 是 静止 的 , 则 电 和 磁 就 是 两 个 性 质 不 同 的 现象 . 直到 诸如 电容 器 充电 或 
移动 磁铁 引起 电荷 或 电流 的 变化 ,E 与 B 的 相关 性 仍 不 会 显露 出 来 . 只 有 变化 足够 迅速 ,使 
得 麦克 斯 韦 方程 组 中 那些 时 间 微 商 变 得 显著 时 ,E 与 B 才 会 相互 关联 起 来 . 

现在 ,如 果 你 注意 那些 静止 情况 的 方程 ,你 将 会 看 到 ,从 弄 清楚 关于 矢量 场 的 数学 特性 
的 观点 来 看 ,学 习 这 两 门 称 为 静电 学 与 静 磁 学 的 学 科 是 理想 的 , 因为 静电 学 是 矢量 场 具有 零 
族 度 和 某 一 给 定 散 度 的 一 个 极 佳 例子 ;而 静 磁 学 则 是 矢量 场 具有 零散 度 和 某 一 给 定 旋 度 的 


42 费 因明 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


极 佳 例子 . 更 规范 的 一 一 而 你 可 能 认为 是 更 满意 的 一 一 表达 电磁 学 理论 的 方法 是 先 从 静电 
学 出 发 ,于 是 学 习 有 关 散 度 方面 的 知识 ; 稍 后 再 处 理 静 磁 学 和 旋 度 ;最 后 , 才 把 电学 和 磁 学 结 
合 起 来 . 我 们 已 决意 从 矢量 运算 的 完整 理论 开始 . 现在 就 把 这 种 理论 应 用 于 静电 学 的 特殊 情 
况 , 场 E 由 第 一 对 方程 给 出 . 

我 们 将 从 最 简单 的 情况 一 一 即 所 有 各 电荷 的 位 置 都 已 被 规定 的 情况 一 一 开始 . 要 是 只 
需 学 这 种 水 平 的 静电 学 (就 像 下 面 两 章 中 所 做 的 那样 ), 那 生活 将 显得 多 么 简单 ,事实 上 , 几 
平 毫 无 价值 . 正如 你 将 会 看 到 的 ,一切 事情 都 可 以 从 库仑 定律 和 某 个 积分 得 出 . 但 事实 并 非 
如 此 ,在 许多 实际 的 静电 学 问题 中 ,开始 时 我 们 并 不 知道 电荷 在 哪里 ,只 知道 它 是 按照 物性 
所 规定 的 方式 来 分 布 的 . 电荷 所 占据 的 位 置 取决 于 场 ,而 这 个 场 反 过 来 又 取决 于 电荷 的 位 
置 .于 是 ,事情 可 能 变 得 很 复杂 .例如 ,如 果 把 一 个 带电 物体 移 近 导体 或 绝缘 体 ,导体 或 绝缘 
体 中 的 电子 和 质子 就 会 到 处 运动 . 式 (4. 5) 中 的 电荷 密度 o, 有 一 部 分 可 能 是 我 们 原先 就 已 
知 的 带 上 去 的 电荷 ,另外 一 部 分 则 是 那些 在 导体 中 到 处 运动 的 电荷 所 引起 的 . 要 是 所 有 这 些 
电荷 都 必须 考虑 进去 的 话 ,将 会 把 人 们 引入 到 一 些 相当 微妙 而 又 有 趣 的 问题 中 去 . 所 以 尽管 
这 一 章 是 关于 静电 学 方面 的 ,但 它 仍 将 不 会 包括 这 一 课题 中 的 那些 更 瑰丽 而 微妙 的 部 分 ,而 
只 是 处 理 我 们 能 够 假定 一 切 电荷 位 置 均 已 知 的 那 种 情况 . 自然 ,你 应 当 在 试图 处 理 其 他 问题 
之 前 就 能 对 付 这 一 情况 . 


$ 4-2 ”库仑 定律 ;叠加 原理 


把 式 (4. 5) 和 (4. 6) 作 为 我 们 的 起 点 , 照 理应 该 是 合乎 逻辑 的 . 然而 ,如 从 另外 的 某 处 出 
发 再 回 到 这 些 方程 式 上 来 ,将 会 容易 一 些 ,而 所 得 的 结果 是 彼此 相当 的 . 我 们 就 从 已 谈 及 的 
那个 被 称 为 库仑 定律 的 定律 着 手 , 它 表明 在 两 静止 不 动 的 电荷 间 有 一 个 与 这 两 个 电荷 之 积 
成 正比 而 与 它们 之 间距 离 的 平方 成 反比 的 力 , 这 个 力 沿 着 从 一 电荷 至 另 一 电荷 的 直线 . 
库仑 定律 


1 gig 
F = 一 - 全 和 2 
4reo ms 


F, 是 作用 于 电荷 qi 上 的 力 ;ez 是 从 gz 至 gl 的 方向 上 的 单位 矢量 ;而 ri 则 是 ai 与 qz 间 的 
距离 . 作用 于 9: 上 的 力 F; 与 F 大 小 相等 而 方向 相反 . 
基于 历史 原因 ,比例 常数 写成 1/4xe. 在 我 们 采用 的 单位 制 一 一 米 :千克 秒 (mkgs) 
制 一 一 中 , 它 被 定义 为 精确 地 等 于 10“ 乘 光速 平方 . 光速 近似 地 等 于 3 X 10* ms , 因此 这 
个 常数 近似 地 为 9 X 10”, 而 其 单位 则 可 证 明 为 Nm?C™? ,或 者 是 VmC-'!. 
也 = 10-7c( 根 据 定义 ) 


4rreo 
二 9.0 X 10?( 通 过 实验 ). (4. 10) 


el2 一 一 下 2 。 (4.9) 


单位 :NmC 一 或 VmC-:， 

当 存 在 两 个 以 上 的 电荷 时 一 一 唯一 真正 有 意义 的 时 候 一 一 我 们 就 必须 用 自然 界 的 另 一 
事实 来 补充 库仑 定律 . 这 个 事实 是 :作用 于 任 一 电荷 上 的 力 等 于 其 他 每 一 电荷 对 它 所 施 库仑 
力 的 矢量 和 . 这 个 事实 叫做 “但 加 原理 ”, 这 就 是 静电 学 所 包含 的 全 部 内 容 了 . 如 果 把 库仑 定 
律 和 秋 加 原理 结合 起 来 ,就 不 再 有 别 的 东西 了 . 式 (4. 5) 和 (4.6) 一 一 静电 学 方程 一 一 正好 包 
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应 用 库仑 定律 能 很 方便 地 引进 电场 的 概念 . 我 们 说 , 场 E(1) 是 作用 于 g 上 单位 电荷 
的 力 (由 所 有 其 他 电荷 所 施 ). 对 于 除 9 外 存在 另 一 个 电荷 的 情况 ,我 们 对 式 (4. 9) 除 
以 gq , 便 得 

E(1) = -1 ee,. (4.11) 
4rko rl 

此 外 我 们 还 认为 ,即使 qi 不 存在 ,E(1) 仍 描述 了 有 关 点 (1) 的 某 些 情况 一 一 假设 所 有 其 他 电 
荷 都 保持 其 原 有 位 置 . 我 们 讲 :E(1) 是 点 (1) 处 的 电场 . 

电场 E 是 一 个 矢量 ,因而 式 (4. 11) 实 际 指 的 是 三 个 方程 式 一 一 对 于 每 一 分 量 就 是 一 个 
方程 . 把 其 中 的 z 分 量 清 楚 地 写 出 时 , 式 (4. 11) 便 意味 着 


qz X11 Xz 


Meme pe dno [(z1 — za) + (yO— ya) + (vO— za) J 


(4. 12) 


其 他 分 量 均 与 此 相仿 . 

如 果 有 许多 电荷 , 则 在 任意 一 点 (1) 处 的 场 E 就 是 其 他 每 个 电荷 的 贡献 之 和 . 这 个 总 和 
中 的 每 一 项 ,看 来 都 像 式 (4. 11) 或 (4. 12). 令 9 为 第 j 个 电荷 的 大 小 ,而 rj 为 从 gj; 至 点 (1) 
的 位 移 , 则 可 以 写 出 


BD) = (4.13) 
当然 ,该 式 意味 着 
一 .二 gi(x1 —x;) 
E(x, y, z) 2 re [(zi— xz) + (yO—y) + (2 —z,) (4.14) 
等 等 . 


不 把 电荷 看 作 像 电子 和 质子 那样 的 组 成 单元 ,而 把 它们 想象 成 是 铺展 开 的 连续 涂 片 或 
连续 “分 布 " ,往往 会 很 方便 . 只 要 不 去 关注 在 尺度 过 小 的 范围 内 所 发 生 的 事情 ,这 是 可 行 的 . 
这 样 ,我 们 便 可 通过 “电荷 密度 "o(z，?，z) 来 描述 电荷 分 布 . 如 果 在 点 (2) 处 一 个 小 体积 
AV: 内 含有 电量 Ag; , 则 Pp 便 由 下 式 定义 


Aq: = p(2)AV,. (4.15) 


为 了 将 这 种 描述 方法 用 到 库仑 定律 上 去 ,我 们 将 式 (4. 13) 、(4. 14) 中 的 那些 求 和 ,用 对 
包含 电荷 的 全 部 体积 的 积分 来 代替 . 这 样 就 得 到 


me mn 
Tt0J 全 部 空 间 3。 
有 些 人 却 均 欢 写成 
eiz 一 2, 
riz 
式 中 rz 是 从 (2) 至 (1) 的 位 移 矢 量 , 如 图 4-1 所 示 . 因此 ,对 于 EE 的 积分 就 可 以 写成 
E() = -1 PC2)madva (4. 17) 


4Treo J 全 部 空间 ri 
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当 我 们 要 用 这 个 积分 进行 具体 计算 时 ,通常 还 得 详尽 地 把 它 写 明 白 , 对 于 式 (4. 16) 或 (4. 17) 
的 zx 分 量 , 该 写成 


《zi 一 za )o(zs ，32 ，Zz2 ) dzzdysdzs 
全 部 空间 4xeo[ (Zi 一 zz) 十 (2 一 yz) 十 (zi 一)2]202 


这 个 公式 我 们 不 会 常用 . 之 所 以 把 它 写 在 这 里 ， 

(N12 只 是 为 了 强调 ,电荷 位 置 都 已 知 的 所 有 静电 学 问题 ， 

es ; 我 们 已 完全 解决 了 . 给 定 了 电荷 , 场 怎么 样 呢 ? 答 

案 : 算 出 这 一 积分 . 因此 ,对 于 这 一 课题 便 再 没有 什 

么 可 说 了 , 那 只 是 一 个 复杂 的 三 维 积分 工作 一 一 严 

格 说 来 ,是 一 项 计算 机 的 工作 ! 

借助 这 些 积分 ,我 们 就 能 够 求 出 各 种 电荷 产生 

的 场 : 面 电 荷 ` 线 电荷 、 球 面 电荷 或 任何 特殊 分 布 的 

电荷 . 重要 的 是 要 知道 当 我 们 画 场 线 .谈论 电势 或 

有 对 电 扬 计算 散 度 时 ,我 们 所 有 的 答案 都 已 在 这 里 了 , 不 过 问 

以 落 在 该 分 布 区 域 之 内 题 在 于 ,有 时 某 些 聪 明 的 猜测 工作 , 比 直接 计算 这 个 

积分 还 要 容易 . 这 种 猜测 工作 要 求人 们 学 习 各 种 奇 

妙 的 东西 . 实践 中 ,比较 容易 做 的 也 许 还 是 忘记 追求 聪明 \ 总 是 直接 而 不 是 灵巧 地 把 那些 积 
分 算出 来 . 然而 ,我 们 打算 尝试 做 得 巧妙 点 . 下 面 将 继续 讨论 有 关 电 场 的 某 些 其 他 特点 . 


$4-3 电 势 


E,(zx1, yi, zi) =| (4.18) 


(2):(X, 7,2,) 


首先 ,我 们 讲 讲 电势 的 概念 , 它 与 电荷 从 一 点 移 至 另 一 点 所 做 的 功 有 关 . 设 有 某 种 电荷 
分 布 ,产生 了 一 电场 .我们 要 问 :如 把 一 个 小 电荷 从 一 处 移 至 另 一 处 需 做 多 少 功 ? 沿 某 一 路 
径 移 动 电荷 反抗 电力 所 做 的 功 ,等 于 这 电力 在 运动 方向 分 量 的 负 值 沿 该 路 径 的 积分 . 如 果 我 
们 把 一 电荷 从 点 a 移 至 点 6, 则 


b 
=—| F.ds, 


式 中 下 是 在 每 一 点 施 于 电荷 上 的 电力 ,而 ds 则 是 沿路 径 的 微分 位 移 矢量 ( 见 图 4-2). 
对 于 我 们 来 说 ,考虑 移动 一 个 单位 电荷 所 做 的 功 会 更 有 意义. 因此 ,作用 于 电荷 上 的 力 
在 数值 上 就 等 于 电场 . 在 这 种 情况 下 反抗 电力 所 做 的 功 称 为 W( 单 位 电荷 ) ,我 们 写 为 


W( 单 位 电荷 ) = 一 | 、ds. (4. 19) 


一 般 地 说 ,用 这 类 积分 所 得 的 结果 与 所 取 的 路 径 有 
关 . 但 是 ,假如 式 (4. 19) 的 积分 与 从 a 至 6 的 路 径 
有 关 的 话 , 那 我 们 就 可 通过 把 电荷 沿 一 条 路 径 从 a 
移 至 5b、 然后 又 沿 另 一 条 路 径 返回 到 a 而 从 场 中 获 。 ，。 
得 功 . 这样 可 以 沿 W 较 小 的 那 条 路 线 达到 6 ,而 沿 。 图 4.2 把 中 区 从 。 移 至 所 角 的 功 和 
另 一 条 路 线 返 回来 ,这 样 我 们 所 得 到 的 功 就 会 大 于 于 下. ds 沿 所 取 路 径 进行 积分 的 负 值 


一 条 路 径 


另 一 条 路 径 
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所 付出 的 功 . 
原则 上 说 ,从 场 中 得 到 能 量 并 不 是 不 可 能 的 . 事实 上 ,我 们 将 遇 到 有 这 种 可 能 的 场 . 有 可 
能 当 你 移动 电荷 时 ,你 就 对 这 部 “机 器 "的 另 一 部 分 施加 了 力 . 若 这 部 机 器 抵抗 此 力 而 运动 ， 
则 它 会 损失 能 量 ,从 而 保持 世界 上 的 总 能 量 不 变 . 然而 ,对 于 静电 学 来 说 ,并 没有 这 样 一 种 
“机 器 "存在 ,我 们 对 反作用 于 场 源 上 的 力也 很 清楚 ,它们 是 作用 于 产生 该 场 的 那些 电荷 上 的 
库仑 力 . 如 果 其 他 电荷 都 固定 在 其 位 置 上 一 一 这 是 静电 学 中 我 们 所 做 的 唯一 假设 一 一 这 些 
反作用 力 就 不 能 对 它们 做 功 , 因 而 无 法 从 它们 那里 获得 能 量 一 一 当然 ,这 是 以 能 量 守恒 原理 
对 静电 学 的 情况 有 效 为 条 件 的 . 我 们 相信 它 是 有 效 的 ,请 让 我 们 证 明 , 从 力 的 库仑 定律 必然 
可 以 得 出 它 来 
首先 ,考虑 在 一 个 起 源 于 单个 电荷 g 的 场 中 所 发 生 的 情况 . 令 点 a 与 电荷 9 间 的 距离 为 
~ ,而 点 2 与 9 的 距离 为 ~:. 现在 选择 另 一 个 大 小 为 1 个 单位 、 称 为 “试验 "电荷 的 电荷 ,从 a 
移 至 2 ,我 们 开始 用 最 简易 的 可 能 路 径 来 计算 . 使 试验 电荷 最 初 沿 一 圆 弧 、 然 后 再 沿 某 一 半 
径 移动 ,如 图 4-3(a) 所 示 . 求 在 这 一 条 特殊 路 径 所 做 之 功 ,和 小 孩 玩 游戏 一 样 简单 (否则 我 
们 就 不 会 选择 这 条 路 线 了 ). 首先 ,在 从 a 至 a“ 的 路 径 上 根本 没有 做 功 . 场 是 沿 径 向 的 (根据 
库仑 定律 ) ,因而 它 与 移动 的 方向 成 直角 . 其 次 ,在 从 a' 至 6 的 路 径 上 , 场 与 移动 方向 相同 ,大 
小 随 1/”~ 变化 ,于 是 ,把 试验 电荷 从 a 移 至 6 所 做 之 功 应 为 
-| 


4reo a r? 


-= 一 22-( 产 一直) (4. 20) 


4neo \rs re 


现在 ,再 让 我 们 取 另 一 条 简易 路 径 . 例如 , 取 图 4-3(b) 所 示 的 那 条 路 径 . 它 一 会 儿 沿 一 
圆 弧 ,一会儿 沿 某 一 半径 ,然后 又 沿 一 圆 弧 ,又 沿 一 半径 ,等 等 .每 次 当 我 们 沿 贺 周 部 分 移动 
时 ,并 没有 做 功 . 而 当 沿 径 向 部 分 移动 时 ,就 只 需 
对 1/ 盖 积分 . 沿 第 一 径 向 线段 ,我 们 从 xr。 积 至 
re ,然后 沿 第 二 径 向 线段 ,又 从 rs 积 至 rs ,如 此 等 
等 . 所 有 这 些 积分 之 和 与 直接 从 xr。 至 m 的 单一 积 
分 相同 . 对 于 这 一 路 径 所 得 答案 与 上 面 对 第 一 条 
路 径 所 得 的 一 样 . 很 清楚 ,对 于 任 一 条 由 任意 数目 
的 同 种 线段 构成 的 路 径 , 我 们 将 会 得 出 相同 答案 . 

若是 一 条 光滑 路 径 又 将 如 何 呢 ? 会 得 出 相 
同 的 答案 来 吗 ? 在 第 1 卷 第 13 章 中 ,我 们 就 曾 
经 讨论 过 这 一 点 . 应 用 与 那里 所 用 的 相同 论据 ， 
可 以 得 出 结论 :把 一 单位 电荷 从 a 移 至 所 做 的 
功 应 与 所 经 历 的 路 径 无 关 , 即 

驳 ( 单 位 电荷 )| 『 有 


a—b 


由 于 该 功 只 与 端点 有 关 , 所 以 它 就 可 以 表示 。。” 图 4-3 把 一 试验 电荷 从 a 移 至 5 时 ,无 论 沿 
为 两 个 数值 之 差 . 我 们 可 按 下 述 办 法 看 到 这 一 哪 一 条 路 径 所 做 的 功 都 相等 


b 


a 
任意 路 径 


46 费 轧 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


点 . 试 选 定 一 参考 点 P。 ,并 约定 用 一 条 总 会 经 过 P。 点 的 路 径 来 计算 我 们 的 积分 . 令 $(a) 代 
表 从 P 至 点 a 反抗 场 力 所 做 的 功 ,并 令 $8(5) 为 从 P。 至 点 5 所 做 的 功 (图 4-4). 这 样 ,从 a 
点 (在 去 的 路 上 ) 至 P。 点 所 做 的 功 就 会 等 于 


Wa—6)=$6)-ga) 6 $(a) 的 负 值 ,所 以 我 们 有 
Pe —[E:ds=$6)—$(a). (4.21) 
a 由 于 所 涉及 的 仅 是 函数 $ 在 两 点 之 差 ,所 以 
MP a) Pp, 我 们 实在 没有 必要 去 规定 Pu 的 位 置 . 然而 ,一 


图 4-4 沿 任意 路 径 从 a 至 6 所 做 的 功 ,等 。 有 旦 我 们 选 定 了 某 个 参考 点 , 则 就 已 确定 了 空间 任 
于 从 某 点 Po 至 a 的 功 的 负 值 加 上 从 P。 点 ”一 点 的 一 个 数目 于 是 ,$ 就 是 一 个 标量 场 , 它 


至 5 的 功 是 z+, y, z 的 函数 .我 们 称 这 标量 函数 为 在 任 一 
点 的 静电 势 . 
静电 势 $(P) =--| E. ds. (4. 22) 


为 了 方便 ,我 们 常 把 参考 点 选 在 无 限 远 . 于 是 ,对 于 位 于 原点 的 单个 电荷 来 说 ,应 用 式 
(4. 20) ,任意 点 (z，>，z) 处 的 势 $ 为 


gz，y，z) = -全 本， (4. 23) 


dro 7 


若干 个 电荷 所 产生 的 电场 ,可 写 为 第 一 个 、 第 二 个 .第 三 个 三 电荷 所 产生 的 电场 之 和 . 当 

对 和 进行 积分 以 求 电势 时 ,我 们 便 得 到 一 些 积分 之 和 . 其 中 每 个 积分 就 是 一 个 电荷 所 产生 的 

势 . 我们 断定 ,许多 电荷 所 产生 的 势 $ 等 于 所 有 各 个 电荷 所 产生 的 势 之 和 . 这 也 就 是 势 的 各 

加 原理 ,应 用 过 去 求 一 群 电 荷 或 分 布 电荷 的 电场 的 相同 论据 ,就 可 得 出 称 为 点 (1) 处 电势 的 
完整 公式 : 

g(1) = lg (4. 24) 


9 
了 4xeo rj 


1 fe(2)dV: 


4reo rz 


$(1) = (4.25) 


记 住 势 $ 的 物理 意义 : 它 是 单位 电荷 在 空间 从 某 个 参考 点 被 移 至 指定 点 时 所 具有 
的 势能 . 


§4-4 E=—vy$ 


谁 在 乎 $ 呢 ?因为 作用 于 电荷 上 的 力 都 是 由 电场 提供 的 . 关键 在 于 ,EE 可 以 容易 地 由 
$ 求 得 一 一 事实 上 ,这 如 同 取 微 商 那样 容易 . 试 考虑 两 点 ,一 点 在 z 处 , 另 一 点 在 (xz 十 dx) 
处 ,而 这 两 点 处 于 相同 的 y 和 z. 试问 把 一 单位 电荷 从 一 点 移 至 另 一 点 时 做 了 多 少 功 ? 该 路 
径 是 沿 工 至 z 十 dz 的 一 条 水 平 线 ,所 做 之 功 等 于 这 两 点 的 电势 之 差 : 


AW = $(z+ Ax, y, z)—$(r, y, z) = 六 az. 
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而 对 相同 路 径 抵抗 场 力 所 做 的 功 为 


RP 


= 二 
瓦 .一 一天. 


同 理 , E, = 一 3$/3y, E. 一 一 3g/3z. 或 者 ,用 矢量 分 析 的 符号 把 它们 综合 起 来 , 则 
一 一 V 乡 (4. 27) 


这 个 方程 是 式 (4. 22) 的 微分 形式 . 任何 具有 确定 电荷 的 问题 ,都 可 以 通过 式 (4. 24) 或 (4. 25) 
算出 电势 ,再 用 式 (4. 27) 求 场 加 以 解决 . 式 (4. 27) 与 我 们 从 矢量 微 积分 学 所 求 得 的 式 子 相 
符 , 即 对 于 任 一 标量 场 $， 


(4. 26) 


| ww ds = $(6) —#(a). (4. 28) 


根据 式 (4. 25) ,标量 势 $ 由 一 个 三 维 积分 给 出 , 它 同 我 们 以 往 对 EE 的 积分 相似 .算是 
否 比 算 E 有 优点 呢 ? 有 的 ! 对 于 $ 来 说 ,只 用 到 一 个 积分 ,而 对 于 EE 则 有 三 个 积分 一 因 
为 它 是 一 个 矢量 . 而 且 ,对 1/r 的 积分 往往 比 对 z/r 的 积分 稍微 方便 . 在 许多 实际 情况 
中 , 先 算出 #, 然 后 取 其 梯度 以 求 得 电场 , 比 计算 EE 的 三 个 积分 较 容易 . 当然 这 仅仅 是 一 个 
实际 问题 

$ 这 个 势 还 有 更 深刻 的 物理 意义 .我 们 已 经 证 明 , 当 # 由 式 (4.22) 给 出 时 ,库仑 力 中 的 
可 以 由 EE 一 一 V$ 获 得 . 但 如 果 E 等 于 一 个 标量 场 的 梯度 ,那么 ,我 们 从 矢量 运算 知道 的 
旋 度 必定 等 于 零 

VxXE=0. (4.29) 

这 恰好 就 是 静电 学 中 第 二 个 基本 方程 , 即 式 (4.6). 我 们 已 经 证 明 ,由 库仑 定律 会 给 出 一 个 满 
足 该 条 件 的 忆 场 . 到 目前 为 止 , 事 事 都 很 顺利 . 

我 们 在 定义 电势 之 前 ,实际 上 已 经 证 明 VX E = 0. 我 们 曾经 指出 , 绕 一 闭合 路 径 所 做 
的 功 为 零 . 这 就 是 说 ,对 于 任何 路 径 ， 


惫 .=o 


在 第 3 章 中 ,我 们 曾 见 到 对 任何 这 类 场 ,V XE 必定 处 处 为 零 . 静电 学 中 的 电场 是 无 旋 场 的 
一 个 例子 

你 可 以 用 另 一 种 方法 一 对 于 由 式 (4. 11) 所 给 出 的 点 电荷 的 场 ,计算 XE 的 分 
量 一 证 明 YX 已 等 于 零 ,借以 练习 你 们 的 矢量 运算 . 如 果 你 得 到 零 , 则 番 加 原理 告诉 说 ,对 
于 任何 电荷 分 布 的 场 你 也 会 得 到 零 

应 当 指 出 一 个 重要 事实 :对 于 任何 径 向 力 ,做 的 功 与 路 径 无 关 , 因 而 存在 着 势 .如 果 你 想 
到 这 一 点 ,上 面 为 证 明 功 的 积分 与 路 径 无 关 的 全 部 论据 , 仅 有 赖 于 来 自 单个 电荷 的 力 是 径 向 


和 球 对 称 的 这 个 事实 . 它 并 不 取决 于 与 距离 的 关系 为 二 的 事实 一 一 很 可 能 存在 与 的 任何 
依赖 关系 . 势 的 存在 以 及 EE 的 旋 度 等 于 零 的 事实 ,实际 上 只 是 由 于 静电 力 具有 方向 及 对 称 
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性 的 缘故 . 基于 此 , 式 (4. 28) 或 式 (4. 29) 只 可 能 包含 了 电学 规律 的 一 部 分 . 
$4-5 五 的 通 量 


我 们 现在 要 来 导出 一 个 场 方程 式 , 它 明确 而 又 直接 地 与 力 的 平方 反比 规律 这 个 事实 有 
关 . 场 随 距离 的 平方 反比 地 变化 ,这 对 于 某 些 人 来 说 ,似乎 是 “理所当然 的 ", 因 为 “ 那 是 事情 
扩展 的 途径 ”. 试 考虑 一 个 光源 及 正 从 它 发 射出 的 光 : 通 过 一 个 顶端 位 于 源 处 的 锥 体 所 割 出 
的 面 的 光量 ,不管 这 个 面 所 在 处 的 半径 大 小 如 何 , 处 处 相等 . 只 要 光 能 守恒 ,这 就 是 必然 的 . 
单位 面积 的 光量 一 一 光 强 一 一 必然 与 锥 体 所 割 出 的 面积 成 反比 地 变化 ,也 就 是 与 光源 的 距 
离 的 平方 成 反比 . 由 于 同样 的 理由 ,电场 肯定 会 与 距离 的 平方 反比 地 变化 ! 可 是 ,这 里 并 没 
有 “同样 的 理由 ”这 种 东西 .没有 人 能 够 讲 , 电 场 就 像 光 那样 ,是 某 种 守恒 的 东西 流动 的 量度 . 
假如 有 一 个 电场 “模型 " ,其 中 电场 矢量 代表 流 或 某 种 飞 出 去 的 小 “子弹 ”的 运动 方向 和 速率 ， 
而 且 如 果 模 型 要 求 这 些 子 弹 守 恒 , 即 一 旦 被 射出 去 就 没有 一 颗 子弹 会 丢失 ,那么 也 许 我 们 能 
够 “看 到 "该 平方 反比 定律 是 必需 的 . 另 一 方面 ,要 求 有 某 种 能 够 表达 这 一 物理 概念 的 数学 方 
式 . 假如 电场 像 发 射出 去 的 守恒 的 子弹 ,那么 它 就 将 随 距 离 的 平方 成 反比 地 变化 ,而 我 们 也 
将 可 能 用 一 个 方程 一 一 那 纯粹 是 一 种 数学 形式 一 一 来 描写 那 种 行为 了 . 现在 不 妨 想 想 这 个 
方法 ,只 要 我 们 不 说 电场 是 由 子弹 构成 的 ,但 要 认识 到 ,我 们 是 在 用 一 个 模型 协助 求 得 正确 
的 数学 答案 . 

甚至 假定 ,我 们 想象 一 下 电场 确实 代表 某 种 守恒 东西 的 流 一 一 在 除了 电荷 所 在 处 外 的 
一 切 地 方 ( 电 场 总 得 从 某 处 开始 产生 !). 我 们 设想 ,不管 什么 东西 ,都 是 从 电荷 流出 进入 周围 
空间 的 . 如 果 E 就 是 这 种 流 的 矢量 (正如 热流 中 的 h) ,那么 在 点 源 附近 它 将 有 一 个 1vr 的 
依赖 关系 . 现在 ,我 们 要 用 这 个 模型 找 出 如 何 用 一 种 更 深刻 或 更 抽象 的 办 法 来 陈述 这 一 平方 
反比 定律 ,而 不 仅仅 是 说 “平方 反比 "(你 也 许 觉得 奇怪 ,我 们 为 什么 要 避免 对 这 么 一 个 简单 
定律 的 直接 陈述 ,而 要 用 另 一 种 方式 隐蔽 地 暗示 同样 的 事情 . 但 请 忍耐 一 点 ! 它 将 会 证 明确 
实 很 有 用 ). 

我 们 要 间 :; 从 点 电荷 附近 的 任 一 个 闭合 曲面 出 来 的 E* 流 "是 什么 ?首先 ,让 我 们 取 一 
个 简易 闭合 面 一 一 如 图 4-5 所 示 的 一 个 . 如 果 吾 场 像 流 , 则 从 这 一 个 箱子 里 出 来 的 净 流 
应 该 等 于 零 . 只 要 从 这 一 个 面 跑 出 去 的 所 谓 “ 流 量 " 指 的 是 的 法 向 分 量 的 面积 分 一 一 即 
E 的 通 量 , 则 我 们 就 得 到 上 述 结果 . 在 那些 径 向 面 上 ,法 向 分 量 为 零 . 而 在 那些 球面 上 ， 
法 向 分 量 E, 恰好 就 是 三 的 大 小 一 一 对 于 那个 较 小 的 面 为 负 ,而 对 于 那个 较 大 的 面 为 
正 .的 大 小 随 1/r 而 减少 ,但 表面 积 却 正比 于 一 , 因 而 两 者 之 积 就 与 "无 关 了 .进入 a 
面 的 E 的 通 量 恰好 被 跑 出 6 面 的 那个 通 量 所 抵消 . 从 S 出 来 的 总 流量 为 零 , 也 就 是 说 ， 
对 于 这 个 曲面 ， 


| E.da = 你 (4. 30) 


其 次 ,我们 将 证 明 两 个 端面 可 以 相对 于 径 线 倾斜 而 不 会 改变 该 积分 式 (4. 30). 尽管 这 是 
普遍 正确 的 ,但 对 于 我 们 的 目的 来 说 , 却 只 需 证 明 当 两 个 端面 很 小 ,以 致 它们 对 着 来 自 源 心 
的 一 个 小 角 一 一 实际 上 是 一 个 无 限 小 角 一 一 时 , 它 是 对 的 就 行 了 . 在 图 4-6 中 ,我 们 画 出 了 
一 个 其 “侧面 "为 径 向 而 其 “端面 "倾斜 着 的 曲面 S. 在 这 图 中 的 端面 不 小 ,但 你 仍 想象 端面 非 
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pi 
2 了 一 

gr 

点 电荷 


图 4-5 从 曲面 S 出 来 的 五 的 通 量 为 零 


图 4-6 从 曲面 S 出 来 的 E 的 通 量 为 零 


常 小 的 情况 . 因此 ,在 面 上 场 E 将 足够 均匀 ,以 致 我 们 可 以 只 用 它 在 曲面 中 心 处 的 值 . 当 我 
们 把 该 面 倾斜 一 个 角度 6 时 , 它 的 面积 会 增 大 一 个 因子 1/cos 9. 但 EE 垂直 于 该 面 的 分 量 EE， 


则 减少 一 个 因子 cos 09, 乘积 E,Aa 保持 不 变 . 这 样 ， 
从 整个 曲面 S 出 来 的 通 量 仍 为 零 . 

到 此 不 难看 出 ,从 任何 曲面 S 包围 着 的 体积 中 
出 来 的 通 量 必 为 零 . 任何 一 个 体积 都 可 认为 是 由 如 
4-6 所 示 的 单元 构成 的 . 整个 体积 的 表面 完全 可 
分 割 成 一 对 一 对 的 端面 ,而 由 于 进出 这 些 端面 的 通 
量 成 对 地 互相 抵消 ,所 以 从 整个 曲面 S 出 来 的 总 通 
量 就 等 于 零 . 这 个 意思 由 图 4-7 说 明 . 这 样 ,我 们 就 
有 了 一 个 普 适 的 结果 . 那 就 是 ,在 一 个 点 电荷 的 场 


中 ,从 任何 闭合 曲面 S 出 来 的 通 量 均 为 零 . 图 4-7 任 一 个 体积 都 可 想象 成 完全 由 无 
可 是 要 注意 ! 上 述 证 明 只 是 在 曲面 S 不 包围 。 限 多 个 前 去 两 头 的 锥 体 构成. 从 每 一 锥 体 
电荷 时 做 出 的 . 假如 有 一 个 点 电荷 位 于 该 曲面 之 。 "各 一 于 的 局 的 通 量 与 从 另 六 的 通 提 


内 , 那 将 会 怎样 呢 ? 我 们 仍 可 将 该 曲面 分 割 成 由 通 


相等 而 相反 . 因此 ,从 曲面 S 出 来 的 总 通 
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过 电荷 g 的 各 径 向 线 所 围 成 的 各 成 对 面积 ,如 图 4-8 所 示 . 通过 这 两 个 面 的 通 量 仍旧 相 
等 一 一 用 与 上 面 同样 的 论证 一 一 只 是 现在 这 两 个 通 量 有 了 相同 的 符号 ,因此 从 包围 一 个 电 
荷 的 曲面 出 来 的 通 量 并 不 等 于 零 . 那么 , 它 等 于 什么 呢 ? 我 们 可 用 一 点 小 小 技巧 把 它 求 出 
来 . 假想 一 个 完全 在 原来 曲面 S 之 内 的 小 曲面 S' 包围 该 电荷 ,并 将 此 电荷 从 “内 部 “移出 ”， 
如 图 4-9 所 示 . 这 样 ,在 由 S 和 SS “两 个 曲面 之 间 所 包围 的 体积 内 就 没有 电荷 了 . 应 用 与 上 面 
所 给 出 的 相同 的 论证 ,从 这 一 个 体积 出 来 的 总 通 量 (包括 通过 S 的) 就 是 零 . 这 些 论证 实际 
上 告诉 我 们 ,通过 S' 面 而 进入 该 体积 的 通 量 与 通过 S 面 跑 出 去 的 通 量 彼此 相等 . 


E, 
p> a 
b 
q 
E, 
p od 
图 4-8 ”如 果 曲 面 内 存在 电荷 , 则 出 来 的 通 
量 不 等 于 等 图 4-9 通过 S 面 的 通 量 与 通过 S/ 面 的 通 量 相同 
由 于 我 们 可 以 任意 选取 任何 形状 的 S' 面 ,所 以 就 让 我 们 
使 它 成 为 一 个 以 该 电荷 为 中 心 的 .如 图 4-10 所 示 的 那 种 球 
A 面 吧 . 这 样 , 便 可 以 很 容易 地 算出 通过 这 个 面 的 通 量 . 如 果 该 
小 球面 的 半径 为 +, 则 在 球面 上 的 EE 值 处 处 都 是 
1 9 
4rko 7 
8S' 其 方向 始终 垂直 于 球面 . 如 果 把 下 的 法 向 分 量 乘 以 该 面 面 
积 , 则 可 以 求 出 通过 S' 面 的 总 通 量 : 
图 4-10 通过 一 个 含有 点 电荷 .省 、| cv/ .二 是 (1 9 三 这 
4 的 球面 的 通 量 为 go 请 这 古风 天 和 二 (io 我 Ji 
这 是 一 个 与 球面 半径 无 关 的 数值 ! 因此 ,我 们 知道 :通过 S 
面 出 来 的 通 量 也 为 q/e 一 个 与 S 的 形状 无 关 的 值 ,条 件 是 电荷 gq 必须 处 在 该 面 之 内 . 
可 以 把 此 结论 写 为 : 


0, q 在 S 之 外 ; 


jd | gq 在 S 之 内 . (ho32) 


让 我 们 回 到 “子弹 "的 比拟 上 来 ,并 看 看 它 是 否 有 意义 . 上 述 定理 说 明 : 如 果 闭 合 曲 面 内 
没有 那 支 发 射 子弹 的 枪 , 则 穿 过 该 面 的 净 子 弹 流 为 零 ; 但 若 枪 已 包围 在 曲面 之 内 , 则 无 论 该 
面 的 大 小 及 形状 如 何 , 穿 出 去 的 子弹 数目 相同 一 一 它 由 枪 的 子弹 产生 率 给 出 .对 于 守恒 的 子 
弹 来 说 ,所 有 这 一 切 似乎 很 合理 . 这 个 模型 告诉 我 们 的 东西 ,是 否 比 仅仅 由 式 (4. 32) 得 到 的 
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东西 要 多 呢 ? 迄今 还 没有 谁 能 成 功 地 使 这 些 “ 子 弹 " 除 了 产生 这 一 定律 以 外 ,还 能 完成 其 他 
任务 .此 后 ,它们 就 只 会 产生 错误 . 这 就 是 今天 我 们 宁愿 完全 抽象 地 去 表达 电磁 场 的 原因 . 


8 4-6 ”高 斯 定理 ;E 的 散 度 


我 们 的 优美 结果 一 一 式 (4. 32) ,是 为 单个 点 电荷 而 证 明 的 . 现在 ,假设 存在 两 个 电荷 , 电 
荷 9% 位 于 一 点 ,而 电荷 gs 位 于 另 一 点 ,问题 看 来 比较 困难 . 为 了 求 得 通 量 , 我 们 要 对 电场 的 
法 向 分 量 取 积分 ,而 这 电场 是 由 两 电荷 产生 . 这 就 是 说 ,如 果 E, 代表 由 9 单独 产生 的 电场 ， 
而 E; 代表 由 9: 单独 产生 的 电场 , 则 总 电场 为 E = E, 十 E. 通过 任 一 闭合 曲面 S 的 通 量 为 


| +E.)da = | Ende + | Eado. (4. 33) 


两 个 电荷 存在 时 的 通 量 , 等 于 单个 电荷 的 通 量 加 上 另 一 个 电荷 的 通 量 . 如 果 两 电荷 都 在 S 
面 之 外 , 则 通过 S 面 的 通 量 为 零 . 如 果 @ 在 S 面 内 而 gi 在 S 面 外 , 则 第 一 个 积分 为 ev/e ,而 
第 二 个 积分 为 零 . 如 果 两 电荷 都 包围 在 曲面 内 , 则 每 一 电荷 都 将 做 出 自己 的 贡献 ,因而 通 量 
为 (9 十 qs)/o. 普遍 的 法 则 显然 是 ,从 一 个 闭合 曲面 出 来 的 总 通 量 等 于 在 该 面 内 的 总 电 
荷 除 以 。. 

我 们 的 结果 是 静电 场 一 条 重要 而 普遍 定律 , 称 为 高 斯 定律 . 

高 斯 定律 

E.da 二 曲面 内 电荷 的 总 和 a 


wt 《0 


E .nda= Qs, (4. 35) 
《0 


式 中 
Qn = 2 (4. 36) 


如 果 我 们 用 电荷 密度 p 来 描述 电荷 的 位 置 , 则 可 认为 每 个 无 限 小 体积 dV 本 代 有 点 "电荷 
pdV. 这 样 , 对 所 有 电荷 的 和 ,就 是 积分 


Qn = | ey. (4. 37) 


从 上 述 的 推导 可 以 看 出 ,高 斯 定律 乃 起 因 于 库仑 力 中 的 赛 指 数 恰 好 等 于 2 这 个 事实 . 任 
何 n 关 2 的 1/r" 的 场 , 不 可 能 给 出 高 斯 定律 . 因此 ,高 斯 定律 只 不 过 是 用 一 种 不 同形 式 来 表 
述 两 电荷 间 力 的 库仑 定律 而 已 . 事实 上 ,如 果 倒 过 来 ,你 将 会 从 高 斯 定律 导出 库仑 定律 . 这 两 
定律 完全 等 价 , 只 要 我 们 记 住 电荷 之 间 的 作用 力 是 径 向 的 . 

现在 ,我 们 想 用 微 商 来 写 出 高 斯 定律 . 为 此 ,把 高 斯 定律 应 用 于 一 个 无 限 小 的 立方 体 表 
面 .在 第 3 章 中 ,我 们 曾经 证 明 过 ,从 这 样 一 个 立方 体 表面 出 来 的 EE 的 通 量 仍 等 于 E 乘 
以 该 立方 的 体积 dV. 按照 p 的 定义 ,在 dV 内 的 电荷 等 于 pdV ,所 以 高 斯 定律 给 出 
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vB = 


V 
tw “ 


VvV.E= 2£. (4. 38) 
《0 


高 斯 定律 的 这 个 微分 形式 ,是 静电 学 的 四 个 基本 场 方程 式 中 的 第 一 个 , 即 式 (4. 5). 现在 我 们 
已 经 证 明 ,静电 学 的 两 个 方程 式 (4. 5) 和 (4. 6) 与 库仑 定律 等 价 . 下 面 将 要 讨论 应 用 高 斯 定律 
的 一 个 例子 (以 后 我 们 将 碰 到 更 多 的 例子 ). 


$ 4-7 带电 球体 的 场 


过 去 我 们 学 习 引 力 吸引 理论 时 ,过 到 的 困难 问题 之 一 就 是 要 证 明 ; 在 一 个 实心 球体 上 所 
产生 的 力 , 同 所 有 物质 都 集中 在 其 中 心 或 位 于 球面 是 相同 的 . 牛顿 经 过 了 许多 年 都 没有 把 他 
的 引力 理论 公 诸 于 世 , 就 是 因为 他 当时 还 不 敢 肯 定 这 个 定理 是 正确 的 . 我 们 在 第 1 卷 第 13 
章 中 ,曾经 通过 算出 关于 势 的 积分 ,然后 利用 梯度 求 得 引力 来 证 明 这 个 定理 . 现在 ,我们 能 够 
用 最 简单 的 方式 来 证 明 它 ,只 是 这 次 将 证 明 关于 一 个 均匀 带电 球体 的 相应 定理 (由 于 静电 学 
定律 与 引力 定律 相同 ,所 以 同样 的 证 法 也 可 用 于 引力 场 ). 

我 们 要 问 ,在 一 个 充满 均匀 分 布 电荷 的 球体 外 

面 任 一 点 的 电场 E 是 什么 ? 既然 不 存在 “特殊 ” 

7 Dt 的 方向 ,我 们 便 可 以 假定 E 处 处 都 是 从 球 心 向 外 . 

\ 考虑 一 个 与 该 带电 球体 同心 的 .并 通过 已 点 的 球面 
KR 做、 高 斯 而 $ 《图 4-11). 对 于 这 个 面 ,向 外 通 量 为 


电荷 分 布 PN 
0 |E.da = 下 .4nR-. 
过 vy 律 求 一 个 均 握 
网 4 ee “3 久 竺 电 。 高 斯 定律 告诉 我 们 ,这 一 通 量 等 于 该 带电 球体 的 总 
电荷 Q( 除 以 6 ): 

E.4xR’: = 2, 

或 
E 1 Q 


= 4rreo R?** (4. 39) 


这 与 一 个 点 电荷 Q 的 公式 相同 . 我 们 比 求 积分 更 容易 地 证 明了 牛顿 的 问题 . 当然 ,这 种 容易 
是 不 真实 的 一 一 由 于 你 已 花 了 某 些 时 间 才 能 理解 高 斯 定律 ,所 以 你 也 可 以 认为 实际 上 没有 
节省 时 间 . 但 是 当 你 越 来 越 多 地 应 用 这 一 定理 以 后 , 便 会 开始 有 所 收获 . 这 是 一 个 效率 问题 . 


$4-8 场 线 ;等 势 面 


现在 ,我们 想 要 给 出 静电 场 的 一 种 几何 描述 . 静电 学 的 两 定律 ,一 个 为 通 量 正比 于 内 部 
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电荷 , 另 一 个 表明 电场 是 势 的 梯度 ,它们 也 可 以 用 几何 方法 来 表示 . 下 面 用 两 个 例子 来 说 明 . 

首先 ,我 们 取 一 个 点 电荷 的 场 为 例 . 在 场 方向 画 线 一 总 是 与 场 相 切 的 线 ,如 图 4-12 所 
示 . 这 些 线 称 为 场 线 ,它们 处 处 指明 电 矢 量 的 方向 . 但 我 们 还 希望 表达 出 该 矢量 的 大 小 .为 
此 ,我 们 可 以 制定 这 样 的 规则 :电场 强度 将 由 场 线 的 “密度 "表示 . 所 谓 场 线 的 密度 ,是 指 通过 
与 该 线 垂直 的 单位 面积 的 线 的 数目 . 应 用 这 两 条 规则 就 可 以 得 出 一 幅 电场 图 像 . 对 于 一 个 点 
电荷 来 说 , 场 线 的 密度 必须 按 1/r 减少 , 但 在 任何 半径 r 处 与 线 垂直 的 球面 面积 却 会 随 7 
而 增 大 ,所 以 如 果 对 于 离 电荷 的 一 切 距 离 处 我 们 都 保持 线 的 数目 相同 , 则 密度 将 保持 与 场 的 
大 小 成 正比 . 只 要 我 们 坚持 所 画 出 来 的 线 是 连续 的 一 一 即 一 旦 线 已 从 电荷 发 出 , 它 就 永远 不 
会 停止 ,那么 ,我 们 就 能 保证 在 每 个 距离 处 线 的 数目 都 相同 . 依赖 场 线 ,高 斯 定律 说 ,这 些 线 
只 应 从 正 电荷 出 发 而 终止 于 负电 荷 . 离开 电荷 g 的 线 的 数目 一 定 等 于 g/6. 
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图 4-12 一 个 正点 电荷 的 场 线 和 等 势 面 


现在 ,对 于 势 $ 来 说 ,我 们 也 能 找到 一 个 相似 的 几何 图 像 . 表达 势 最 方便 的 方法 是 画 出 
$ 为 常数 的 那些 面 . 这 种 面 称 为 等 势 面 一 一 势 相 等 的 面 . 那么 ,等 势 面 与 场 线 间 的 几何 关系 
又 是 如 何 呢 ? 电场 是 势 的 梯度 . 梯度 是 在 势 变化 最 迅速 的 那个 方向 ,所 以 它 垂 直 于 等 势 耐 . 
假如 EE 并非 垂直 于 这 种 面 ,那么 它 会 有 一 个 没 面 分 量 . 此 时 , 势 会 在 面 上 发 生变 化 ,于 是 它 
就 不 会 是 等 势 的 了 . 因此 ,等 势 面 必然 会 处 处 与 电场 线 成 直角 . 

对 于 一 个 孤立 的 点 电荷 来 说 ,等 势 面 是 以 该 电荷 为 中 心 的 球面 . 我 们 已 在 图 4-12 中 显 
示 出 这 些 球面 与 一 个 通过 该 电荷 的 平面 的 交 线 . 

作为 第 二 个 例子 ,我 们 考虑 在 两 个 大 小 相等 而 符号 相反 的 电荷 附近 的 场 . 要 获得 这 个 场 
挺 容易 . 总 场 由 该 两 电荷 各 自 的 场 番 加 而 成 . 因此 ,我 们 可 以 取 两 幅 如 4-12 那样 的 图 并 把 它 
们 县 加 起 来 一 一 不 可 能 ! 这 样 我 们 会 有 彼此 相交 的 场 线 ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 E 不 能 在 同 
一 点 上 有 两 个 方向 . 场 线 图 的 缺点 现在 就 显而易见 了 . 根据 几何 论证 不 可 能 用 十 分 简单 的 方法 
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去 分 析 那 些 新 场 线 的 去 向 . 从 两 个 独立 图 像 我 们 不 能 获得 一 个 综合 的 图 像 . 和 亚 加 原理 固然 是 关 
于 静电 场 的 一 个 简单 而 又 深刻 的 原则 ,但 在 场 线 的 图 像 方面 ,还 没有 一 个 容易 的 表达 方式 . 


关于 单位 的 备忘录 
要 单位 和 单位 
F N l/o~FL:/@ NmC™’ 
Q C E~F/Q NC-! 
L m $~W/Q JC- = 一 V 
Ww J 下 一 了 Vm-' 
p 一 Q/AL3 Cm l/o~EL’*/Q VmC-! 


然而 , 场 线 图 形 毕竟 有 它 的 用 途 , 所 以 对 于 一 对 相等 (而 相反 的 ) 电 荷 我 们 也 许 仍 乐于 去 
画 出 其 图 像 来 . 若 我 们 由 式 (4. 13) 算 出 场 ,又 由 式 (4. 23) 算 出 势 ,那么 , 便 可 描绘 出 场 线 和 等 
势 面 . 图 4-13 显示 这 个 结果 . 但 我 们 得 先 在 数学 上 解决 这 个 问题 ! 


we 


\ 


图 4-13 两 个 相等 而 相反 的 点 电荷 的 场 线 和 等 势 面 


第 S 章 高 斯 定律 的 应 用 


$5-1 静电 学 就 是 高 斯 定律 加 …… 


静电 学 有 两 个 定律 :从 某 一 体积 出 来 的 通 量 正比 于 其 中 的 电荷 一 一 高 斯 定律 ;电场 的 环 
流 等 于 零 一 一 E 是 一 种 梯度 . 所 有 静电 学 的 预言 都 可 以 从 这 两 个 定律 推出 . 但 这 些 事情 从 数 
学 上 来 说 是 一 回 事 ; 而 熟练 地 ,巧妙 地 应 用 这 些 定律 , 却 是 另 一 回 事 . 在 本 章 中 ,我们 将 完成 
若干 项 可 以 直接 由 高 斯 定律 进行 的 计算 .我 们 将 证 明 一 些 定理 ,并 描述 一 些 效 应 ,特别 是 在 
导体 中 ,这 些 可 以 很 容易 从 高 斯 定律 得 到 理解 , 高 斯 定律 本 身 不 能 对 任何 一 个 问题 提供 答 
案 ,因为 还 有 另 一 条 定律 必须 遵守 . 因此 , 当 我 们 应 用 高 斯 定律 解决 某 些 特定 问题 时 ,还 得 对 
它 加 点 东西 . 例如 ,将 必须 假定 场 看 来 会 怎样 的 某 些 概念 一 一 基于 诸如 对 称 性 的 论据 . 不 然 
的 话 ,我 们 可 能 就 不 得 不 明确 地 引入 场 是 势 的 梯度 这 么 一 个 概念 了 . 


§5-2 静电 场 中 的 平衡 


首先 ,考虑 下 述 问题 :一 个 处 于 其 他 电荷 的 电场 中 的 点 电荷 何 时 才能 处 于 稳定 的 力学 平 
衡 状态 呢 ? 作为 一 个 例子 , 试 设想 在 一 水 平面 上 有 一 个 等 边 三 角形 ,在 每 个 角 上 各 放置 一 负 
电荷 . 一 个 置 于 该 三 角形 中 心 处 的 正 电荷 是 否 会 保持 在 那里 (如 果 暂 时 略 去 重力 ,问题 就 会 
简单 些 ,尽管 把 它 包括 进去 也 不 会 改变 所 得 结果 )? 作用 于 该 正 电 荷 上 的 力 为 零 ,但 这 个 平 
衡 稳定 吗 ? 要 是 稍微 移动 一 下 电荷 , 它 会 回 到 平衡 位 置 上 来 吗 ? 答案 是 否定 的 . 

在 任何 静电 场 中 都 不 会 有 稳定 的 平衡 点 一 一 除非 这 一 点 恰好 得 在 一 个 电荷 上 . 应 用 
高 斯 定律 很 容易 看 出 其 原因 . 首先 ,要 使 电荷 在 任 一 特定 P。 点 上 处 于 平衡 , 场 就 必须 等 
于 零 . 其 次 ,如 果 平 衡 是 一 稳定 平衡 , 则 还 要 求 若 把 电荷 沿 任 一 方向 移 离 P。 点 , 便 应 有 一 
个 与 位 移 反 向 的 恢复 力 . 在 一 切 邻 近 点 的 电场 都 必须 指向 内 一 一 即 指向 P。 点 . 但 如 果 在 
Pu 点 没有 电荷 存在 , 那 就 会 违反 高 斯 定律 ,这 点 我 们 可 以 很 容易 看 出 来 . 

考虑 一 个 包围 着 P。 点 的 小 想象 面 ,如 图 5-1 所 示 . 若 在 Pu 点 
附近 的 电场 处 处 都 指向 它 , 则 对 场 的 法 向 分 量 的 面积 分 就 肯定 不 会 《了 、 

等 于 零 . 在 上 图 所 示 的 情况 中 ,通过 该 面 的 通 量 必然 是 一 负 值 .但 。 // 一 

高 斯 定律 说 明 ,通过 任何 曲面 的 电场 通 量 正比 于 在 该 面 内 的 总 电 。 1 一 AP” 、 忆 一 外国 各 
荷 . 如 果 在 P。 点 处 没有 电荷 , 则 我 们 想象 出 来 的 场 便 违反 了 高 斯 “~_ 1 

定律. 在 一 个 空 的 空间 里 ,在 那里 的 某 一 点 不 存在 一 些 负电 荷 , 使 《加 si， 各 p, 对 于 个 下 
位 于 该 点 的 一 个 正 电荷 处 于 平衡 是 不 可 能 的 . 如 果 一 个 正 电荷 处 。 电荷 来 说 是 一 个 稳定 平 偶 
于 某 一 分 布 的 负电 荷 中 间 , 则 它 可 以 达到 平衡 . 当然 ,那些 负电 荷 


点 ,那么 在 其 附近 每 一 处 的 
的 分 布 就 必须 由 电力 以 外 的 力 把 它们 固定 在 适当 的 位 置 上 ! 电场 就 都 应 指向 Po 点 
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对 于 一 个 点 电荷 我 们 得 到 了 上 述 结果 . 这 同一 结论 是 否 也 适用 于 被 固定 一 一 比如 用 棍 
子 来 固定 一 一 在 相对 位 置 上 分 布 复杂 的 电荷 呢 ? 我 们 考虑 关于 固定 在 一 条 棍子 上 的 两 个 相 
等 电荷 的 问题 . 这 个 组 合 在 某 个 静电 场 中 能 否 处 于 平衡 呢 ? 答案 再 次 是 否定 的 . 因为 作用 于 
棍子 上 的 总 力 不 可 能 对 于 每 一 方向 上 的 位 移 都 具有 恢复 作用 . 

设 作 用 于 棍子 上 任意 位 置 的 总 力 为 Ff 一 一 因此 ,F 就 是 一 个 矢量 场 . 根据 上 面 所 用 的 论 
据 ,我们 断定 ;在 一 个 稳定 平衡 的 位 置 上 ,F 的 散 度 必定 是 一 个 负 值 . 但 作用 于 棍子 上 的 总 力 
则 等 于 第 一 个 电荷 乘 以 在 其 位 置 上 的 电场 ,加 上 第 二 个 电荷 乘 以 在 其 位 置 上 的 电场 ; 


F 一 gE + gE:. (5. 1) 
F 之 散 度 为 V:F=qg(V.E)+g(V.E,). 


倘若 9 和 qs 两 电荷 中 每 一 个 都 处 在 自由 空间 里 , 则 V* E, 和 V ' EE 均等 于 零 ,因而 VY .下 也 
就 等 于 零 一 一 不 是 负 值 ,而 负 值 是 对 于 平衡 所 要 求 的 . 可 以 看 到 ,这 论证 的 引申 表明 :在 自由 空 
闻 的 静电 场 中 ,由 任意 数目 的 电荷 固 结 在 一 起 的 组 合 都 不 可 能 有 一 个 稳定 的 平衡 位 置 . 

我 们 至 今 没有 证 明 , 即 使 有 一 些 支点 或 其 他 机 械 约束 ,平衡 仍然 是 不 可 能 的 . 作为 一 个 例 
子 , 考 虑 一 根 空 心 管 ,其 中 有 一 电荷 可 以 自由 往复 运动 ,但 却 不 能 向 旁 移动 . 现在 ,不 难 设计 出 这 
么 一 个 电场 :在 管 两 端 处 场 都 指向 内 ,而 容许 在 管 中 心 附近 场 可 以 从 管 侧面 指向 外 . 我 们 只 要 将 
正 电 荷 置 于 管 的 两 端 ,如 图 5-2 所 示 . 眼下 虽然 E 的 散 度 仍 等 于 零 ,但 可 能 有 一 个 平衡 点 . 当然 ， 
假如 不 是 由 于 从 管 壁 所 加 的 “ 非 电 ” 力 , 则 该 电荷 对 于 侧 向 运动 来 说 还 是 不 会 处 于 稳定 平衡 的 . 


图 5-2 ”如果 有 一 些 机 械 约束 ,电荷 就 可 处 于 平衡 


§5-3 有 导体 时 的 平衡 


在 固定 电荷 系统 所 产生 的 场 中 不 存在 稳定 点 . 那么 ,对 于 带电 导体 的 系统 会 怎样 呢 ? 由 
各 带电 导体 组 成 的 系统 ,能 否 产生 对 于 一 个 点 电荷 来 说 会 有 稳定 平衡 点 的 那 种 场 呢 ( 当 然 ， 
我 们 所 指 的 不 是 在 导体 上 的 点 )? 你 知道 ,导体 具有 其 中 电荷 能 够 自由 活动 的 那 种 性 质 . 也 
许 当 该 点 电荷 稍微 移动 一 下 时 ,导体 上 其 他 的 电荷 就 会 以 一 种 将 给 予 该 点 电荷 一 恢复 力 的 
方式 移动 ? 答案 仍然 是 否定 的 一 一 尽管 刚才 所 给 出 的 那 种 证 法 仍 未 对 此 有 所 证 明 . 在 这 种 
情况 下 证 明 比 较 困 难 , 我 们 将 仅仅 指出 证 明 的 方法 . 

首先 ,我 们 注意 到 : 当 电 荷 在 导体 上 重新 分 布 时 ,只 有 在 电荷 的 运动 会 减少 其 总 势能 的 
情况 下 才能 进行 ( 当 电荷 在 导体 中 移动 时 ,有 些 能 量 损失 于 发 热 ). 现在 我 们 已 经 证 明了 :如 
果 那 些 产生 场 的 电荷 都 是 固定 不 动 的 , 则 在 场 中 任 一 个 零点 P。 附近 ,就 会 有 某 一 方向 , 沿 
该 方向 要 把 一 个 点 电荷 移 离 Pu 点 会 降低 系统 的 能 量 (因为 力 从 P。 指向 外 ). 导体 上 任何 电 
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荷 的 调整 都 只 能 更 多 地 降低 势能 ,从 而 (按照 虚 功 原理 ) 它 们 的 运动 就 只 能 在 离开 P。 点 的 
特定 方向 上 增 大 该 力 , 而 不 是 相反 . 

我 们 的 结论 并 非 意 味 着 ,不 可 能 用 电力 来 平衡 一 个 电荷 . 只 要 人 们 愿意 采取 适当 措施 ， 
控制 那些 支承 电荷 的 位 置 或 大 小 , 那 便 是 可 能 的 . 你 知道 ,竖立 在 引力 场 中 的 一 根 棍子 是 不 
会 稳定 的 ,但 这 并 未 证 明 它 就 不 能 在 手指 尖 上 达到 平衡 . 同 理 ,一 个 电荷 可 能 会 被 一 些 电场 
固定 在 一 点 上 ,只 要 那些 场 是 可 变 的 . 但 电荷 决 不 会 为 一 个 被 动 的 一 一 也 即 是 静止 不 动 
的 一 一 系统 所 固定 . 


$5-4 原子 的 稳定 性 


如 果 电 荷 不 能 够 稳定 地 保持 在 它们 的 位 置 上 ,那么 把 物质 想象 成 由 受 静电 学 定律 支配 
的 静止 点 电荷 (电子 和 质子 ) 所 构成 ,肯定 是 不 合适 的 . 诸如 这 样 的 静止 组 态 不 可 能 存在 , 它 
是 会 刷 塌 的 ! 

有 人 曾经 建议 过 ,原子 的 正 电 荷 可 以 均匀 地 分 布 在 一 个 球体 中 ,而 负电 荷 ( 各 电子 ) 则 可 
静止 地 处 于 该 正 电 荷 之 中 ,如 图 5-3 所 示 . 这 是 第 一 个 原子 模型 ,由 汤姆 孙 所 倡议 . 但 卢 瑟 福 
却 从 盖 革 和 马 斯 登 的 实验 中 得 出 结论 : 正 电荷 是 很 集中 的 ,集中 于 他 所 称 之 为 核 的 地 方 . 汤 
姆 孙 的 静止 模型 就 不 得 不 放弃 了 . 于 是 卢 瑟 福 和 玻 尔 建议 平衡 可 能 是 动力 学 的 ,电子 在 轨道 
上 环行 ,就 像 图 5-4 所 示 的 那 种 情况 . 通过 轨道 运动 ,电子 将 避免 跌落 到 核 里 去 . 对 于 这 样 一 
种 图 像 我 们 已 知道 至 少 有 一 点 困难 . 电子 这 样 运动 就 会 有 加 速度 (由 于 圆周 运动 ) ,从 而 会 辐 
射 能 量 . 它们 将 丧失 待 在 轨道 上 所 需要 的 动能 ,从 而 会 螺旋 式 地 趋向 核 ,再 度 出 现 不 稳定 ! 


位 于 中 心 的 正 核 


在 行星 式 轨道 
上 的 负电 子 


图 5-3 原子 的 汤姆 孙 模 型 图 5-4 原子 的 卢 瑟 福 - 玻 尔 模 型 


原子 的 稳定 性 现在 可 由 量子 力学 给 予 解释 . 静电 力 把 电子 尽 可 能 拉 近 核 ,但 电子 却 被 迫 
持续 在 空间 中 伸展 一 定 距 离 , 那 是 由 不 确定 性 原理 规定 的 . 假如 它 被 禁 锣 在 一 个 太 小 的 空间 
里 , 它 便 有 一 个 大 的 动量 不 确定 性 . 但 这 意味 着 它 会 拥有 高 的 期 待 能 量 一 一 将 被 用 来 摆脱 电 
的 引力 的 影响 , 净 结果 是 与 汤姆 孙 想 法 没有 太 大 差别 的 电 的 平衡 一 一 只 是 现在 伸展 开 来 的 
是 负电 荷 (因为 电子 质量 比 质子 质量 小 得 多 ). 


$5-5 线 电 荷 的 场 


高 斯 定律 可 以 用 来 解决 许多 其 中 包括 某 种 特殊 对 称 性 一 一 通常 是 球形 .圆柱 形 或 平 
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面 形 的 对 称 性 一 的 静电 场 问题 . 在 本 章 的 剩 下 部 分 ,我们 将 用 高 斯 定律 来 处 理 几 个 这 样 
的 问题 .应 用 高 斯 定律 很 容易 解决 这 些 问题 ,这 可 能 会 引起 一 种 错误 印象 ,以 为 这 种 方法 
非常 有 效 , 人 们 将 能 够 继续 用 它 去 对 付 其 他 许多 问题 . 可 惜 情况 并 非 如 此 . 人 们 很 快 就 搜 
索 尽 能 够 用 高 斯 定律 容易 加 以 解决 的 问题 . 在 以 后 几 章 中 ,我 们 将 发 展 一 些 研究 静电 场 
的 更 强 有 力 的 方法 . 
作为 第 一 个 例子 ,我 们 考虑 一 个 具有 圆柱 形 对 称 性 的 系统 . 假设 有 一 根 十 分 长 而 均匀 带 
电 的 棒 ,电荷 沿 一 无 限 长 直线 均匀 地 分 布 着 ,单位 长 度 所 带 的 电荷 为 \, 我 们 希望 知道 电场 . 
当然 ,问题 可 以 通过 对 来 自 线 的 每 一 部 分 对 场 的 贡献 进行 积分 而 加 以 解决 .但 我 们 准备 不 用 
积分 ,而 通过 应 用 高 斯 定律 以 及 某 种 推测 来 求解 首先 ,推测 该 电场 会 从 直线 径 向 地 向 外 . 这 
是 因为 ,从 线 中 一 边 的 电荷 所 产生 的 场 的 任何 轴 向 分 量 ,将 伴随 着 从 线 的 另 一 边 电荷 产生 的 
场 的 相等 的 轴 向 分 量 ,结果 就 只 能 为 径 向 场 . 在 与 直线 
、 k 等 距离 的 所 有 各 点 上 , 场 应 有 相同 大 小 ,这 似乎 也 是 合 
理 的 ,而 且 很 明显 (这 一 点 可 能 不 容易 证 明 , 但 如 果 空 
闻 是 对 称 的 一 正如 我 们 所 确信 的 那样 一 则 它 便 是 
CY ) 正确 的 ). 
交 是 我 们 可 按 下 述 方式 来 应 用 高 斯 定律 . 考虑 一 个 与 该 
入 ~、 线 同 轴 的 团 柱 形 假想 曲面 ,如 图 5-5 所 示 . 按照 高 斯 定 
律 ,从 这 一 个 面 出 来 的 E 的 总 通 量 等 于 其 内 部 电荷 除 
以 . 由 于 场 假定 是 垂直 于 该 面 的 ,所 以 其 法 向 分 量 就 
是 场 的 大 小 , 叫 作 E. 令 该 柱 面 的 半径 为 ,为 了 方便 起 
见 其 长 度 取 为 一 个 单位 . 通过 该 柱 面 的 通 量 等 于 E 乘 以 该 面 面 积 ( 即 2xr). 因为 电场 与 之 相 
切 ,通过 两 个 端面 的 通 量 等 于 零 . 因为 在 其 中 的 线 长 为 一 单位 ,在 该 曲面 之 内 总 电荷 恰好 是 
4. 于 是 高 斯 定律 给 出 


图 5-5 与 线 电 荷 同 轴 的 一 个 圆柱 形 
高 斯 面 


E.2xr 一 Meo ， 
E=22 


2mor” 


线 电 荷 的 电场 与 从 线 至 该 处 的 距离 的 一 次 吞 成 反比 . 


(5. 2) 


$5-6 面 电 荷 ;平行 板 


作为 另 一 个 例子 ,我 们 现在 来 计算 均匀 面 电荷 所 产生 的 场 . 假设 该 面 延 伸 至 无 限 远 ,而 
且 单 位 面积 的 电荷 为 o. 我 们 要 做 一 种 推测 :考虑 到 对 称 性 ,我 们 相信 场 的 方向 处 处 与 该 平 
面 垂 直 , 而 倘若 没有 来 自 世 界 上 任何 其 他 电荷 的 场 , 则 两 边 的 场 ( 大 小 ) 应 相等 . 这 次 我 们 选 
取 的 高 斯 面 是 一 个 穿 过 该 平面 的 四 方 盒子 ,如 图 5-6 所 示 . 平行 于 该 平面 的 两 个 表面 面积 相 
等 ,比如 说 A. 场 垂 直 于 此 两 面 ,而 与 其 他 的 四 个 面 平行 . 总 通 量 等 于 EE 乘 以 第 一 个 面 的 面 
积 ,加 上 EE 乘 以 其 对 面 的 面积 一 一 其 他 四 个 面 都 没有 做 任何 贡献 . 包含 在 该 念 子 里 的 总 电 
荷 为 oA. 使 通 量 与 其 内 部 电荷 相等 ,我 们 便 有 


EA+EA 一 符 ， 
0 
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由 此 得 


万 一 艺 . (5..3) 
这 是 一 个 简单 而 又 重要 的 结果 . 
你 或 许 记得 ,这 同样 的 结果 曾 在 前 面 一 章 中 通过 对 整个 面 进行 积分 而 获得 . 在 这 个 例子 
中 ,高 斯 定律 更 迅速 地 给 出 了 管 案 ( 虽 则 它 并 不 如 以 前 的 方法 那么 普遍 适用 ). 
必须 强调 ,这 一 结果 仅 适 用 于 面 电荷 的 场 . 如 果 在 面 电 荷 附 近 还 有 别 的 电荷 , 则 靠近 该 
面 的 总 场 就 应 等 于 式 (5. 3) 与 其 他 电荷 的 场 之 和 . 此 时 ,高 斯 定律 只 会 告诉 我 们 : 


E+E,=£, (5.4) 


0 


式 中 E, 和 E; 分 别 代表 从 该 面 每 侧 指向 外 之 场 . 


图 5-6 在 一 均匀 带电 面 附近 的 电场 ,可 通 图 5-7 两 块 带 电 板 之 问 的 场 为 we 
过 应 用 高 斯 定律 于 一 个 想象 的 伪 子 而 求 得 


只 要 我 们 再 次 假定 其 外 部 世界 是 对 称 的 , 带 有 相等 相反 电荷 (密度 分 别 为 +c 和 一 o) 的 
两 平行 板 问 题 也 同样 简单 . 通过 对 由 单 块 板 所 得 的 两 结果 得 加 ,或 者 通过 构成 一 个 包括 两 板 
在 内 的 高 斯 盒 ,都 不 难 见 到 ,在 该 两 板 之 外 的 电场 为 零 [图 5-7(a)]. 由 考虑 一 个 只 包括 这 块 
或 那 块 板 在 内 的 盒 , 如 图 5-7(b) 或 (c) 所 示 的 那样 , 则 能 看 出 两 板 间 的 场 应 两 倍 于 单独 一 块 
板 的 场 . 结果 是 : 


E( 在 两 板 之 间 ) = oveo ; (5.5) 
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E( 在 两 板 之 外 ) = 0. (5.6) 
$5-7 带电 球体 ; 球 达 


我 们 曾 (在 第 4 章 中 ) 应 用 高 斯 定律 以 求 得 一 个 均匀 带电 球体 外 的 场 . 用 同一 方法 也 能 
给 出 球 内 各 点 的 场 . 例如 ,这 种 计算 方法 可 用 来 得 到 对 原子 核 内 部 场 的 良好 近似 . 尽管 核 里 
的 质子 互相 排斥 ,但 由 于 强大 核 力 的 作用 ,它们 还 是 几乎 均匀 地 分 布 在 核 体内 的 . 

假设 有 一 个 半径 为 R 并 均匀 地 充满 着 电荷 的 
球 , 令 p 为 单位 体积 的 电荷 . 再 利用 对 称 性 的 论证 , 假 
定 场 是 径 向 的 ,并 且 在 与 球 心 等 距离 的 一 切 点 上 这 个 
场 的 大 小 都 相等 . 要 求 与 球 心 的 距离 为 > 处 的 场 ,我 
们 取 一 个 半径 为 r(r<R) 的 球形 高 斯 面 ,如 图 5-8 所 
示 . 从 这 个 面 出 来 的 通 量 为 

4nr’E. 


在 我 们 的 高 斯 面 内 的 电荷 等 于 其 内 部 体积 乘 p, 或 


A 4 
产 3 0 


应 用 高 斯 定律 ,可 以 推 得 场 的 大 小 由 下 式 给 出 : 


E= 2(r < R). (5.7) 
3o 


图 5-8 高 斯 定律 可 用 来 求 一 个 均匀 带 
电 球体 内 的 场 你 可 以 看 到 ,这 一 公式 对 于 x = R 也 会 给 出 恰当 的 结 


果 .电场 与 半径 成 正比 ,并 沿 径 向 指向 外 . 
刚才 对 于 一 个 均匀 带电 球体 所 提供 的 论证 ,也 可 应 用 于 一 个 带电 薄 球 壳 . 假定 场 是 处 处 
径 向 的 并 且 具 有 球 对 称 性 , 那 便 可 以 立即 从 高 斯 定律 获得 在 球 壳 外 的 场 与 一 个 点 电荷 的 场 
相似 ,而 球 壳 内 的 场 则 处 处 为 零 ( 在 球 壳 内 的 高 斯 面 将 不 会 包含 电荷 ). 


$S-8 点 电荷 的 场 是 否 恰 好 为 1/ 


如 果 对 球 壳 内 的 场 为 何 会 等 于 零 这 一 点 更 详细 地 审查 一 下 ,我 们 就 能 更 加 清楚 地 看 出 ， 
高 斯 定律 之 所 以 成 立 只 是 由 于 库仑 力 精确 地 依赖 于 距离 的 平方 . 考虑 一 个 均匀 带电 球 壳 里 
面 的 任 一 点 已 ,想象 出 一 个 以 P 为 顶点 的 小 锥 形 伸展 至 球 壳 表 面 ,在 那里 它 割 出 一 个 小 面 
积 Aa ,如 图 5-9 所 示 . 一 个 从 P 的 相对 一 边 发 散 出 去 的 完全 对 称 锥 形 , 将 会 从 球面 制 出 一 
个 面积 Aa:. 如 果 从 已 至 这 两 个 小 面积 元 的 距离 分 别 为 => 和 x; ,那么 它们 的 面积 比 为 
Aa: > r? 
Aa 于 
对 于 在 球面 内 的 任 一 点 已 ,可 以 用 几何 学 来 证 明 这 一 点 . 
如 果 球 面 是 均匀 带电 的 , 则 在 每 一 面积 元 上 的 电荷 Ag 就 正比 于 各 面积 ,因而 
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Adz — Aaz 

Ag， Aa 
于 是 库仑 定律 讲 , 由 这 两 面积 元 在 P 点 上 所 产生 
的 场 其 大 小 之 比 为 


E; gr 
下 go 二 


这 两 个 场 恰好 互相 抵消 . 由 于 面 上 所 有 各 部 分 都 可 
按 此 办 法 配 成 对 ,因此 ,在 P 点 的 总 场 就 应 等 于 
零 .但 你 还 可 以 看 出 ,假如 在 库仑 定律 中 + 的 军 数 
不 刚好 等 于 2, 那 就 不 会 这 样 了 . 

高 斯 定律 的 正确 性 取决 十 库仑 的 平方 反比 定 
律 . 车 该 力 的 定律 不 刚好 是 平方 反比 , 则 在 一 个 均 。 图 5-9 在 带电 球 这 内 的 任 一 点 了 处 , 声 
勾 带电 球面 内 部 的 场 恰恰 等 于 零 这 一 说 法 就 不 正 i 
确 了 . 例如 ,要 是 力 变 化 得 迅速 一 些 ,比如 与 > 的 立方 成 反比 ,那么 较 接近 于 球 内 某 一 点 的 那 
部 分 面积 产生 的 场 将 比较 远 部 分 面积 所 产生 的 场 更 大 ,对 于 正 的 面 电荷 结果 会 形成 一 个 径 
向 的 、 指 向 内 的 场 . 这 些 结论 提示 了 一 个 检验 平方 反比 定律 是 否 完全 正确 的 优越 办 法 ,我 们 
只 需 确定 在 一 个 均匀 带电 球 壳 里 的 场 是 否 恰恰 为 零 

很 幸运 存在 这 样 一 种 方法 . 通常 要 高 精度 测量 一 个 物理 量 是 很 困难 的 一 要求 精度 
达 百 分 之 一 可 能 不 太 困 难 ,但 比如 要 测量 库仑 定律 达到 十 亿 分 之 一 的 精度 , 那 该 怎么 着 
手 呢 ? 用 目前 所 能 达到 的 最 优良 技术 测量 两 带电 物体 间 的 库仑 力 ,要 达到 这 样 的 精度 几 
平 肯 定 是 不 可 能 的 . 但 是 只 要 确定 在 一 个 带电 球面 内 部 的 电场 小 于 某 个 数值 ,我 们 就 能 
对 高 斯 定律 的 正确 性 做 出 一 个 高 精度 的 测量 ,因而 这 也 是 对 库仑 定律 平方 反比 关系 的 高 
精度 测量 . 实际 上 ,人 们 所 做 的 就 是 将 具体 力 的 定律 与 一 标准 的 平方 反比 定律 做 比较 . 相 

等 或 几乎 相等 的 事件 的 这 种 比较 ,往往 是 最 精密 的 


a 物理 测量 的 基础 
芝 呈 的 | 我 们 将 怎样 来 观察 一 个 带电 球面 内 的 场 呢 ? 


一 种 方法 是 , 拿 一 物体 与 一 球形 导体 的 内 部 接触 而 
试图 使 之 带电 . 你 知道 ,如 果 使 一 个 小 金属 球 接触 
绝缘 体 静电 计 到 一 个 带电 物体 ,然后 将 它 同一 静电 计 接 触 , 则 静 
电 计 就 会 带电 ,其 指针 将 离开 零点 ,如 图 5-10(a) 
所 示 . 小 球 采 得 一 些 电荷 是 由 于 在 该 带电 球 壳 外 面 


四 存在 电场 ,而 这 电场 又 会 驱使 电荷 跑 至 (或 跑 出 ) 小 
， 球 . 你 如 果 将 小 球 接触 该 带电 球 壳 内 部 来 做 这 同样 
的 实验 , 则 发 现 并 没有 什么 电荷 会 被 带 至 静电 计 
上 . 用 这 样 一 个 实验 ,你 就 可 容易 地 证 明 : 在 内 部 的 
场 至 多 是 外 场 的 百 分 之 几 ， PO 
似 正确 的 . 


图 5-10 在 一 个 闭合 的 导体 壳 内 电场 为 零 术科 是 阁 芋 宙 标 最 员 放 是 罗 导体 品 丙 的 场 为 零 
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的 . 这 一 结果 似乎 令 他 奇怪 . 当 他 把 观察 结果 报告 给 普 里 斯 特 利 时 ,后 者 提出 可 能 与 平方 反 
比 定律 有 关 , 因 为 当时 已 知道 一 个 物质 球 这 在 其 内 部 不 产生 引力 场 . 但 一 直到 了 18 年 后 , 库 
仑 才 测 量 出 那个 平方 反比 关系 ,而 高 斯 定律 的 出 现 就 更 晚 了 . 

高 斯 定律 曾 被 仔细 地 加 以 检查 , 即 把 一 静电 计 放 在 一 个 大 球 壳 中 ,观察 当 用 高 压 使 球 壳 
带电 时 静电 计 是 否 会 发 生 偏转 ,但 结果 总 是 否定 的 . 知道 了 仪器 的 几何 尺寸 以 及 静电 计 的 灵 
敏 度 , 便 有 可 能 算出 被 观察 到 的 最 小 的 场 . 从 这 个 数值 就 可 以 对 宕 指 数 与 2 的 歧 离 设置 一 个 
上 限 . 如 果 把 静电 力 写 成 与 一”…' 有 关 , 则 我 们 便 能 把 上 限 放 在 上 . 通过 这 个 办 法 ,麦克斯韦 
曾 测定 了 “小 于 1/10 000. 这 个 实验 于 1936 年 由 普 林 顿 和 劳顿 两 人 重新 做 过 并 加 以 改进 . 
他 们 发 现 库仑 等 数 与 2 的 差 小 于 十 亿 分 之 一 . 

现在 ,由 此 可 提出 一 个 有 趣 问题 :在 各 种 不 同情 况 下 ,我 们 是 否 知 道 这 库仑 定律 有 多 准 
确 呢 ? 刚才 所 描述 的 实验 测量 了 在 几 十 厘米 的 距离 场 与 距离 的 关系 ,但 对 于 原子 内 部 的 距 
离 一 一 比如 在 氢 原 子 中 ,我 们 相信 那里 的 电子 受 核 的 吸引 也 是 按 相同 的 平方 反比 定律 发 生 
的 一 一 又 究竟 如 何 呢 ? 诚然 ,关于 电子 行为 的 力学 部 分 必须 运用 量子 力学 ,但 力 依然 是 寻常 
的 静电 力 , 在 对 此 问题 用 公式 来 表示 时 ,电子 的 势能 必须 被 认为 是 与 核 距离 的 函数 ,而 库仑 
定律 给 出 随 距 离 的 一 次 智成 反比 变化 的 势能 . 对 于 这 么 小 的 距离 来 说 ,这 和 宕 指数 会 准确 到 什 
么 程度 呢 ? 由 于 在 1947 年 兰 姆 和 莱 索 福 对 氢 的 能 级 的 相对 位 置 进行 了 极为 仔细 的 测量 ,所 
以 我 们 知道 ,在 这 种 原子 尺度 上 一 一 也 即 在 1 A(10-*cm) 数 量 级 的 距离 上 一 一 该 矫 指数 也 
准确 到 十 亿 分 之 一 . 

兰 姆 - 莱 索 福 这 一 测量 的 准确 性 所 以 成 为 可 能 ,又 是 由 于 一 次 物理 “偶发 事件 ". 氨 原 子 
的 两 个 态 被 预期 具有 几乎 相等 的 能 量 , 只 要 势能 是 严格 随 1/r 变化 . 这 个 十 分 微小 的 能 量 差 
别 是 通过 测量 从 一 态 至 另 一 态 的 跃迁 时 所 发 射 或 吸收 的 光子 的 频率 w, 应 用 能 差 AE = hw 
测 出 来 的 . 计算 的 结果 表明 ,假如 在 力 的 定律 1/r? 中 的 寡 指 数 与 2 会 有 十 亿 分 之 一 那么 大 
的 误差 , 则 AE 会 显著 地 与 观察 到 的 结果 不 同 . 

这 同一 智 指数 对 更 短 的 距离 是 否 仍然 正确 ? 从 核 物理 中 的 测量 发 现 :在 典型 的 核 路 
离 一 一 约 10 “cm 一 一 处 静电 力 仍然 存在 ,而 且 它 们 仍 近似 地 与 距离 的 平方 成 反比 . 在 以 后 
一 章 中 将 有 一 些 例证 . 我 们 知道 ,在 10-*cm 量 级 距离 内 ,库仑 定律 至 少 在 某 种 程度 上 仍然 
是 有 效 的 . 

对 于 10 “em 的 距离 又 如 何 呢 ? 这 一 范围 可 以 通过 质子 与 很 高 能 量 电 子 的 碰撞 及 观察 
它们 如 何 被 散射 来 加 以 研究 . 迄今 所 得 到 的 结果 似乎 指出 ,该 定律 在 这 种 距离 上 失败 了 . 电 
力 在 小 于 10“cm 的 距离 上 ,似乎 显得 比 预期 的 要 能 十 倍 . 现在 有 两 种 可 能 的 解释 :其 一 ,是 
库仑 定律 在 这 样 小 的 距离 上 已 失效 ; 另 一 种 可 能 解释 , 则 是 我 们 的 客体 一 电子 和 质子 一 
并 不 是 点 电荷 . 也 许 电子 或 质子 ,或 两 者 ,都 是 某 种 涂抹 物 . 大 多 数 物 理学 家 倾向 于 认为 质子 
的 电荷 是 涂抹 上 去 的 . 质子 与 介子 反应 十 分 激烈 ,这 暗示 一 个 质子 时 时 会 作为 被 一 个 x+ 介 
子 所 包围 的 一 个 中 子 而 存在 . 像 这 样 一 个 组 态 就 该 一 一 在 平均 上 一 一 表现 得 如 同一 个 带 正 
电 的 小 球 .起因 于 一 个 荷 电 球体 之 场 并 非 按 1/r? 一直 变化 至 球 心 的 ,质子 的 电荷 很 可 能 是 
涂抹 物 . 但 关于 介子 的 理论 仍然 很 不 完整 ,所 以 库仑 定律 在 极 小 距离 上 失效 也 有 可 能 . 这 一 
问题 仍然 未 确定 . 

还 有 一 点 :平方 反比 定律 在 像 1 m 和 10-*m 的 距离 上 都 有 效 ; 但 系数 1/(4xe ) 是 否 也 
都 相同 呢 ? 答案 是 肯定 的 ,至少 达到 兆 分 之 十 五 的 精度 . 
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现在 ,我们 回 到 在 上 面谈 及 对 高 斯 定律 的 实验 验证 时 曾 被 忽视 的 一 件 重要 事情 上 来 . 你 
可 能 还 不 知道 麦克 斯 韦 或 普 林 顿 和 劳顿 的 实验 怎么 会 得 到 那么 精确 的 结果 ,除非 他 们 所 用 
的 球形 导体 是 一 个 十 分 完美 的 球 壳 . 十 亿 分 之 一 精度 确实 是 个 辉煌 成 就 ,而 你 也 许 要 问 他 们 
能 否 做 成 那么 精密 的 一 个 球 壳 . 任何 一 个 实际 球体 都 肯定 会 有 一 些微 小 的 不 规则 性 ,而 如 果 
有 了 不 规则 性 ,还 不 会 在 球 内 产生 出 一 些 场 来 吗 ? 现在 我 们 想 要 证 明 , 并 不 需要 有 一 个 完美 
的 球 壳 . 事实 上 也 能 够 证 明 ,在 任何 形状 的 一 个 闭合 导体 壳 中 都 不 会 有 场 存在 . 换 句 话说 , 实 
验 与 l/r 有 关 ,而 与 面 是 否 是 球面 却 没有 什么 关系 (用 球面 的 原因 是 ,假如 库仑 定律 有 错 ， 
用 球面 容易 算出 场 会 是 怎么 样 ). 所 以 我 们 现在 就 来 处 理 这 一 课题 . 要 证 明 这 一 点 ,必须 知道 
导电 体 的 某 些 性 质 . 


$S-9 孤立 导体 的 场 


导电 体 是 含有 许多 “自由 ”电子 的 固体 . 电子 能 够 在 材料 中 各 处 自由 地 运动 ,但 却 不 
能 离开 其 表面 . 在 一 块 金 属 中 存在 那么 多 的 自由 电子 ,以 致 任何 电场 都 能 使 它们 大 量 地 
进行 运动 . 这 样 所 建立 的 电子 电流 必须 由 外 界 能 源 不 断 来 维持 运动 ,或 者 会 由 于 这 些 电 
子 对 那个 曾 产生 初始 电场 之 源 放 电 而 停止 运动 . 在 “静电 ”情况 下 ,我 们 并 不 考虑 连续 性 
电流 源 ( 以 后 学 习 静 磁 学 时 才 将 考虑 到 ) ,所 以 电子 仅 运 动 到 它们 自己 被 安排 得 在 导体 内 
部 处 处 都 产生 零 场 为 止 (这 通常 是 在 远 小 于 1 s 的 时 间 里 发 生 的 ). 假如 还 有 任何 场 存在 
的 话 , 这 个 场 则 应 该 会 推动 更 多 的 电子 运动 ,唯一 的 静电 态 答案 就 是 场 在 导体 内 部 处 
处 为 零 . 

现在 考虑 带电 导体 的 内 部 情况 (所 谓 “ 内 部 ”我 们 指 的 就 是 金属 本 身 ). 由 于 金属 是 导体 ， 
其 内 部 的 场 必然 为 零 , 即 势 % 的 梯度 为 零 . 这 意思 是 说 ,$ 不 会 逐 点 变化 . 每 个 导体 是 一 个 等 
势 区 ,而 它 的 表面 是 一 个 等 势 面 . 由 于 在 导电 性 材料 中 电场 处 处 为 零 , 所 以 E 的 散 度 也 为 
零 , 而 根据 高 斯 定律 在 导体 内 部 的 电荷 密度 一 定 等 于 零 . 

如 果 在 导体 中 不 可 能 有 电荷 , 那 它 怎么 还 能 够 带电 呢 ? 当 我 们 说 某 一 导体 “带电 ”时 ,其 
意思 到 底 是 指 什么 呢 ? 电荷 在 哪里 ? 答案 是 :它们 会 存在 于 导体 的 表面 上 ,那里 有 强大 的 力 
把 它们 保持 住 而 不 致 离开 一 一 它们 并 非 完全 “自由 ” 
的 . 今后 , 当 我 们 学 习 固 体 物理 时 将 发 现 ,在 任何 导体 
上 的 附加 电荷 平均 来 说 都 位 于 表面 的 一 两 个 原子 层 
内 .对 于 我 们 眼前 的 目的 来 说 ,这 样 说 就 已 经 足够 准 
确 , 即 如果 任 何 电荷 被 放 上 或 放 进 导体 之 内 , 它 将 聚集 
在 表面 上 ,在 导体 内 部 没有 电荷 . 

我 们 也 注意 到 ,正好 在 导体 表面 外 的 电场 必定 与 
表面 垂直 ,不 可 能 有 切 向 分 量 . 假如 有 切 向 分 量 ,电子 
就 会 沿 表面 运动 ,没有 任何 力 来 阻止 它们 . 按 另 一 种 方 
式 讲 , 我 们 知道 ,电场 线 必 须 始 终 与 等 势 面 成 直角 . 

利用 高 斯 定律 ,我 们 又 可 把 刚好 在 导体 外 面 的 场 强 
同 表面 的 局 部 电荷 密度 联系 起 来 . 作为 高 斯 面 ,我 们 取 一 图 5-11 紧 贴 导体 表面 的 电场 与 局 
半 在 面 内 、 一 半 在 面 外 的 一 个 小 柱 形 盒 , 如 图 5-11 所 示 . 部 面 电荷 密度 成 正比 
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对 于 瑟 的 总 通 量 的 贡献 就 只 有 来 自 导体 外 的 盒子 的 一 边 . 于 是 ,贴近 导体 外 表面 的 场 为 
在 导体 外 


E= <, (5.8) 


60 


式 中 “是 局 部 面 电荷 密度 . 

为 什么 在 导体 表面 上 的 一 片 电荷 所 产生 的 场 会 不 同 于 仅仅 一 片 电 荷 所 产生 的 场 呢 ? 
换 句 话 说 ,为 什么 式 (5. 8) 是 式 (5. 3) 的 两 倍 呢 ? 原因 当然 是 ,对 于 该 导体 我 们 并 未 曾 说 
过 附近 没有 “其 他 "电荷 . 事实 上 ,必然 存在 一 些 电 荷 使 得 导体 里 面 的 E = 0. 在 表面 P 点 
附近 的 电荷 的 确 给 出 表面 内 外 两 边 的 场 Esm = owns/26. 但 在 导体 表面 上 的 所 有 其 他 电 
荷 " 策 划 " 在 已 点 产生 一 个 大 小 等 于 Ess 的 附加 场 . 使 得 在 内 部 的 总 场 变 成 零 而 外 部 的 场 
变 成 2Emp 一 ca. 


§5-10 导体 空 腔 内 的 场 


现在 ,我们 转 到 一 个 中 空 容器 一 一 导体 内 留 有 空 腔 一 一 的 问题 . 虽然 在 金属 中 不 存 
在 场 ,但 在 其 空 腔 里 怎样 呢 ? 我 们 将 证 明 :; 如 果 空 腔 是 空 的 , 则 不 管 导体 或 空 腔 的 形状 
如 何 一 一 比方 说 如 图 5-12 所 示 的 那 种 形状 一 一 在 其 中 不 存在 场 . 考虑 一 个 高 斯 面 , 像 
图 5-12 中 的 S, 它 包围 着 该 空 腔 , 但 还 处 处 落 在 导电 材料 之 内 . 由 于 在 S 上 的 任何 地 方 场 均 
为 零 ,所 以 并 没有 通 量 通过 S 面 ,因而 在 S 面 内 的 总 电荷 等 于 零 . 对 于 一 个 球 达 来 说 ,人 们 
可 以 从 对 称 性 论证 其 内 部 没有 电荷 . 但 在 一 般 情况 下 ,我 们 只 能 说 在 导体 的 内 表面 上 存在 等 
量 的 正 电 荷 与 负电 荷 . 即 可 能 其 中 一 部 分 内 表面 存 
在 正 的 面 电 荷 而 另 一 部 分 存在 负 的 面 电 荷 ,如 图 
5-12 所 指出 的 那样 . 高 斯 定律 并 不 能 排除 这 种 情况 . 

当然 ,实际 发 生 的 情形 是 ,任何 在 内 表面 上 出 现 
的 等 量 异 号 电荷 都 会 向 四 周 滑动 而 彼此 相遇 ,从 而 
完全 抵消 掉 . 我 们 可 通过 应 用 上 E 之 环流 始终 等 于 零 
这 个 (静电 学 ) 定 律 来 证 明 , 它 们 必定 完全 抵消 掉 . 假 
定 在 内 表面 的 某 些 部 分 上 存在 电荷 , 则 我 们 知道 ,在 
其 他 地 方 也 得 有 与 之 数目 相等 而 符号 相反 的 电荷 . 
那么 任何 五 线 就 必须 从 那些 正 电 荷 出 发 而 终止 于 那 
些 负电 荷 上 (因为 我 们 所 考虑 的 只 是 在 空 腔 里 并 没 
有 自由 电荷 的 那 种 情况 ). 现在 设想 有 这 么 一 条 回路 


图 5-12 在 一 个 任意 形状 的 导体 空 腔 里 A 2 
其 电场 如 何 也 , 它 沿 一 条 从 某 一 正 电 荷 至 某 一 负电 荷 的 力 线 穿 过 


空 腔 , 并 经 由 导体 回 到 原来 的 出 发 点 (如 图 5-12 所 
示 ). 治 这 条 力 线 从 正 电荷 至 负电 荷 所 取 的 积分 不 会 等 于 替 . 而 经 过 金属 里 的 积分 则 为 零 , 因 
为 E = 0. 因此 ,我 们 就 应 该 有 


PE ds #077? 


但 在 静电 场 中 ,E 绕 任 一 闭合 回路 的 线 积分 总 是 为 零 . 因此 ,在 空 腔 里 不 可 能 存在 任何 场 ,而 
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在 内 表面 上 也 不 会 有 任何 电荷 . 

应 当 仔细 地 注意 我 们 所 做 出 的 一 个 重要 限制 条 件 . 上面 我 们 总 是 说 在 一 个 “ 空 的 腔 里 ”， 
但 如 果 有 某 些 电荷 被 置 于 腔 里 的 某 些 固定 位 置 上 一 一 诸如 被 置 在 一 个 绝缘 体 上 或 一 个 与 该 
主导 体 绝缘 的 小 导体 上 一 一 那么 腔 里 就 可 以 有 场 , 但 此 时 这 个 腔 已 经 不 是 “ 空 "的 了 . 

我 们 已 经 证 明 :如 果 一 个 空 腔 给 导体 完全 包围 住 , 则 任何 外 部 静止 的 电荷 分 布 都 不 可 能 
在 其 内 部 产生 出 任何 场 . 这 说 明了 通过 将 电学 设备 放 在 一 个 金属 盒 内 就 能 把 它们 “屏蔽 "起 
来 的 原理 . 同样 某 些 论证 也 可 用 来 证 明 ,在 一 导体 闭合 面 内 部 的 任何 静电 荷 分 布 不 可 能 在 其 
外 部 产生 出 任何 场 . 屏蔽 对 双方 都 有 效 ! 在 静电 学 中 一 一 但 不 是 在 变化 着 的 场 中 一 一 一 个 
闭合 导体 过 两 边 的 场 是 完全 独立 的 . 

现在 你 明白 ,为 什么 以 往 在 核对 库仑 定律 时 能 够 达到 那么 高 的 精度 . 所 用 空 壳 的 形状 是 
无 关 重要 的 ,并 不 一 定 是 球形 ,立方 的 也 可 以 ! 如 果 高 斯 定律 严格 正确 , 则 里 面 的 场 始终 为 
零 .现在 你 也 懂得 ,为 什么 坐 在 那 百 万 伏 范 德 格拉 夫 起 电机 的 高 压 套 管内 可 以 安然 无 盖 ,并 
不 必 担 心 会 受到 电击 一 一 这 是 由 于 高 斯 定律 的 缘故 . 


第 6 章 在 各 种 情况 下 的 电场 
$ 6-1 静电 势 的 方程 组 


本 章 将 描述 在 几 种 不 同情 况 下 电场 的 行为 . 它 将 向 我 们 提供 有 关 电 场 表现 方式 的 一 些 
经 验 ,并 将 描述 求解 这 种 电场 的 某 些 数学 方法 . 
首先 我 们 要 指出 ,全 部 数学 问题 在 十 解 静 电学 的 两 个 麦克 斯 韦 方程 ; 


V.E=2£,; (6.1) 


《0 


VXxXE=0. (6.2) 
实际 上 ,上 述 两 方程 也 可 合并 成 一 个 方程 . 从 第 二 个 方程 我 们 立即 知道 可 以 把 场 描述 为 标量 
的 梯度 ( 见 8》3-7): 

= 一 W. (6. 3) 
如 果 我 们 乐意 ,就 可 以 用 势 $ 完 整地 描写 任 一 个 特定 电场 . 将 式 (6. 3) 代 入 式 (6.1) 中 ， 

便 可 得 到 $% 所 应 服从 的 微分 方程 
VyV.W=—2. (6.4) 


$ 梯 度 的 散 度 与 用 V” 对 $ 进行 运算 的 结果 相同 , 即 
.Wo Vs oso. 9$ 
Vv Woy tt (6. 5) 
因此 ,我们 便 可 将 式 (6. 4) 写 成 


V:y 一 一 (6.6) 
算 符 V” 称 为 拉 普 拉 斯 算 符 ,而 式 (6.6) 则 称 为 泊 松 方程 . 从 数学 的 观点 看 ,静电 学 整个 课题 只 
不 过 是 学 习 这 一 方程 式 (6.6) 的 解 .一旦 $ 由 解 方 程式 (6. 6) 得 出 , 便 可 立即 由 式 (6. 3) 求 得 E. 
我 们 将 首先 提出 其 中 p 作 为 zx，y, z 的 函数 是 已 知 的 那 种 特殊 类 型 的 问题 . 在 这 种 情 
况 下 问题 几乎 是 琐碎 肤浅 的 ,因为 我 们 已 知道 式 (6.6) 的 一 般 解 了 . 以 前 就 曾 证 明 过 : 若 p 在 
每 点 均 为 已 知 , 则 在 点 (1) 处 的 势 就 是 


$1) = | Os (6.7) 


4reo ri2 ’ 


式 中 p(2) 和 dV 分 别 代表 点 (2) 处 的 电荷 密度 和 体积 元 ,而 iz 则 为 (1) 与 (2) 两 点 间 的 距离 . 
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微分 方程 式 (6. 6) 的 解 已 简化 成 对 整个 空间 的 积分 . 式 (6. 7) 这 种 解 应 加 以 特别 注意 ,因为 物 
理学 中 就 有 许多 情况 都 会 引导 到 如 
V ( 某 件 东西 ) = ( 另 一 件 东西 ) 


这 样 一 种 方程 ,而 式 (6.7) 便 是 任何 这 类 问题 解 的 典型 . 
这 样 , 当 所 有 电荷 的 位 置 都 已 知 时 ,静电 场 问 题 的 解 就 完全 是 直截了当 的 . 让 我 们 在 下 
述 几 个 例子 中 看 看 这 是 怎么 回 事 吧 ! 


36-2 电 偶 极 子 


首先 , 取 相 上 距 为 d 的 两 个 点 电荷 十 q 和 一 q. 令 = 轴 沿 这 两 电荷 的 连 线 ,并 选取 原点 在 其 
中 间 ,如 图 6-1 所 示 . 于 是 ,应 用 式 (4. 24) , 则 来 自 这 两 电荷 的 势 就 是 


fey 0 — he | (9 


我 们 不 打算 把 电场 的 公式 写 出 , 因 一 旦 已 有 了 势 , 就 总 可 以 把 场 算出 来 . 因此 ,我 们 已 解决 了 
两 电荷 的 问题 . 
存在 两 电荷 靠 得 非 常 近 的 一 种 重要 特殊 情 
交 一 一 即 是 说 ,我 们 所 感 兴趣 的 仅仅 是 在 与 这 两 电荷 
的 距离 远 比 它们 的 间距 为 大 的 那些 地 方 的 场 . 我 们 称 
这 样 靠近 的 一 对 电荷 为 偶 极 子 . 偶 极 子 是 十 分 常见 的 . 
例如 ,“ 偶 极 " 天 线 常 用 互相 分 开 一 小 段 距 离 的 
两 电荷 来 做 近似 一 一 如 果 我 们 不 去 过 问 太 接 近 于 
天 线 地 方 的 场 的 话 (我 们 经 常 对 带 有 运动 电荷 的 天 
线 感 兴趣 ,但 这 里 静电 学 方程 组 实际 上 已 不 适用 
了 . 对 于 某 些 目的 来 说 , 那 还 是 足够 近似 的 ). 
也 许 更 重要 的 还 是 原子 偶 极 子 . 在 任何 材料 中 ， 
如 果 有 一 电场 存在 , 则 电子 和 质子 将 感受 到 方向 相 
反 的 力 并 做 相对 移动 . 你 会 记 起 ,导体 中 有 些 电子 会 
移 向 表面 ,使 内 部 的 场 变 为 零 . 在 绝缘 体 中 ,电子 不 
能 够 移 得 很 远 ,它们 将 被 
核 吸引 回来 . 然而 ,它们 的 确 会 移动 一 点 点 . 因此 ,尽管 一 个 原子 或 
分 子 在 一 外 加 电场 中 仍然 保持 中 性 ,但 它 的 正 电 荷 和 负电 荷 间 会 
出 现 一 个 十 分 微小 的 间隔 ,从 而 成 为 一 个 微观 的 电 偶 极 子 . 如 果 我 


图 6-1 偶 极 子 : 相 距 为 d 的 两 个 电荷 十 g 
和 一 4 


(1 ) ( 们 所 感 兴趣 的 是 这 些 原子 偶 极 子 在 普通 大 小 物体 附近 的 场 ,那么 ， 
+ ”我 们 正在 与 比 这 些 电 荷 对 的 间隔 大 得 多 的 距离 正常 地 打交道 . 
因 训 入 六 六 尝 下 避 关 在 某 些 分 子 中 ,即使 没有 外 电场 存在 ,电荷 也 还 是 有 点 分 开 ， 


个 氧 原子 各 拥有 稍微 少 于 这 是 由 于 分 子 的 形状 所 致 . 例如 ,在 一 水 分 子 中 , 氧 原子 附近 有 净 
其 份额 的 电子 云 ; 氧 原子 ”负电 荷 ,而 两 个 所 原子 附近 则 都 有 净 正 电荷 ,它们 并 非 对 称 地 排 
则 稍微 多 些 列 着 ,而 是 如 图 6-2 所 示 . 尽管 整个 分 子 的 电荷 为 零 ,但 却 形 成 这 
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样 一 种 分 布 :在 一 方 有 稍微 多 一 点 的 负电 荷 而 在 另 一 方 则 有 稍微 多 一 点 的 正 电 荷 . 这 种 排列 
肯定 不 会 像 两 个 点 电荷 那么 简单 ,但 从 远 处 看 时 ,这 个 系统 的 作用 就 像 一 个 偶 极 子 一 样 . 正 
如 稍 后 我 们 便 将 见 到 的 ,在 远 距离 处 场 对 于 这 种 细节 并 不 敏感 . 

那么 ,就 让 我 们 来 看 看 ,具有 小 间距 d 的 两 个 异 号 电荷 所 产生 的 场 . 如 果 d 变 为 零 ,两 
电荷 互相 重 香 ,两 势 则 互相 抵消 ,因而 也 就 没有 场 了 . 但 如 果 它 们 并 不 严格 互相 重 亚 , 那 就 可 
通过 将 式 (6. 8) 中 各 项 (应 用 二 项 式 展开 法 ) 展 开 成 小 量 4 的 等级 数 ,从 而 可 以 得 到 势 的 一 
个 优良 近似 . 若 仅 仅 保 留 a 的 一 级 项 , 便 可 以 写成 


(:—4) x z’ — zd. 


按 如 下 写法 很 方便 , 即 
z+y + =r, 


因此 (2—$) +z+y er -dor(1- 副 )， 


—1/2 


和 = 二 (1 一 经 ) 


1 AR 2 
VIz— (Ada) ety VIIa 7 
对 于 [1 一 (zd/ 王 )]-”: ,可 再 应 用 二 项 展开 一 一 并 丢掉 高 于 4 一 次 方 的 那些 高 次 方 项 一 一 
我 们 便 得 


1 1 1 zd 
本土， 一 一 > 一 (1 一 亏 二 |). 
人 V[z+ (ad/2) +r iy 3 2 了 ) 
这 两 项 之 差 就 给 出 了 势 
#(z, y, z) = 和 二 qd. (6.9) 


得 到 这 个 势 ,也 就 有 了 电场 ( 那 是 势 的 微 商 ) ,它们 都 会 正比 于 gd, 即 电荷 与 间距 的 乘积 . 这 
个 积 被 定义 为 这 两 个 电荷 的 偶 极 矩 ,我 们 用 符号 p( 切 勿 与 动量 混淆 !) 表 示 , 即 


p= qd. (6. 10) 
式 (6.9) 也 可 写成 
多 ( 工 ，y， z) = 2 20, (6. 11) 
Ato r 


因为 z/r = cos 0, 其 中 6 是 偶 极 子 轴 与 指向 点 (z+,y, zx) 的 径 向 矢量 之 间 的 夹 角 一 一 见 
图 6-1. 答对 轴 给 定 的 方向 上 , 偶 极 子 的 势 按 1/r 下 降 ( 但 对 于 一 个 点 电荷 , 则 按 lyr 下 降 ). 
于 是 偶 极 子 的 电场 巨 便 会 按 1/r 减弱 . 

如 果 定 义 一 个 大 小 为 p、 方 向 沿 偶 极 子 轴 从 9- 指向 g; 的 矢量 p, 则 我 们 可 把 上 式 写 成 
矢量 形式 . 这 样 ， 


cos0= p:e/p, (6. 12) 
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式 中 e, 为 单位 径 向 矢量 (图 6-3). 我 们 也 可 用 r 代表 点 
(ws y， z), 于 是 


偶 极 子 势 
= 1 pe 1 per 
$(7r) = ri 和 (6. 13) 
这 一 公式 对 于 具有 任何 指向 和 位 置 的 偶 极 子 都 适用 ,只 要 r 代表 
从 偶 极 子 至 所 关注 之 点 的 矢量 . * 
若 想 要 得 到 电 偶 极 子 的 电场 , 便 可 通过 取 # 的 梯度 获得 . 例 图 6-3 电 侦 极 子 的 矢量 


如 , 场 的 = 分量 为 一 9g/az. 对 于 一 个 沿 z 轴 指 向 的 电 偶 极 子 ,我 人 
们 可 以 应 用 式 (6. 9): 


- 茜 =- 记 总 (和 =- 记 全- 至)， 


9z dne 9z\r 4ne \7 六 
或 
ss 
E.=.b cos 0 一 1 (6. 14) 
4reo r 


工分 量 和 y 分 量 则 分 别 为 : 


E, = _£b 3xzz， ,= -223 池 


4neo rs ” 4reo rs ” 
这 两 个 分 量 还 可 合成 一 个 等 直 于 = 轴 的 分 量 , 我 们 将 称 其 为 横向 分 量 E,: 
E,=V/B+E = eVrTry 
或 


E,=-P 3cosgbsin0 (6. 15) 


4reo r3 


中 TE 这 横向 分 量 EF, 处 在 zy 平面 内 ,而 且 从 偶 极 子 加 
Ee 把 直 指向 外 . 总 场 当然 是 
E=VE+E. 


偶 极 子 场 与 距离 的 立方 成 反比 . 在 轴 上 , 即 当 
2 一 0 时 , 它 比 在 9= 90° 处 要 强 两 倍 . 在 这 两 个 特 
殊 角度 上 电场 仅 有 x 分 量 , 但 在 这 两 处 场 的 符号 
图 6-4 偶 极 子 的 电场 却 相反 (图 6-4). 


$6-3 矢量 方程 述评 


到 此 我 们 对 矢量 分 析 做 个 一 般 性 评述 挺 合适 . 那些 基本 证 明 , 可 用 一 些 具 有 普遍 形式 的 
优美 方程 式 来 表达 . 但 在 进行 各 种 计算 和 分 析 时 ,以 某 种 便当 方式 去 选择 坐标 轴 , 总 是 个 好 
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主意 . 这 里 要 注意 ,刚才 在 求偶 极 子 的 势 时 ,我 们 曾 选 取 = 轴 沿 着 偶 极 子 方向 ,而 不 是 在 某 个 
任意 角度 上 ,这 使 工作 容易 得 多 . 可 是 后 来 我 们 却 又 把 方程 写成 矢量 形式 ,以 便 使 其 不 再 依 
赖 于 任何 一 个 特定 的 坐标 系 . 此 后 ,就 可 以 选择 我 们 所 要 的 任何 坐标 系 了 ,因为 已 知道 该 关 
系 式 是 普遍 正确 的 . 对 于 某 一 特定 问题 一 一 假如 结果 最 后 能 表达 成 一 个 矢量 方程 , 当 能 够 选 
取 一 个 简洁 的 坐标 系 时 却 还 去 费 神 用 一 个 在 菜 一 复杂 角度 上 的 任意 坐标 系 ,显然 毫 无 意义 . 
因此 ,务必 利用 矢量 方程 式 与 任 一 坐标 系 无 关 的 这 一 事实 . 
男 一 方面 ,如 果 你 不 是 仅 对 VE 望 一 望 和 仅 想 知道 它 是 什么 (而 是 正在 试图 算出 一 个 

矢量 的 散 度 ) , 那 便 不 要 忘记 它 总 是 可 以 展开 成 下 式 的 

aE, ,a9FE oF, 

Be gy 二 
这 时 ,你 若 能 算出 电场 的 zx, y 和 zz 各 分 量 并 对 它们 微 商 , 那 你 就 会 得 到 一 个 散 度 了 . 往往 似 
平 有 这 样 一 种 感觉 : 若 将 各 分 量 写 出 ,就 会 存在 某 种 不 太 优美 的 一 “牵涉 到 某 种 失败 的 一 一 
东西 ;不 管 怎样 ,总 会 有 办 法 用 矢量 算 符 去 做 每 件 事情 . 但 这 种 想法 往往 没有 什么 好 处 . 当初 
次 碰 到 一 个 特殊 问题 时 ,诚然 ,我 们 熟悉 将 发 生 什 么 , 它 有 助 于 我 们 写 出 分 量 . 把 数字 代入 方 
程 之 内 并 不 见得 不 优美 ,而 用 微 商 代替 某 些 悦目 符号 也 未 必 不 文雅 . 实际 上 ,具体 写 出 分 最 
这 一 件 事情 就 往往 是 一 种 智慧 . 当然 , 当 你 在 专业 杂志 上 刊登 文章 时 ,如 果 你 能 把 一 切 东西 
都 写成 矢量 形式 , 那 将 会 美观 些 一 一 而 也 更 易于 理解 . 此 外 ,还 节省 篇 幅 . 


$6-4 偶 极 子 势 的 梯度 表示 


关于 偶 极 子 公式 (6. 13) ,我 们 愿意 指出 一 件 相当 愉快 的 事情 . 该 势 也 可 写成 


类 p+ Vv(=). (6. 16) 


dneo 


如 果 你 算出 1/r 的 梯度 ,你 便 可 以 得 到 


而 式 (6. 16) 与 (6. 13) 就 彼此 相同 了 . 
怎么 会 想到 这 一 点 呢 ? 我们 刚刚 记 起 ,e,/r* 曾 出 现在 有 关 点 电荷 的 场 公 式 中 ,而 场 又 
是 那 具 有 1/r 依赖 关系 的 势 的 梯度 . 
之 所 以 能 够 将 偶 极 子 势 写成 式 (6. 16) 的 形式 ,有 其 物理 原因 . 假设 有 一 个 位 于 原点 的 点 
电荷 9, 则 在 点 P(z, y, z) 处 的 势 为 
加 = A 


让 我 们 在 做 这 些 论证 时 先 丢 下 1X(4xe ) ,最 后 可 以 把 它 播 进去 . 现在 若 把 电荷 十 g 向 上 移动 
距离 Az, 那 么 在 P 点 的 势 就 将 改变 一 点 点 ,比如 说 Ag+. 这 Ag+ 有 多 大 了 呢 ? 唉 呀 ! 这 恰好 
就 是 一 一 假如 让 电荷 留 在 原点 上 不 动 ,而 将 P 向 下 移 过 同样 距离 Az 一 一 电势 将 要 改变 的 
数量 (图 6-5). 也 就 是 说 ， 
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二 3 各 
A 四 二 dz Az, 


式 中 Az 指 的 是 与 4/2 相同 的 间距 . 因此 , 引用 
po 二 q/r，, 我 们 就 有 该 正 电荷 的 势 


加 一 入 一 她 (和 4) 拖 (6.17) 


r az\r/2° 
对 于 该 负电 荷 的 势 , 应 用 同样 的 道理 可 写 出 


上 一 二 2 十 于 ( 二 2) 对 . (6. 18) 


r 9z\r 


总 电势 等 于 式 (6. 17) 与 (6. 18) 两 者 之 和 : 


a /1 图 6-5 来 自 原点 项 上 Az 处 一 个 点 电荷 
i )a 在 P 点 上 的 势 ,等 于 来 自 原点 处 同一 电荷 
(6. 19) 在 P 点 ( 比 P 点 低下 Az) 上 的 势 


对 于 其 他 指向 的 偶 极 子 , 可 以 将 正 电荷 的 位 移 表 示 为 Ar+ . 然后 ,我们 应 该 把 式 (6. 17) 
写成 


$ 二 千 十 和 -二 一 部 (2)a 一 一 


r 到 


Ag 一 一 V .Ar+ ， 
式 中 Ar+ 以 后 被 4/2 代替 . 和 上 面 一 样 ,在 完成 了 推导 过 程 之 后 , 式 (6. 19) 就 会 变 成 


» =-v( 二 ): gd. 


如 果 我 们 代入 ed 一 P， 并 插 进 1/(4re ) , 则 上 式 与 式 (6. 16) 正 好 相同 . 按 另 一 种 方式 来 看 ， 
我 们 见 到 偶 极 子 势 , 即 式 (6. 13) ,可 以 解释 为 


$ =— p* VB， (6. 20) 


其 中 % = 1/(4ror) 仍 是 一 单位 点 电荷 的 势 

尽管 对 一 已 知 的 电荷 分 布 ,我 们 总 能 够 通过 积分 求 得 其 势 ,但 有 时 却 可 能 运用 - -点 聪明 
手法 来 获得 答案 ,以 便 节省 时 间 . 例如 ,我 们 经 常 可 利用 用 加 原理 . 如 果 有 这 样 一 个 电荷 分 
布 , 它 是 由 两 个 电势 已 知 的 电荷 分 布 构成 的 ,那么 只 要 将 所 知 的 两 个 势 相 加 起 来 就 能 很 容易 
地 求 得 所 需 的 电势 . 这 方面 的 一 个 例子 是 关于 式 (6. 20) 的 推导 , 另 一 个 例子 如 下 所 述 . 

假定 有 一 个 球面 ,其 表面 电荷 的 分 布 随 极 角 的 余弦 而 变化 . 对 这 么 一 个 分 布 积分 是 相当 
麻烦 的 . 可 是 令 人 惊奇 ,这 样 的 一 个 分 布 却 可 通过 从 加 原理 来 加 以 分 析 . 试 设想 有 一 个 带 着 
均匀 正 电荷 体 密度 的 球体 ,而 另 一 个 球体 则 带 有 相等 的 、 均 匀 的 负电 荷 体 密度 ,它们 原来 就 
是 互相 得 合 ,形成 一 个 中 性 一 一 也 就 是 不 带电 一 的 球体 . 然后 ,车 该 带 正 电荷 球体 相对 那 
个 带 负电 荷 的 球体 稍微 移动 , 则 不 带电 的 那 部 分 球体 仍 将 保持 中 性 ,但 有 少量 正 电荷 会 出 现 
在 一 边 ,而 少量 负电 荷 则 出 现在 相反 的 一 边 ,如 图 6-6 所 示 . 若 两 球 的 相对 位 移 很 小 , 则 净 电 
荷 相当 于 (在 球面 上 的 ) 面 电荷 ,而 该 面 电荷 密度 将 与 极 角 的 余弦 成 正比 . 

现在 ,如 果 我 们 要 得 到 来 自 这 种 分 布 的 势 , 则 不 必 再 去 做 积分 . 因为 我 们 知道 来 自 每 一 
个 荷 电 球 的 势 一 对 于 在 球 外 的 点 一 与 来 自 一 个 点 电荷 之 势 相同 . 这 两 个 移动 过 的 球 与 
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图 6-6 彼此 间 有 一 微小 位 移 的 两 个 均匀 带电 球体 互相 得 加 ,相当 于 表面 
电荷 的 非 均匀 分 布 


两 个 点 电荷 相似 ,其 势 恰好 就 是 一 个 电 倘 极 子 的 势 . 
用 这 样 的 方法 ,你 可 以 证 明 :在 一 个 半径 为 a 的 球面 上 面 电 荷 密度 的 分 布 为 
0 = gocos 0, 


在 球 外 产生 的 场 恰好 就 是 偶 极 矩 为 


_ drnooa’ 


p 
3 
的 偶 极 子 产生 的 场 . 也 能 够 证 明 ,在 该 球 内 的 电场 是 常数 ,其 值 为 


= 
E 34- 


若 9 为 相对 正 z 轴 的 角 , 则 在 球 内 的 电场 在 负 = 方向 . 我们 刚才 考虑 的 例子 并 不 像 它 表 面 看 
来 那么 带 有 人 为 性 ,以 后 将 在 电介质 理论 中 再 次 碰 到 它 . 


$6-5 任意 电荷 分 布 的 偶 极 子 近似 


偶 极 子 场 还 出 现在 另 一 个 既 有 趣 而 又 重要 的 场合 中 . 假设 有 一 个 具有 复杂 电荷 分 布 的 
物体 一 一 像 水 分 子 (图 6-2) 郑 样 一 一 而 我 们 仅仅 对 远 处 的 场 感 兴趣 . 我 们 将 证 明 ,对 于 距离 
比 物体 尺寸 要 大 的 情况 有 可 能 找到 关于 场 的 一 个 恰当 而 相对 简单 的 表示 式 . 

我 们 可 将 该 物体 设想 成 在 某 一 有 限 区 域 里 的 一 群 点 电荷 g;, 如 图 6-7 所 示 ( 以 后 车 我 们 


图 6-7 一 群 点 电荷 在 一 遥远 点 PP 处 产生 的 势 的 计算 
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愿意 ,可 以 用 pdV 来 代替 qi). 令 每 一 电荷 g; 被 置 于 距 原点 (选取 在 该 群 电荷 中 间 的 某 处 ) 的 
位 移 为 di 的 地 方 . 在 R(R 远大 于 最 大 的 di 值 ) 处 的 已 点 , 势 究竟 如 何 呢 ? 来 自 整 个 电荷 群 
的 势 由 下 式 给 出 : 


3 Ga 


式 中 ri 是 从 P 点 至 电荷 9, 的 距离 ( 即 矢量 R 一 d; 的 长 度 ). 现在 ,如 果 这 些 电荷 至 观察 点 P 
的 距离 巨大 , 则 每 个 x; 都 可 以 用 R 来 作 近 似 . 每 一 项 就 都 变 成 w/R ,从 而 可 将 1/R 取出 作 
为 在 求 和 符号 前 的 一 个 因子 . 这 将 向 我 们 提供 一 个 简便 的 结果 


一 让 2% = a (6. 22) 


式 中 ,Q 恰好 就 是 整个 物体 的 总 电荷 . 这 样 我 们 发 现 :从 距离 任意 一 堆 电 荷 足够 远 的 各 点 上 
来 看 ,该 堆 电 荷 就 像 一 个 点 电荷 似 的 . 这 一 结果 并 不 太 令 人 惊异 . 

但 若 有 等 量 的 正 电 荷 和 负电 荷 又 该 怎么 样 呢 ? 此 时 物体 的 总 电荷 Q 为 零 . 这 并 不 是 一 
种 罕见 的 情况 .事实 上 ,正如 你 们 所 知道 的 ,物体 往往 具有 电 中 性 .水 分 子 就 是 电 中 性 的 ,但 
其 中 诸 电 荷 并 非 完全 位 于 同一 点 ,因而 车 站 得 足够 近 ,就 应 能 见 到 那些 分 开 着 的 电荷 的 某 些 
效应 . 对 于 来 自 电 中 性 物体 中 一 个 任意 电荷 分 布 的 势 , 我 们 需要 一 个 比 式 (6. 22) 更 好 的 近似 
式 . 式 (6. 21) 仍 然 是 准确 的 ,不 过 不 能 再 只 是 令 r; = R, 我 们 需要 一 -个 更 准确 的 7; 表达 式 . 
如 果 了 点 位 于 遥远 距离 处 ,x; 与 R 的 差异 可 以 通过 4 在 R 上 的 投影 而 得 到 一 个 良好 近似 ， 
正如 从 图 6-7 就 可 以 看 得 出 来 的 那样 (你 应 该 设想 ,实际 上 P 比 图 上 所 示 的 还 要 下 远 得 
多 ). 换 句 话说 , 若 e; 是 在 R 方向 上 的 单位 矢量 , 则 我 们 对 于 7; 的 二 级 近似 为 


r: A R—d,.e,. (6. 23) 
我 们 所 真正 需要 的 乃 是 1/r; ,由 于 d;<&R, 对 我 们 的 近似 程度 来 说 ,1/r; 就 可 写成 


十 之 站 (1+ 和). (6. 24) 
以 此 代入 式 (6. 21) 中 , 便 可 得 到 势 


$= 7 (R+ Da +). (6. 25) 


47eo 


上 式 中 最 后 三 点 代表 已 略 去 的 有 关 d/R 的 较 高 次 项 . 这 些 项 ,再 加 上 已 获得 的 那些 ,就 是 
1Vri 在 17R 附近 以 di/R 为 寡 进 行 的 泰勒 展开 中 的 相继 的 项 . 

式 (6. 25) 中 的 第 一 项 ,就 是 曾 在 上 面 获得 了 的 ,如 果 物 体 具 有 电 中 性 ,这 一 项 则 取消 了 . 
第 二 项 依赖 于 17R? ,正如 偶 极 子 那 种 情况 , 事实 上 ,如 果 定 义 


p= 》 qid， (6. 26) 
为 该 电荷 分 布 的 一 种 特性 ,那么 势 式 (6. 25) 的 第 二 项 便 是 


= -上 Pp'e; 
» re Re (6. 27) 
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这 恰好 就 是 一 个 偶 极 子 势 . p 这 个 量 称 为 该 分 布 的 电 偶 极 矩 . 它 是 对 以 前 的 定义 的 推广 ,而 
在 两 个 点 电荷 的 特殊 情况 下 , 它 才 简化 成 以 前 那样 . 

上 述 结果 是 : 若 距 离 整 体 是 电 中 性 的 任 一 团 电 荷 足 够 远 , 势 就 是 一 偶 极 子 势 . 它 按 1/R? 
递 降 ,并 随 cos 9 变化 一 一 而 其 强度 与 该 电荷 分 布 的 偶 极 矩 有 关 . 正 是 由 于 这 些 缘故 , 偶 极 子 
场 才 那么 重要 . 因为 一 对 点 电荷 的 那 种 简单 情况 是 极为 罕见 的 . 

例如 ,水 分 子 就 有 相当 强 的 偶 极 矩 , 由 于 这 偶 极 矩 而 产生 的 电场 导致 了 水 的 某 些 重要 性 
质 .在 许多 种 分 子 , 诸 如 CO 中 ,由 于 分 子 结构 的 对 称 性 使 得 其 偶 极 矩 为 零 . 因此 ,对 于 这 些 
分 子 我 们 理应 展开 得 更 为 准确 些 ,得 到 势 中 随 1/Rs 递 降 之 项 ,而 这 称 为 四 极 子 势 . 对 于 这 
些 情 况 我 们 将 在 以 后 讨论 . 


$6-6 带电 导体 的 场 


我 们 利用 上 述 一 些 实例 ,现在 就 已 完成 了 希望 涉及 的 从 一 开始 就 知道 了 电荷 分 布 的 那 
些 情况 . 那 是 一 种 不 太 复杂 的 问题 ,至 多 只 牵涉 到 某 些 积分 . 现存 ,我 们 将 转 到 一 类 全 新 的 问 
题 , 即 对 带电 导体 附近 的 场 的 确定 . 

假设 有 总 电荷 Q 置 于 一 任意 导体 之 上 ,这 种 情况 下 ,将 不 可 能 确切 地 说 出 电荷 的 位 置 
分 布 ,它们 将 以 某 种 方式 分 散在 该 导体 表面 上 . 我 们 怎 能 知道 电荷 在 表面 上 是 如 何 分 布 的 
呢 ? 它们 必须 把 自己 分 布 得 使 该 表面 之 势 是 一 常数 . 假如 该 面 不 是 一 个 等 势 面 , 则 在 导体 内 
便 会 有 电场 ,而 电荷 就 会 继续 运动 直到 电场 变 为 零 . 这 一 类 普遍 问题 可 以 按 下 述 的 方法 得 到 
解决 .我们 先 猜测 有 某 一 电荷 分 布 而 算出 了 势 . 若 所 算出 的 势 在 该 表面 上 处 处 是 常数 , 则 问 
题 便 算 了 结 . 如 果 该 表面 不 是 一 个 等 势 面 , 那 就 说 明 我 们 对 电荷 分 布 所 做 的 猜测 有 误 . 应 该 
再 进行 猜测 一 一 希望 得 到 一 个 有 所 改善 的 猜测 ! 如 果 我 们 对 逐步 猜测 不 明智 , 则 这 一 过 程 
可 以 不 断 地 继续 下 去 . 

如 何 猜测 分 布 的 问题 在 数学 上 相当 困难 . 当然 , 自然界 自 有 其 完成 此 事 的 时 间 , 电 荷 推 
来 挽 去 直到 它们 互相 平衡 为 止 . 然而 , 当 我 们 试图 求解 该 问题 时 ,要 做 出 一 次 尝试 就 得 花 很 
长 的 时 间 . 这 办 法 十 分 繁 匈 ,对 于 任意 一 群 导 体 和 任意 电荷 来 说 ,这 一 问题 可 能 变 得 十 分 复 
杂 . 一 般 说 来 ,如 果 没 有 相当 复杂 的 数值 计算 方法 就 无 从 加 以 解决 . 目前 ,这 一 类 的 数值 计算 
是 由 计算 机 完成 的 , 它 能 为 我 们 代劳 ,只 要 先 告诉 它 怎样 去 进行 计算 就 行 . 

男 一 方面 ,有 许多 细小 的 实用 情况 ,如 果 通 过 某 种 更 直接 的 方法 一 一 不 必 为 计算 机 编制 
程序 一 一 就 能 够 找到 答案 , 那 该 多 么 好 .幸而 ,有 若干 种 场合 ,其 答案 可 以 利用 某 些 巧 计 或 其 
他 办 法 从 自然 界 挤 出 来 . 我们 将 要 描述 的 第 一 个 巧 计 就 涉及 对 已 知 解 的 应 用 ,这 些 解 是 我 们 
以 前 在 各 电荷 的 位 置 都 已 被 规定 的 情况 下 获得 的 . 


$6-7 镜像 法 


比方 说 ,我 们 以 前 就 曾经 解 出 过 两 个 点 电荷 的 场 . 图 6-8 表示 第 5 章 中 通过 计算 而 获得 
的 某 些 场 线 和 等 势 面 . 现在 考虑 标明 为 A 的 那个 等 势 面 . 假设 我 们 造成 一 个 其 形状 恰巧 与 
这 个 面 吻合 的 金属 薄片 . 若 把 它 准确 地 安放 在 该 面 上 并 调整 其 势 至 恰当 数值 , 那 就 没有 谁 能 
够 知道 它 是 放 在 哪里 了 ,因为 一 切 都 不 会 改变 . 
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可 是 要 注意 ! 实际 上 我 们 已 经 解决 了 一 个 新 的 问题 . 我 们 有 这 么 一 种 情况 :一 块 具有 给 
定 势 的 膏 曲 导体 面 被 放 在 一 个 点 电荷 附近 . 如 果 被 放置 在 该 等 势 面 上 的 金属 片 最 终 能 自行 
闭合 (或 实际 上 伸展 得 足够 远 ) ,那么 就 有 一 种 在 8$ 5-10 中 曾 考 虑 过 的 那样 情况 ,其 中 空间 
被 分 隔 成 两 个 区 域 ,其 一 是 在 闭合 导体 壳 之 内 , 另 一 则 在 其 外 . 我 们 在 那里 已 经 知道 这 两 个 
区 域 里 的 场 是 互相 独立 的 . 因而 不 管 里 面 怎么 样 ,在 导体 外 面 我 们 应 该 有 相同 的 场 . 我 们 甚 
至 可 以 用 导电 材料 来 填充 整个 内 部 . 因此 ,就 已 找到 了 图 6-9 那 种 结构 的 场 . 在 导体 外 部 的 
空间 里 , 场 同 图 6-8 中 所 示 的 两 个 点 电荷 之 场 一 样 . 在 导体 内 部 , 场 等 于 零 . 并 且 一 一 正 应 该 
如 此 一 一 刚好 在 导体 外 面 的 电场 会 与 该 面 正 交 . 


| 图 6-9 在 一 个 形状 像 图 6-8 中 的 等 势 
图 6-8 两 个 点 电荷 的 场 线 和 等 势 面 面 A 的 导体 之 外 的 电场 


这 样 ,我 们 便 能 通过 计算 9 以 及 在 适当 位 置 上 一 个 想象 的 点 电荷 一 g 所 产生 的 场 来 算 
出 图 6-9 中 的 场 了 . 那个 我 们 “想象 "其 存在 于 导体 表面 后 的 点 电荷 称 为 镜像 电荷 . 

从 书本 中 你 可 以 找到 有 关 双 曲面 形状 的 导体 以 及 其 他 形状 复杂 的 导体 的 各 种 解 的 长 长 
名 单 ,因而 会 觉得 奇怪 ,怎么 有 人 竟 解 决 了 这 些 可 怕 形 状 的 导体 问题 . 原来 他 们 是 倒 过 来 求 
解 的 ! 有 人 解决 了 给 定 电荷 的 一 个 简单 问题 . 然后 ,他 看 到 有 某 一 个 等 势 面 表现 出 新 的 形 
状 , 于 是 就 写 出 一 篇 论文 ,指明 在 这 种 特定 形状 的 导体 外 的 场 可 以 用 某 种 方法 来 描述 . 


$6-8 导电 平面 附近 的 点 电荷 


作为 这 种 方法 最 简单 的 应 用 之 一 ,让 我 们 利用 图 6-8 中 的 等 势 面 B. 有 了 它 , 便 能 求解 
在 一 块 导电 板 面 前 放置 一 个 电荷 的 问题 .我们 只 需 勾 消 该 图 左边 的 一 半 . 有 关 这 一 解答 的 场 
线 如 图 6-10 所 示 . 注意 该 平面 ,由 于 在 两 电荷 的 正中 间 ,所 以 具有 零 势 . 这 样 ,我 们 就 解决 了 
在 一 接地 的 导电 板 附近 有 一 个 正 电荷 的 问题 . 

对 于 整个 电场 至 今 我 们 已 告解 决 ,但 造成 这 场 的 真实 电荷 究竟 怎样 呢 ? 除了 这 个 正点 电 
荷 之 外 ,由 于 受到 该 正 电 荷 ( 从 老 远 处 起 ) 所 吸引 ,所 以 在 导电 板 上 出 现 一 些 感 生 负电 荷 . 现在 ， 
假定 由 于 某 种 技术 原因 一 一 或 出 自 好 奇 心 一 一 你 想 知道 那些 负电 荷 在 该 表面 上 是 怎样 分 布 
的 . 那 你 可 以 利用 我 们 在 $ 5-6 中 由 高 斯 定律 所 算出 的 结果 求 出 面 电 荷 密度 ,贴近 导体 外 面 
的 电场 法 向 分 量 就 等 于 面 电荷 密度 除 以 . 从 表面 上 电场 的 法 向 分 量 倒 过 来 计算 ,我们 可 
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以 获得 表面 上 任 一 点 的 电荷 密度 . 因为 我 们 已 知道 各 处 的 场 , 所 以 就 知道 面 电荷 密度 . 

考虑 板 面 上 一 点 , 它 与 正 对 着 正 电 荷 的 那 一 点 距离 为 p( 图 6-10). 在 这 一 -点 的 电场 生 直 
指向 该 表面 .来 自 该 正 电 荷 的 场 其 法 向 分 量 为 
二 一 
47re (a? + pe 
对 此 还 必须 加 上 由 那个 负 的 镜像 电荷 产生 的 电场 . 这 不 过 使 该 法 向 分 量 加 倍 ( 并 抵消 了 所 有 
其 他 之 场 ) ,因而 在 该 表面 任 一 点 的 电荷 密度 c 就 是 


E,+ 一 一 (6. 28) 


co(p) = oE(p) = 一 re (6. 29) 
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图 6-10 在 一 导电 平面 附近 一 个 电荷 的 场 ,用 镜像 法 求 得 


对 上 述 结果 的 一 种 有 趣 核 对 , 仍 是 在 整个 面 上 对 o 进行 积分 . 我 们 求 得 总 感 生 电 荷 为 
一 gq, 理应 如 此 . 

还 有 另 一 个 问题 :是 否 有 力作 用 在 点 电荷 上 ? 有 的 ,因为 有 来 自 板 上 的 感 生 负面 电荷 的 
吸引 力 . 现在 我 们 已 知道 面 电 荷 的 分 布 ( 式 6. 29) ,本 来 可 通过 积分 算出 对 该 正点 电荷 的 作 
用 力 . 但 我 们 也 知道 ,作用 于 该 正 电 荷 上 的 力 应 该 与 用 一 负 的 镜像 电荷 来 代替 那 块 平 板 所 产 
生 的 力 完 全 相同 ,因为 在 正 电 荷 附 近 的 场 在 这 两 种 情况 下 都 相同 . 该 点 电荷 会 感到 一 个 指向 
板 面 的 力 而 其 大 小 为 
1 2 


”4 (2a)2， 


这 样 , 比 对 所 有 负电 荷 取 积 分 而 求 得 的 力 要 容易 得 多 . 


F (6. 30) 
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$ 6-9 导电 球体 附近 的 点 电荷 


除了 平面 以 外 ,还 有 了 哪些 面具 有 简单 解 呢 ?第 二 种 最 简单 的 形状 是 球 . 如 图 6-11 所 示 ， 
在 一 金属 球 附近 有 一 个 点 电荷 9, 让 我 们 求 出 该 球体 周围 的 场 . 现在 ,我 们 必须 寻找 给 出 的 
等 势 面 为 球面 的 那 种 简单 物理 情况 . 如 果 我 们 事前 仔细 考虑 人 们 已 经 解决 的 那些 问题 ,就 会 
发 现 ,已 有 人 注意 到 两 个 不 相等 的 点 电荷 的 场 会 有 一 个 球形 的 等 势 面 . 啊 哈 ! 如 果 选 择 那个 
镜像 电荷 的 位 置 一 并 选 出 适量 的 电荷 量 一 一 那么 也 许 就 能 使 一 个 等 势 面 符合 我 们 的 球 
面 . 事实 上 ,的 确 可 以 用 下 述 方法 做 到 这 一 点 . 

假设 你 希望 有 这 样 一 个 等 势 面 :半径 为 a 而 其 中 心 与 电荷 9 相距 为 6 的 球面 . 试 放置 一 
个 大 小 为 9 = 一 q(a/b) 的 镜像 电荷 于 该 真实 电荷 与 球 心 的 连 线 上 ,与 球 心 的 距离 为 oz/ 
这 样 ,球面 就 将 处 于 零 势 . 

数学 方面 的 理由 来 源 于 这 样 的 事实 :球面 是 与 两 固定 点 的 距离 之 比 始终 保持 常数 的 所 
有 各 点 的 轨迹 , 参考 图 6-11, 在 P 点 由 g 与 gq 所 产 
生 之 势 正比 于 

昌 . 十 于 


ri rz 
因此 , 势 就 将 在 下 述 一 切 点 上 为 零 : 


-44 或 呈 一 六 
rz Fi nl 9 


图 6-11 点 电荷 gq 在 一 个 接地 的 导电 球体 
如 果 我 们 把 gq 置 于 距离 球 心 为 a*/b 的 一 点 ,那么 。 上 感 生 了 电荷 ,这 些 电 荷 的 场 就 是 被 置 在 图 
比 rz/r 就 有 常数 值 a/b. 因此 , 若 中 所 示 那 一 点 上 的 一 个 镜像 电荷 g 所 产生 的 


二 (6. 31) 


则 球面 便 是 一 等 势 面 了 .事实 上 , 它 的 势 为 零 . 

如 果 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 不 处 于 零 势 的 球 ,情况 又 会 怎么 样 呢 ? 原来 只 有 在 其 总 电荷 
碰巧 等 于 9 时 才 会 有 零 势 . 当然 ,如 果 球 是 接地 的 , 则 在 其 上 面 所 感 生 的 电荷 就 恰好 是 那些 . 
但 如 果 它 是 被 绝缘 的 ,并且 不 带电 荷 , 那 又 会 怎么 样 呢 ? 或 者 已 知 它 带 有 总 电荷 Q 呢 ? 或 
者 它 具 有 的 给 定 的 势 正 好 不 等 于 零 呢 ? 所 有 这 些 问 题 都 不 难 回答 . 我 们 总 可 以 加 一 个 点 电 
荷 g 于 球 心 上 , 通 过 司 加 ,该 球面 就 仍 保持 为 一 等 势 面 ,只 是 势 的 大 小 将 改变 罢了 . 

例如 , 若 有 一 个 原来 并 没有 带电 而 且 与 其 他 任何 东西 都 绝缘 的 导电 球 ,并 将 一 个 正 的 点 
电荷 gq 带 至 其 附近 ,那么 球 带 的 总 电荷 将 保持 为 零 . 和 以 前 一 样 通过 用 一 个 镜像 电荷 g ,但 
除 此 之 外 在 球 心 再 加 上 一 个 电荷 9 而 找到 解 . 选取 


ns 7 ss 迎 
9 -gq = pq (6. 32) 


在 球 外 每 一 处 的 场 由 gq, 9 与 % 的 场 得 加 而 成 . 问题 就 这 样 解决 了 . 
现在 我 们 能 够 看 到 ,将 有 一 吸引 力 存在 于 球 与 点 电荷 9 之 间 . 尽管 在 中 性 球 上 没有 电 
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荷 , 力 仍 不 会 等 于 零 的 . 这 吸引 力 来 自 何 处 呢 ? 当 你 把 一 正 电 荷 带 到 一 导电 球 外 面 时 ,该 正 
电荷 会 把 负电 荷 吸 引 到 靠近 它 自己 的 一 边 而 把 正 电荷 留 在 较 远 的 男 一 边 的 面 上 . 受 负电 荷 
的 吸引 作用 大 于 受 正 电荷 的 排斥 作用 ,因而 就 有 一 净 的 吸引 作用 . 可 以 通过 计算 算出 在 gq 和 
gq 所 产生 的 场 中 作用 在 q 上 的 力 ,而 找 出 该 吸引 作用 有 多 大 . 总 力 等 于 这 两 者 之 和 :9 与 置 在 
b 一 (a?/b) 距离 上 的 电荷 9 = 一 (a/b)g 之 闻 的 吸引 力 ,以 及 9 与 置 在 上 距离 上 的 电荷 %” = 
十 (a/b)q 之 间 的 排斥 力 . 

那些 曾 在 童年 时 代 对 一 个 发 酵 粉 盒 上 的 商标 里 画 上 一 个 发 酵 粉 盒 ,而 在 此 盒 的 商标 里 
又 画 上 另 一 个 发 酵 粉 盒 …… 感到 赏心悦目 的 人 可 能 对 下 述 问题 感 兴趣 . 两 个 相等 的 球 ,一 
带 有 总 电荷 十 Q, 而 另 一 个 带 有 总 电荷 一 Q, 被 置 在 某 一 距离 上 . 它们 间 的 互 作 用 力 有 多 大 
呢 ? 这 问题 可 以 用 无 限 个 镜像 电荷 来 解决 .最 初 人 们 用 球 心 上 的 电荷 对 每 个 球 做 近似 ,这 些 
电荷 将 在 另 一 个 球 中 有 其 镜像 电荷 ,这 些 镜像 电荷 又 有 其 镜像 电荷 ,如 此 等 等 . 这 个 解 就 很 
像 那 发 酵 粉 盒 上 的 图 画 似 的 一 一 收敛 得 相当 人 快 . 


$6-10 电容 器 与 平行 极 板 


现在 ,我 们 提出 另 一 类 与 导体 有 关 的 问题. 考虑 两 块 大 的 金属 板 , 彼 此 互相 平行 并 相隔 

一 个 比 它们 的 宽度 小 得 多 的 距离. 而 且 , 假 定 它们 分 别 带 有 等 量 异 号 电荷 . 这 样 ,每 一 板 上 的 

电荷 将 被 另 一 板 上 的 电荷 所 吸引 ,而 这 些 电荷 都 将 均匀 地 散布 于 板 内 侧 表面 上 . 两 板 将 分 别 

i 具有 电荷 密度 十 c 和 一 c, 如 图 6-12 所 示 . 从 第 5 章 我 

Le 和。 们 知道 ,两 板 之 间 的 场 为 oa, 而 在 两 板 外 面 的 场 则 为 

PT TT 人。 零 .两 板 将 有 不 同 的 势 册 和 加 .为 了 方便 起 见 ,我 们 将 
ee 称 这 差 为 V, 它 常 叫 作 “ 电 压 ” 

图 6-12 平行 板 电 容器 加 一 二 VV 


你 将 发 现 ,有 时 人 们 把 V 当 作 电 势 用 ,但 我 们 却 选用 #$ 作为 电势 . 
势 差 V 是 单位 电荷 从 一 板 移 至 另 一 板 所 需 的 功 ,因而 


V= Ed= £4d= 40Q, (6. 33) 
《0 eA 


式 中 士 Q 为 每 板 上 的 总 电荷 ,4 为 板 的 面积 ,而 d 为 两 板 间距 . 

我 们 发 现 电压 与 电荷 成 正比 . 对 于 在 空间 中 的 任何 两 个 导体 ,只 要 一 个 带 正 电 而 另 一 个 
带 等 量 负电 ,V 与 Q 之 间 的 这 种 正比 性 都 能 找到 . 它们 间 的 势 差 一 一 也 就 是 电压 一 一 将 与 
电荷 成 正比 (我 们 假定 在 其 周围 没有 其 他 电荷 ). 

为 什么 会 有 这 一 种 正比 性 呢 ? 这 只 不 过 是 秋 加 原理 在 起 作用 . 假定 我 们 已 知道 关于 一 
组 电荷 的 解 , 然 后 把 两 个 这 样 的 解 到 加 起 来 . 电荷 加 倍 , 场 也 加 倍 ,因此 ,将 单位 电荷 从 一 点 
移 至 男 一 点 所 做 的 功 也 加 倍 . 因此 ,在 任何 两 点 之 间 的 势 差 就 正比 于 电荷 . 特别 是 ,两 导体 之 
间 的 势 差 正比 于 它们 上 面 的 电荷 . 当初 有 人 把 这 个 正比 的 式 子 写成 了 另 一 种 形式 . 也 就 是 
说 ,他 们 写成 


Q= CV, 
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式 中 C 是 一 常数 . 这 个 比例 常数 叫做 电容 ,而 这 样 一 种 两 个 导体 的 系统 则 叫 作 电容 器 ”. 对 
于 我 们 的 平行 板 电容 器 来 说 ， 


= 全 (平行 板 ). (6. 34) 


这 个 公式 并 非 严 格 准确 ,因为 在 两 板 之 间 场 并 不 像 我 们 设想 的 那样 真正 处 处 均匀 . 在 边 
缘 处 场 并 非 刚好 突然 消失 ,而 实际 上 更 像 图 6-13 所 示 的 那 种 情形 . 总 电荷 不 像 我 们 所 假定 
的 为 xc4 一 一 对 于 边缘 效应 有 一 个 小 的 修正 . 为 了 求 得 这 个 修正 ,我 们 得 更 准确 地 算出 场 并 
找 出 在 边缘 处 究竟 发 生 了 什么 . 然而 ,这 是 一 个 复杂 的 数学 问题 , 它 可 以 用 技巧 解决 ,我 们 
现在 就 不 加 以 描述 了 . 这 种 计算 的 结果 表明 ,接近 两 极 板 边缘 处 电荷 密度 会 比 中 间 稍 微 
高 些 [ 若 我 们 采用 式 (6. 34) 来 获得 对 于 电容 的 一 个 很 好 近似 , 则 其 中 的 A 是 人 为 地 延伸 
的 面积 ,该 面积 为 当 两 板 间 距 为 原来 的 3/8 倍 时 
所 应 该 有 的 ]. 

我 们 仅仅 谈 及 了 关于 两 导体 的 电容 . 有 时 人 
们 会 谈 到 单个 物体 的 电容 . 例如 ,他 们 会 说 ,一 
半径 为 a 的 球体 有 4rea 的 电容 . 他 们 把 另 一 端 
设想 为 是 一 个 半径 无 限 大 的 球 一 一 即 当 有 一 电荷 
十 Q 放 在 球面 上 时 ,相反 的 电荷 一 Q 则 在 一 个 无 
限 大 的 球面 上 . 人 们 也 可 以 谈论 当 有 三 个 或 更 
多 个 导体 时 的 电容 ,然而 关于 这 方面 的 讨论 我 
们 将 要 推迟 

假设 我 们 希望 有 一 个 电容 很 大 的 电容 器 , 那 
就 可 以 通过 取 极 大 面积 但 间距 极 小 而 获得 . 我 们 
可 以 将 浸 过 蜡 的 纸 片 夹 在 铝 质 薄膜 之 间 而 卷 起 来 图 6-13 在 两 平行 板 边缘 附 近 的 电场 
(如 果 把 它 密封 在 一 个 塑料 盒 中 , 那 就 会 形成 一 个 
典型 的 无 线 电 方面 用 的 电容 器 了 ). 它 有 什么 好 处 呢 ?” 好 处 在 于 能 贮存 电荷 . 比如 ,车 我 们 试 
图 把 电荷 贮存 在 一 个 球面 上 , 则 当 它 充电 时 电势 会 升 高 得 很 快 , 这 电势 甚至 可 能 高 达 使 电荷 
开始 通过 火花 而 向 空气 逃逸 出 去 的 那 种 程度 . 可 是 , 若 我 们 把 等 量 电 丛 放 在 一 个 电容 十 分 大 
的 电容 器 上 , 则 电容 器 间 所 形成 的 电压 会 很 小 . 

在 电路 的 许多 种 应 用 中 , 凡 能 吸收 或 释放 大 量 电荷 而 又 不 会 怎样 改变 其 电势 的 东西 都 
是 有 用 的 ,而 这 正 是 电容 器 的 特长 . 在 电子 学 仪器 以 及 计算 机 中 ,电容 器 还 有 许多 种 应 用 . 其 
中 ,有 的 被 用 来 随 着 电荷 的 某 一 特定 变化 ,从 而 得 到 电压 的 一 种 特殊 变化 . 在 第 1 卷 第 23 章 
中 我 们 曾 在 描述 共振 电路 特性 的 地 方 见 到 一 种 相似 应 用 . 
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* 有 人 认为 电容 “capacitance" 和 电容 器 “capacitor" 这 两 个 较 新 名 词 应 分 别 代 替 电容 “capacity"” 和 电容 
器 "condensor" 那 两 个 词 .我 们 决定 采用 那 较 古 老 的 一 套 名 称 , 因 为 在 物理 实验 室 中 一 一 即使 不 是 在 书本 
里 一 一 这 套 旧 名 称 仍 会 普遍 用 到 . 
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我 们 从 C 的 定义 可 以 看 出 , 它 的 单位 是 CV™. 这 个 单位 也 叫 法 (F). 考察 式 (6. 34) ,我 
们 见 到 % 的 单位 可 表达 为 Fm ,这 是 最 常用 的 单位 .电容 器 的 典型 容量 约 在 1 pF 至 1 mF 
之 间 . 几 皮 法 的 那 种 小 电容 器 常用 于 高 频 调 谐 电 路 中 ,而 高 达成 百 上 干 个 微 法 的 电容 器 则 在 
能 源 滤波 器 中 可 以 找到 . 面积 为 1 dm* 而 间距 为 1 mm 的 一 对 平行 板 约 有 1 pF 的 电容 


$6-11 高 ( 电 ) 压 击 穿 


现在 ,我 们 想 定性 地 讨论 导体 周围 场 的 某 些 特性 . 若 我 们 对 之 充电 的 导体 不 是 一 个 
球 ,而 是 在 其 上 面 有 一 针尖 或 尖端 ,如 图 6-14 所 示 ,那么 尖端 周围 的 场 比 起 其 他 区 域 的 
场 就 会 高 出 许多 . 从 定性 方面 讲 ,原因 是 电荷 企 
图 尽 可 能 广阔 地 铺 开 在 导体 表面 ,而 尖端 上 的 
尖 头 就 是 与 大 部 分 表面 离 得 尽 可 能 远 的 地 方 . 
板 面 上 有 些 电荷 被 一 直 推 至 尖端 ,尖端 上 相对 
小 量 的 电荷 仍 能 提供 一 个 大 的 面 密度 ,而 一 个 
高 的 电荷 密度 也 就 意味 着 刚好 在 外 面 处 的 一 个 
强 电场. 

要 看 出 导体 上 那些 曲率 半径 最 小 的 地 方 场 
最 高 的 一 种 办 法 ,是 考虑 一 个 大 球 与 一 个 小 球 
被 导线 连接 在 一 起 的 那 种 组 合 ,如 图 6-15 所 
示 . 它 多 少 是 如 图 6-14 所 示 的 那个 导体 的 某 
种 理想 模型. 导线 对 于 处 在 球 外 的 场 影响 其 
小 , 它 在 这 里 的 作用 只 是 维持 两 球 处 在 相同 的 
电势 . 现在 ,究竟 哪 一 个 球 在 其 表面 上 会 有 较 
大 的 场 呢 ? 如 果 左 边 的 球 半径 为 a 并 带 有 电 
荷 Q, 则 它 的 势 约 为 


当然 一 个 球 的 存在 总 会 改变 另 一 个 球 上 的 电荷 分 布 ,因而 无 论 哪个 球 上 的 电荷 都 不 是 真正 
球 对 称 的 . 但 若 我 们 感 兴趣 的 只 是 对 场 的 一 种 估计 , 那 就 可 采用 一 个 球形 电荷 的 势 . 若 那 个 
半径 为 8 的 小 球 带 有 电荷 9, 则 它 的 势 约 等 于 


点 一 -2 


4reo b . 


但 网 一 风 ,因而 


Q_g AM 2 
a 0 A 
男 一 方面 ,在 表面 上 的 场 与 面 电 荷 密度 成 正比 ( 见 


式 5.8), 而 电荷 密度 又 正比 于 电荷 除 以 半径 平 ”图 6-15 一 个 尖锐 物体 的 场 可 以 由 处 于 相 
方 . 因而 我 们 得 同 电势 的 球 来 近似 
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Ea Lb (6. 35) 


所 以 ,在 小 球 表面 处 的 场 较 高 , 场 与 半径 成 反比 . 

这 一 结果 在 技术 上 很 重要 ,因为 若 电场 太 大 ,空气 会 被 击 穿 . 所 发 生 的 情况 是 :一 个 在 空 
气 中 某 处 的 游离 电荷 (电子 或 离子 ) 被 场所 加 速 ,倘若 场 很 大 , 则 该 电荷 会 在 打击 另 一 个 原子 
之 前 就 获得 了 足够 高 的 速率 以 致 能 够 从 该 原子 中 打出 一 个 电子 来 . 结果 , 越 来 越 多 的 离子 产 
生 了 ,它们 的 运动 构成 放电 或 火花 . 如 果 你 要 对 一 物体 充电 至 一 高 电压 而 又 不 让 它 通过 空气 
中 的 火花 而 使 它 本 身 放电 , 那 你 就 必须 保证 该 表面 是 平滑 的 ,从 而 不 会 在 任何 一 处 出 现 异常 
强 的 电场 . 


§6-12 场 致 发 射 显微镜 


在 一 带电 导体 上 任何 尖锐 突出 部 分 的 周围 那 种 非常 高 的 电场 ,有 很 有 意义 的 应 用 . 场 致 
发 射 显 微 镜 的 操作 就 有 赖 于 在 一 金属 尖端 上 所 产生 的 高 场 * , 它 是 按 如 下 方式 制 成 的 :一 根 
非常 细小 的 针 , 其 尖端 的 直径 约 为 1 000 A, 被 安置 在 一 个 抽 成 真空 的 玻璃 球 泡 的 中 心 (图 
6-16). 球 的 内 面 涂 上 薄 层 荧光 材料 导电 膜 ,而 在 这 荧光 涂 层 与 针 之 间 加 上 一 个 非常 高 的 电压 . 

让 我 们 首先 考虑 , 当 针 相对 于 荧光 涂 层 是 负 时 所 
发 生 的 情况 . 场 线 在 尖端 处 高 度 集中 . 电场 可 以 高 达 
4GVm .在 这 样 强 的 场 中 ,电子 会 从 针 的 表面 被 拉 出 
去 并 在 针 和 荧光 涂 层 之 间 的 势 差 中 被 加 速 . 当 电 子 到 达 
涂 层 时 就 会 引起 发 光 , 正 如 电视 显像管 中 的 情况 一 样 

那些 到 达 荧 光 面 给 定点 上 的 电子 ,在 很 高 的 近似 程 
度 上 ,可 以 看 作 是 发 源 于 径 向 场 线 的 另 一 端 ,因为 电子 
将 沿 着 场 线 从 该 点 跑 至 面 上 来 . 这 样 ,我 们 在 荧光 面 上 
就 看 到 了 针 的 尖端 的 某 种 像 . 更 正确 地 说 ,是 看 到 了 针 
表面 的 发 射 率 图 像 一 一 也 就 是 电子 离开 金属 尖端 表面 
的 难 易 程度 . 如 分 辩 率 足够 高 ,人 们 还 可 以 指望 能 够 分 
辨 出 在 针 的 尖端 处 个 别 原子 的 位 置 . 利用 电子 ,由 于 下 
述 一 些 原因 ,这样 的 分 辩 率 无 法 达到 . 首先 ,电子 波 存在 
一 种 量子 力学 效应 的 衍射 , 它 能 使 像 模糊 . 其 次 ,由 于 电 
子 在 金属 中 的 内 在 运动 ,它们 在 离开 针 面 时 会 有 一 个 小 
小 的 侧 向 初速 ,而 这 一 种 速度 的 无 规 横向 分 量 就 会 引起 ， 
像 的 某 种 模糊 不 清 . 这 两 种 效应 合 在 一 起 迫使 分 辩 率 限于 25 A 左右 . 

然而 ,如 果 我 们 其 倒 电 极 方向 ,并 在 玻 泡 中 引进 少量 氮气 , 那 就 可 能 得 到 高 得 多 的 分 辨 
率 . 当 一 个 氮 原 子 与 针尖 碰撞 时 ,那里 的 强 电 场 会 把 一 个 电子 从 该 氨 原 子 中 剥离 出 来 , 剩 下 
的 原子 就 带 上 了 正 电 . 然后 ,这 个 氨 离 子 就 会 沿 着 场 线 向 外 加 速 直至 荧光 屏 . 由 于 所 离子 


图 6-16 场 致 发 射 显微镜 


* Mueller E W. The Field-ion Microscope. Advances in Electronics and Eleciron Physics, 1960, 13: 
83—179. New York: Academic Press 
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2 
图 6-17 由 一 架 场 致 发 射 显微镜 所 产生 的 
像 [ 宾夕法尼亚 州 州立 大 学 物理 学 研究 教授 
埃 尔 温 W. 穆 勒 提供 ] 


比 电子 重 得 多 ,其 量子 力学 波长 就 小 得 多 . 如 果 
温度 不 太 高 , 则 热 速 度 效应 也 比 电子 的 情况 小 . 
所 以 像 就 有 了 较 少 的 模糊 程度 ,一 个 清楚 得 多 的 
有 关 尖 端的 图 像 就 可 以 得 到 . 用 这 种 正 离子 的 场 
致 发 射 显微镜 ,有 可 能 获得 高 达 二 百 万 倍 的 放大 
率 一 一 放大 率 比 最 佳 的 电子 显微镜 所 能 获得 的 
要 高 出 十 倍 ， 

图 6-17 是 由 一 台 利 用 忽 针 的 场 致 发 射 显 微 
镜 所 得 结果 的 一 个 例子 . 一 个 钨 原子 中 心 对 氨 原 
了 的 离 化 , 比 钨 原子 间 的 空隙 有 稍微 不 同 的 比率 . 
在 荧光 屏 上 的 斑点 图 样 就 会 显示 出 钩针 尖端 的 音 
个 原子 的 排列 . 斑点 之 所 以 表现 为 环形 ,可 以 通过 
观察 一 个 大 箱子 里 用 以 代表 金属 里 原子 的 、 被 堆 
积 成 矩形 阵列 的 小 球 而 得 到 理解 . 如 果 你 从 该 箱 
了 里 划 出 一 个 粗略 的 球形 的 部 分 , 便 可 以 看 到 原 
子 结构 的 环 状 图 样 特性 . 场 致 发 射 显 微 镜 第 一 次 
为 人 类 提供 了 观察 原子 的 工具 . 鉴于 该 仪器 的 简 
单 性 ,这 是 一 项 了 不 起 的 成 就 
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$7-1 求 静电 场 的 各 种 方法 


本 章 将 继续 讨论 各 种 特殊 情况 下 电场 的 特性 . 首先 ,要 来 描述 一 些 求解 导体 问题 的 更 精确 
的 方法 . 并 不 期 望 读者 对 这 些 较 高 级 的 方法 能 够 在 这 个 时 候 就 熟练 掌握 ,但 是 ,有 些 问 题 对 利 
用 可 能 在 较 高 级 课程 中 学 到 的 技巧 就 能 解决 ,从 这 类 问题 得 到 某 种 概念 仍然 可 能 是 有 意义 的 . 
然后 ,我 们 还 将 提出 电荷 分 布 既 非 固定 ,也 非 由 导体 所 携带 ,而 是 要 由 其 他 某 种 物理 规律 来 确定 
的 两 个 例子 . 

正如 在 第 6 章 我 们 所 发 现 的 , 当 电荷 分 布 已 确定 后 ,静电 场 问题 基本 上 就 很 简单 ,只 要 
求 算出 一 个 积分 . 然而, 当 有 导体 存在 时 ,由 于 导体 上 的 电荷 分 布 原先 不 知道 ,复杂 性 便 产 生 
了 .电荷 必须 这 样 分 布 于 导体 表面 上 ,使 得 该 导体 能 成 为 一 个 等 势 体 . 对 于 这 种 问题 的 解法 
既 非 直 接 也 不 简单 . 

我 们 曾 看 到 过 一 个 解决 这 类 问题 的 间接 方法 ,在 此 方法 中 我 们 找到 了 关于 某 种 特定 的 
电荷 分 布 的 一 些 等 势 面 ,并 用 一 个 导电 面 去 代替 其 中 的 一 个 . 按 这 种 办 法 我 们 就 能 制 成 一 份 
关于 球面 .平面 等 形状 导体 的 特殊 解 的 目录 .在 第 6 章 中 所 描述 的 有 关 镜 像 法 的 应 用 ,就 是 
间接 法 的 一 个 例子 ,我 们 将 在 本 章 中 描述 另 一 个 例子 . 

如 果 所 要 求解 的 问题 并 不 属于 能 够 用 间接 法 构造 解 的 那 一 类 问题 , 则 我 们 不 得 不 采用 
较 直 接 的 方法 来 解决 .直接 方法 的 数学 问题 是 在 服从 某 些 边界 各 导体 表面 一 一 上 $8 分 
别 为 一 些 恰当 常数 的 条 件 下 , 求 拉 普 拉 斯 方程 


Vi$=0 (7.1) 


的 解 . 凡 属 牵涉 到 求解 一 个 微分 方程 ,并 受 某 些 边界 条 件 所 支配 的 问题 都 叫 作 边 界 值 问题 . 
这 种 问题 已 成 为 很 多 数学 研究 的 对 象 . 在 具有 复杂 形状 的 导体 的 情况 下 ,并 没有 普遍 的 解析 
方法 ,甚至 像 一 个 带电 的 两 端 都 封闭 着 的 金属 柱 体 缸 一 一 比如 啤酒 饶 一 一 这 种 简单 的 问题 
都 会 遇 到 可 怕 的 数学 困难 , 它 只 能 用 数值 计算 法 近似 地 给 予 解决 .唯一 普遍 的 求解 方法 就 是 
数值 计算 法 . 

方程 式 (7. 1) 对 于 若干 问题 是 可 直接 求解 的 . 例如 ,具有 旋转 椭 球 面 形状 的 带电 导体 问 
题 ,可 以 用 已 知 的 特殊 函数 严格 解 出 .对 于 一 个 薄 盘 的 解 ,可 通过 一 个 无 限 扁平 的 糊 球 来 得 
出 . 同样 ,关于 一 根 针 的 解 , 则 可 用 一 个 无 限 长 的 椭 球 而 获得 . 然而 必须 强调 ,唯一 具有 普遍 
适用 性 的 直接 方法 乃 是 数值 计算 技术 . 

边界 值 问题 也 可 通过 对 一 个 物理 类 似 体 的 测量 来 解决 . 拉 普 拉 斯 方程 产生 于 许多 不 同 
的 物理 情况 中 :稳定 热流 ,无 旋 液 流 、 鬼 杂 媒 质 中 的 电流 以 及 弹性 膜 的 挠 曲 . 这 些 经 常 能 够 用 
来 建立 一 个 模拟 所 要 求解 的 电学 问题 的 物理 模型 . 通过 对 在 该 模型 上 适当 模拟 量 的 测量 ,有 
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关 问 题 的 解 就 可 以 确定 了 . 模拟 技术 的 一 个 例子 是 用 电解 模 来 解 二 维 的 静电 学 问题 ,这 个 办 
法 所 以 有 效 , 乃 是 由 于 均匀 导电 媒质 中 势 的 微分 方程 与 在 真空 中 的 相同 . 

有 许多 物理 情况 ,在 一 个 方向 上 物理 场 的 变化 为 零 , 或 者 是 与 男 外 两 个 方向 上 的 变化 比 
较 , 这 个 变化 可 以 忽略 ,这 样 的 问题 叫 作 二 维 的 ,其 场 仅 取决 于 两 个 坐标 . 由 于 在 一 个 二 维 问 
题 中 3/9z = 0, 所 以 在 自由 空间 里 关于 $ 的 方程 为 


2f .29 0. (7.2) 


由 于 这 个 二 维 方程 相对 简单 ,所 以 就 会 有 一 个 宽广 的 条 件 范围 ,在 这 范围 内 它 可 以 解析 
地 求解 . 事实 上 ,一 个 强 有 力 的 间接 数学 技巧 依赖 于 复 变 函数 的 一 个 数学 定理 . 现在 ,我 
们 就 将 了 予以 描述 . 


$7-2 二 维 场 ; 复 变 函数 


复 变 数 = 被 定义 为 
z= 二 工 十 1y. 
切 莫 把 这 里 的 z 与 z 坐标 混淆 ,在 下 面 的 讨论 中 我 们 将 不 涉及 z 坐标 ,因为 已 假定 场 与 z 没 
有 依存 关系 了 . 于 是 以 x 和 yy 表示 的 每 一 点 就 对 应 于 一 个 复数 = ,可 以 把 = 当成 一 个 单位 的 
〈 复 ) 变 数 , 并 用 它 来 写 出 通常 类 型 的 数学 函数 F(z). 例如 ， 


F(z) = z’, 
或 F(z) =1/z’, 
或 F(z) =zlog z, 
等 等 


给 出 任意 特定 函数 F(z) , 便 可 以 代入 z = 工 十 iy, 这 就 可 得 到 一 个 z 和 y 的 函数 一 一 
包括 实 的 和 虑 的 两 部 分 . 例如 


z= (ziy)’ = zx’ — y+2iry. (7, 3) 
任意 销 数 F(z) 都 可 以 写成 纯粹 实 部 与 纯粹 虚 部 之 和 ,而 每 一 部 分 都 是 z 和 yy 的 函数 
F(z) = U(xzx, y)+iV(z, y), (7.4) 


式 中 U(xz, y) 和 V(x, y) 都 是 实 函 数 .于 是 ,从 任意 复 变 函数 F(z) 可 以 导出 两 个 新 的 函数 
U(xz, y) 和 和 V(x, y). 例如, F(z) = z? 给 出 的 两 个 函数 为 
U(xz, y) = zx: —y, (7.5) 
和 
V(xz, y) = 2xy. (7.6) 
现在 我 们 来 谈 一 个 不 可 思议 的 数学 定理 , 它 是 那么 令 人 喜悦 ,所 以 我 们 将 把 它 的 证 明 留 


给 你 们 数学 中 一 门 课程 去 做 (不 应 将 所 有 的 数学 奥妙 都 透露 出 来 ,否则 题材 就 未 免 太 枯燥 无 
味 了 ). 这 个 定理 是 :对 于 任 一 “普通 复 变 函数 "( 数 学 家 将 把 它 定义 得 更 好 些 ) ,上述 U 和 Y 
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两 函数 会 自动 地 满足 下 列 关 系 : 
一 一 一 一 ; (3.29》 


se (7. 8) 


由 此 可 立即 推出 ,每 一 个 U 和 V 函数 都 各 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 
PU FU 
gr ay 
EV ,3 
ar 9y 

这 两 方程 对 于 式 (7.5) 和 (7. 6) 那 种 函数 显然 是 正确 的 . 

这 样 ,从 任意 普通 的 函数 出 发 ,我们 便 能 得 到 两 个 函数 U(z，y) 和 V(z，y) ,它们 都 是 

二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 之 解 ,并 各 代表 一 种 可 能 的 静电 势 . 我 们 可 以 捡 起 任意 函数 F(z) , 它 就 

代表 某 个 电场 问题 一 事实 上 是 两 个 ,因为 U 和 V 每 个 都 代表 一 个 解 . 我 们 可 以 随心 所 售 

地 写 出 尽 可 能 多 的 解答 一 一 只 要 编造 出 各 种 函数 一 一 然后 又 只 要 找 出 与 每 一 解答 相符 合 的 

问题 . 这 听 起 来 似乎 有 点 本 末 倒 曾 ,但 毕竟 是 一 种 可 能 方法 . 

作为 一 个 例子 ,让 我 们 看 一 看 函数 F(z) = z? 会 提供 什么 样 的 物理 内 容 . 从 这 一 函数 我 

们 获得 了 两 个 势 函数 式 (7. 5) 和 (7. 6). 要 看 出 函数 U 属于 哪 一 种 问题 ,可 令 U = A, 即 一 党 

数 , 而 解 出 一 组 等 势 面 来 : 


0; (7.9) 


= 0. (7. 10) 


wy=A 

这 是 一 个 直角 双 曲 线 方程. 对 各 种 ， 、 
不 同 A 值 ,我 们 会 得 到 如 图 7-1 a a Li 
所 示 的 那些 双 曲线 . 当 A = 0 时 ， x Ea ox 
所 得 到 的 是 通过 原点 的 两 条 交叉 SA PY 
直线 的 特殊 情况 . KKSvA OO 大 

像 这 样 的 一 组 等 势 面相 当 于 -AVA RA、 VY 
几 种 可 能 的 物理 情况 . 首先 , 它 代 A A | /Y/Y 
表 两 个 相等 点 电荷 间 其 中 点 附近 -| \， “al Td 
场 的 详细 情况 . 其 次 , 它 代 表 导 体 B=0 人 
内 一 个 直角 角 隅 内 的 场 .如 果 我 位 7~ye! /ho| 人 eV- 
有 两 个 形状 做 得 像 图 7-2 所 示 的 、 /2 X49 | AKCAAANNV 
各 保持 不 同 电势 的 电极 ,那么 标明 。 XY > XANAX 
为 C 的 那个 角 附 近 的 场 看 来 就 像 “XML vv 人 上 人 和 CSSAANG 
图 7-1 所 示 的 原点 处 那 种 场 . 图 中 XA 31 (SN 
实 线 组 是 等 势 面 ,而 与 之 成 直角 的 Ns 
虚线 组 则 相当 于 E 线 . 在 尖端 或 > “ws 


突出 部 分 处 电场 趋向 增强 ,而 在 凹 图 7-1 两 组 正 交 曲 线 ,它们 各 可 代表 一 个 二 维 静电 场 中 的 
陷 处 或 坑 谷 里 的 场 则 会 趋向 碱 增 . 等 势 面 
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十 导体 


图 7-2 在 C 点 附近 的 场 与 在 图 7-1 所 示 的 相同 


我 们 所 找到 的 解 也 相当 于 一 个 双 曲 线形 电极 放 在 一 个 直角 角 隅 附近 或 两 个 各 具有 适 
当 电势 的 双 曲 线形 电极 的 解 . 图 7-1 所 示 的 场 具 有 重要 的 性 质 . 电场 的 + 分 最 E, 为 


即 电场 与 离 轴 心 的 距离 成 正比 . 利用 这 一 事实 ,可 
制 成 一 种 ( 称 为 四 极 透镜 的 ) 装 置 , 它 对 于 使 粒子 束 
聚焦 很 有 用 (参阅 8%》29-9), 所 需 的 场 往 往 通过 使 
用 四 个 如 图 7-3 所 示 的 那 种 双 曲 线形 电极 而 获 
得 . 对 于 图 7-3 中 的 电场 线 ,我 们 只 要 把 照 图 7-1 
中 那 一 组 代表 V= 常 数 的 虚线 复制 下 来 . 我 们 有 
一 意外 收获 ! 由 于 式 (7.7) 和 (7.8), 所 以 V= 常 
数 的 那些 曲线 会 与 U= 常 数 的 那些 曲线 正 交 . 每 
当 我 们 选取 一 个 函数 F(z) 时 ,就 从 U 和 V 分别 
得 到 等 势 面 和 场 线 . 我 们 已 解决 了 两 问题 中 的 任 
一 个 ,到 底 是 哪 一 个 则 取决 于 哪 一 组 曲线 将 被 称 


图 7-3 在 一 个 四 极 透镜 中 的 电场 


为 等 势 面 . 
作为 第 二 个 例子 ,考虑 函数 
F(z) = Vz. (7.11) 
若 我 们 写 出 z= 二 工 十 iy = pe”,，, 
其 中 p=Vr’ 十 y， 


而 tan 8 = y/z, 
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那么 F(z) = peie2 一 po (cos +isin 9)， 
/ / 2N12 i2 
由 此 可 得 Flz) = [+] ‘+i 人 + ; (7.12) 


利用 来 自 式 (7.12) 的 U 和 V, 对 于 U(x, y) = A 和 V(x, y) = B 的 两 组 曲线 被 画 在 图 
7-4 上 . 另 一 方面 ,有 许多 可 能 情况 也 可 用 这 些 场 来 描述 ,其 中 最 有 趣 的 一 种 是 靠近 一 张 薄 
板 边缘 的 场 . 如 果 B = 0 的 线 一 一 在 y 轴 右 侧 的 那 条 线 一 一 代表 一 块 带电 薄板 ,那么 在 它 附 
近 的 场 线 就 是 由 A 等 于 各 种 不 同 值 的 一 组 曲线 给 出 的 . 物理 情况 如 图 7-5 所 示 . 


图 7-4 由 式 (7.12) 中 U(x, y) 和 V(x, y) 等 于 常数 的 两 组 曲线 


其 他 的 例子 还 有 : 
F(z) = z’?, (7. 13) 
这 给 出 一 个 直角 角 隅 外 面 的 场 ; 
F(z) = log z， (7.14) 
给 出 一 根 线 电荷 的 场 ; 
而 F(z) = 1/z, (7.15) 


则 会 给 出 电 偶 极 子 的 二 维 模拟 物 的 场 ,也 就 是 两 
条 互相 靠近 而 带 有 异 号 电荷 的 平行 线 的 场 . 

本 课程 中 对 上 述 课 题 将 不 再 追寻 下 去 ,但 仍 
必须 强调 ,虽然 复 变 函 数 技巧 常常 很 有 效 , 但 它 局 图 7-5 在 一 块 接地 薄板 的 边缘 附近 的 场 
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限于 二 维 问题 ,而且 还 是 一 种 间接 方法 . 
$7-3 等 离子 体 振荡 


现在 我 们 考虑 某 些 物理 情况 ,其 中 的 电场 , 既 不 是 由 固定 电荷 也 不 是 由 导体 表面 上 的 电 
荷 所 确定 ,而 是 由 两 种 物理 现象 的 组 合 所 确定 . 换 句 话说 , 场 将 同时 由 两 组 方程 决定 :(1) 来 
自 静电 学 的 方程 组 ,把 电场 与 电荷 的 分 布 联 系 起 来 ;以 及 (2) 来 自 物理 学 另 一 分 支 的 一 个 方 
程 ,确定 场 存在 时 电荷 的 位 置 或 运动 . 

我 们 将 要 考虑 的 第 一 个 例子 是 动力 学 的 例子 ,其 中 电荷 的 运动 由 牛顿 定律 所 支配 . 这 种 
情况 的 一 个 简单 例子 发 生 在 等 离子 体 中 ,这 是 一 种 分 布 于 某 一 空间 区 域内 由 离子 和 自由 电 
子 组 成 的 电离 气体 . 电离 层 一 一 大 气 的 较 高 一 层 一 一 就 是 这 种 等 离子 体 的 一 个 例子 . 来自 太 
阳 的 紫外 线 把 空气 分 子 内 的 一 些 电 子 撞 击 出 来 ,从 而 产生 了 电子 和 离子 . 在 这 样 的 等 离子 体 
中 , 正 离子 比 电子 重 得 多 ,因而 同 电子 的 运动 相 比 ,离子 的 运动 可 以 略 去 . 

令 m 为 在 不 受 干扰 的 平衡 状态 下 电子 的 密度 ,这 也 必然 是 正 离子 的 密度 ,因为 等 离子 
体 (在 不 受 干扰 时 ) 是 电 中 性 的 . 现在 假定 不 知 什么 缘故 电子 离开 了 平衡 状态 而 运动 ,试问 将 
会 发 生 什么 情况 ?如 果 在 一 个 区 域 里 ,电子 的 密度 增 大 ,它们 便 将 互相 排斥 而 趋向 于 返回 其 
平衡 位 置 . 当 电 子 和 朝 着 原来 位 置 运动 时 ,它们 将 会 获得 动能 ,但 不 会 在 其 平衡 位 置 上 静止 下 
来 ,而 是 越过 了 目标 . 它们 将 来 回 振动 . 与 在 声波 中 发 生 的 情况 相似 ,那里 的 恢复 力 是 气体 的 
压强 . 在 等 离子 体 中 ,恢复 力 则 是 作用 于 电子 上 的 电力 . 

为 了 使 讨论 简单 化 ,我 们 将 只 关心 一 维 ( 例 


2 如 沿 x 轴 ) 运 动 . 让 我 们 假定 原来 位 于 z 处 的 诸 
电子 ,在 上 时 刻 从 它们 的 平衡 位 置 上 移动 了 一 小 
AZ 段 距离 s(x, 1). 由 于 电子 已 移 了 位 ,它们 的 密度 
se i ;和 一 人 


一 般 将 改变 . 密度 的 改变 是 容易 算出 的 . 参照 图 
7-6, 最 初 包含 在 与 5 两 平面 间 的 电子 ,已 经 移 


a b’ 
; 人 动 ,现在 则 包含 在 a’ 与 bp’ 两 个 平面 之 间 了 . 位 于 
人 pp a 与 6 间 的 电子 数目 正比 于 noAx; 这 相同 数目 的 
| ANNNN 电子 现在 位 于 宽度 为 Az 十 As 的 空间 中 ,因此 密 
Mr X+S | AxtAs 一 | 度 已 经 变 成 


图 7-6 等 离子 体 中 波 的 运动 . 在 a 平面 处 的 
电子 移动 至 a’, 而 在 65 处 的 电子 则 移动 至 6b nT Azria 一 ITTIAZAJ (7 16) 


如 果 密 度 的 变化 很 小 , 便 可 以 写成 [利用 对 (1 十 90) 的 二 项 展开 式 ] 


a=m (1 一 您) (7.17) 


假定 正 离子 不 发 生 显著 移动 (由 于 其 大 得 多 的 惯性 ) ,因而 它们 的 密度 仍 保持 为 m. 每 一 电 
子 所 带 的 电荷 为 一 q, ,因而 在 任 一 点 的 平均 电荷 密度 就 由 下 式 给 出 : 


Pp =~— (nC— no)g,, 
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p= mg 和. (7. 18) 


式 中 ,我 们 已 把 AwyAz 写成 微分 形式 . 
电荷 密度 与 电场 的 关系 是 通过 麦克 斯 韦 方 程 组 ,特别 是 
V.E=2£ (7. 19) 


这 个 方程 确定 下 来 的 . 如 果 问 题 是 属于 一 维 的 (并 且 倘 若 除 来 自 电子 位 移 的 场 外 别 无 其 他 
场 ), 那 么 电场 E 只 有 一 个 分 量 E,. 式 (7.19) 同 (7.18) 一 起 给 出 


9E: _ nog. 9s 

gz | ko 97x 6720) 
对 式 (7. 20) 积 分 得 

E, = s+ kK. (7. 21) 


由 于 当 s 二 0 时 E, = 0, 所 以 积分 常数 K 为 零 . 
作用 于 移 了 位 的 电子 上 的 力 为 


F, 一 一 ”和 、， (7. 22) 


这 是 一 个 正比 于 电子 位 移 * 的 恢复 力 . 它 将 会 导致 电子 做 谐振 动 . 一 个 移 了 位 的 电子 其 运 
动 方程 为 


吉 本 (7. 23) 
我 们 发 现 * 将 做 谐 变化 .* 随时 间 的 变化 将 按照 cos wi ,或 应 用 第 1 卷 的 指数 函数 符 
号 一 一 按照 
ep, (7. 24) 
振动 频率 w* 由 方程 式 (7. 23) 确 定 , 为 
w= noge (7. 25) 


» 
ome 


wy 称 为 等 离子 体 频率 . 它 是 等 离子 体 的 一 个 特征 数值 . 
在 同 电 子 的 电荷 打交道 时 ,许多 人 喜欢 用 一 个 量 e? 来 表示 他 们 的 答案 ,该 量 定义 为 


2 
ez = -2 = 2. 306 8 X 10-* Nm’. (7. 26) 
4reo 


应 用 这 一 惯例 , 式 (7. 25) 变 成 


和 4rne’ no 
WN 
me 


， (7. 27) 


这 是 你 们 将 在 大 多 数 书 中 见 到 的 一 种 形式 . 


90 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


这 样 ,我 们 已 发 现 等 离子 体 的 扰动 ,将 建立 电子 在 其 平衡 位 置 附近 、 固 有 频率 为 w, 的 自 
由 振荡 . 这 固有 频率 与 电子 密度 的 平方 根 成 正比 . 等 离子 体 中 电子 的 行为 很 像 一 个 诸如 在 第 
1 卷 第 23 章 中 所 描述 过 的 那 种 共振 系统 . 

等 离子 体 的 这 种 固有 共振 上 共有 某 些 重要 的 效应 . 例如 ,如 果 有 人 和 信 试 图 把 无 线 电波 通过 
电离 层 传播 出 去 , 则 他 会 发 现 只 有 当 其 频率 高 于 等 离子 体 频率 时 才能 穿 透 ,否则 信号 将 
被 反射 回来 . 要 是 我 们 希望 同 空间 的 人造 卫星 通信 ,就 必须 采用 高 频 . 反之 , 若 想 同 地 平 
线 上 远 处 的 一 个 无 线 电台 通信 , 则 必须 利用 比 等 离子 体 频率 低 的 频率 ,以 便 信 号 被 反射 
回 地 面 . 

等 离子 体 振荡 的 另 一 个 有 趣 例子 发 生 于 金属 内 . 金属 里 有 被 正 离子 包围 住 的 等 离子 体 
及 自由 电子 . 这 里 密度 nm 十 分 高 ,因而 w 也 是 这 样 ,但 仍 应 能 观察 到 其 中 电子 的 振动 . 原 
来 ,按照 量子 力学 , 凡 具 有 固有 频率 为 ws 的 谐振 子 ,都 具有 能 量 间隔 为 ws 的 能 级 . 因此 ,如 
果 把 一 束 电 子 射 进 比如 一 张 铝 箱 ,而 在 箔 的 另 一 面 十 分 仔细 地 对 电子 能 量 进 行 测量 ,那么 可 
以 预料 发 现 电子 有 时 把 能 量 万 w，* 传 给 等 离子 体 振 荡 . 这 件 事情 的 确 发 生 过 . 1936 年 第 一 次 
从 实验 上 观测 到 :拥有 几 百 至 几 干 电子 伏 能 量 的 电子 从 一 薄 金 属 膜 散 射 或 穿 透 出 来 时 ,会 以 
跳跃 的 方式 损失 能 量 . 这 一 效应 从 未 弄 明 白 ,直到 1953 年 博 姆 和 派 因 斯 * 才 证 明 这 些 观测 
结果 可 用 金属 中 等 离子 体 振 水 的 量子 激发 来 解释 . 


$7-4 电解 质 内 的 胶 态 粒子 


现在 ,我 们 转 到 各 电荷 的 位 置 受 这 些 电荷 的 一 部 分 产生 的 势 所 控制 着 的 另 一 种 现象 . 这 
样 产 生 的 效应 对 于 胶体 的 行为 有 着 重要 影响 . 胶体 由 水 中 的 带电 悬浮 物 构成 ,这 些 带 电 微粒 
尽管 微小 ,但 从 原子 的 观点 看 却 已 十 分 巨大 .要 是 这 些微 粒 不 带电 ,它们 将 有 凝聚 成 一 大 块 
的 倾向 . 但 由 于 带电 ,就 将 互相 排斥 ,并 保持 悬浮 状态 . 

现在 ,如 果 有 某 种 盐 也 溶解 于 水 中 , 则 它 将 分 解 成 正 负离子 ( 像 这 样 的 离子 溶液 称 为 电 
解 质 ). 那些 负离子 会 被 胶体 微粒 所 吸引 (假定 微粒 带 的 是 正 电 ) ,而 正 离子 则 被 推 开 . 我 们 要 
确定 围绕 着 胶体 微粒 的 那些 离子 在 空间 是 怎样 分 布 的 . 

为 保持 概念 简单 ,我 们 还 是 仅仅 求解 一 维 情况 . 如 果 把 一 胶体 微粒 看 成 一 个 具有 巨大 半 
径 的 球 一 一 在 原子 尺度 上 ! 一 一 那么 , 便 可 以 把 它 表面 的 一 小 部 分 看 成 平面 (每 当 试 图 理解 
一 个 新 现象 时 , 取 一 个 有 些 过 于 简化 的 模型 总 是 一 个 好 主意 . 于 是 ,用 这 个 模型 弄 通 了 这 个 
问题 之 后 ,才能 更 好 地 进行 较 精 确 的 计算 ). 

假定 那些 离子 的 分 布 会 产生 一 个 电荷 密度 p(x) 和 一 个 电势 $, 这 两 者 的 关系 遵守 静电 
学 定律 V$ = 一 pe , 或 者 ,对 于 仅 在 一 维 情况 下 变化 着 的 场 , 则 遵守 


机 -一人 (7. 28) 


现在 假定 已 有 这 么 一 个 势 %z), 那 么 离子 将 怎样 把 它们 本 身分 布 在 其 中 呢 ? 这 可 以 通 
过 统计 力学 的 原理 来 确定 .于 是 ,我 们 的 问题 就 是 要 确定 ,使 得 从 统计 力学 所 获得 的 电荷 


* 关于 这 方面 的 新 近 工 作 和 文献 摘要 可 参考 Powell C ] and Swann J] B. Phys. Rev ,1959, 115 :869. 
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密度 也 能 满足 式 (7. 28). 
按照 统计 力学 (参阅 第 1 卷 第 40 章 ) ,在 一 个 力 场 中 处 于 热平衡 的 粒子 是 这 样 分 布 的 ， 
即 在 位 置 x 处 的 粒子 密度 ”由 下 式 给 出 


n(z) = ne TT, (7.29) 


式 中 UU(z) 为 势能 ,为 玻 尔 北 曼 常量 ,而 了 为 绝对 温度 . 
假定 每 一 离子 带 有 正 的 或 负 的 一 个 电子 的 电荷 . 在 离 胶 体 微粒 的 表面 为 z 的 地 方 , 一 
个 正 离子 将 有 势能 gg(z) ,因而 
U(z) = gq.$(z). 


这 样 , 在 该 处 的 正 离子 密度 就 是 


n(x) = noe “tT. 


同 理 , 负 离子 密度 则 为 


n_(x) = noe™t 7, 


总 的 电荷 密度 为 
P= qn+— gn-, 
即 


—q$/kT 


p= gnole 一 (7. 30) 
把 上 式 与 式 (7. 28) 相 结合 ,我 们 发 现势 $ 必须 满足 


人 ER Eee te/4T ) 。 (7. 31) 
这 个 微分 方程 可 立即 得 到 一 个 通 解 [两 边 各 乘 以 2(d#/dz) ,并 对 工 积分 ], 但 为 了 尽 可 能 保 
持 问 题 简单 ,我 们 在 这 里 仅 考虑 电势 风 很 小 或 温度 T 很 高 的 那 种 极限 情况 .$ 小 的 情况 相当 
于 稀 溶液 . 在 这 些 情况 下 ,该 指数 很 小 ,因而 可 做 如 下 近似 : 


etawir = 1 土 踪 . (7. 32) 
于 是 , 式 (7. 31) 给 出 
Ef =+ g(x). (7. 33) 


注意 ! 这 时 上 式 右边 的 符号 已 经 是 正 的 了 .$ 的 解 就 不 表 是 振动 式 的 ,而 是 指数 式 的 . 
方程 式 (7. 33) 的 通 解 为 


$= Ae ?+ Be'™?, (7. 34) 
式 中 
kT 
也? = 2 (7. 35) 


常数 A 和 B 必须 由 问题 的 条 件 确定 . 在 上 述 情况 下 ,B 应 为 零 ,否则 对 于 大 的 z 值 电势 将 趋 
于 无 限 大 . 因此 ,我 们 有 
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$= Ae™?, (7. 36) 
式 中 A 是 在 x = 0 处 ,也 即 在 胶体 微粒 表面 处 的 电势 . 
每 当 距离 增 大 D 时 , 势 就 降低 一 个 因子 1/e, 如 图 7-7 的 曲线 所 示 . 数值 D 称 为 德 拜 长 
度 , 它 是 对 电解 质 中 包围 一 个 巨大 带电 粒子 的 离子 层 厚 度 的 一 种 量度 . 式 (7. 36) 表 明 , 当 离 
子 浓度 me 增加 或 当 温度 降低 时 ,这 离子 层 就 变 薄 . 


0 
0 D 2D 3D x 


图 7-7 在 一 胶体 微粒 表面 附近 电势 的 变化 情形 ,D 为 德 拜 长 度 


如 果 已 知 胶体 微粒 的 表面 电荷 密度 o, 那么 式 (7. 36) 中 的 常数 A 就 可 以 容易 获得 . 
我 们 知道 


E, = E.(0) = pa . (7. 37) 
但 EE 也 是 $ 的 梯度 
-_%|_,A4A 
Bb.(0) = 一 计 | = 十 全 (7. 38) 
由 此 得 出 
A= 吧 . (7. 39) 


把 这 一 结果 应 用 于 式 (7. 36) 中 , 便 得 到 (通过 取 x = 0 ) 该 胶体 微粒 的 电势 为 
$(0) = 2. (7. 40) 


你 会 注意 到 ,这 一 个 势 与 面 电 荷 密度 为 o 而 两 板 间 距 为 DD 的 电容 器 的 电势 差 相 同 . 
我 们 已 经 讲 过 ,胶体 微粒 受 它 们 之 间 电 的 排斥 作用 而 得 以 保持 分 离 . 但 现在 我 们 见 到 ， 
稍微 离开 胶体 微粒 表面 的 场 会 由 于 聚集 在 微粒 周围 的 离子 层 而 被 削弱 . 如 果 这 些 岗 子 层 变 
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得 相当 注 , 则 这 些微 粒 便 有 较 大 机 会 互相 对 撞 . 于 是 它们 会 粘 住 ,而 胶体 便 会 凝聚 在 一 起 并 
从 液体 中 淀 积 出 来 .从 上 面 的 分 析 我 们 明白 ,为 何 对 一 胶体 加 进 足够 的 盐 类 就 会 使 它 沉淀 出 
来 . 这 一 过 程 称 为 “胶体 的 加 盐 蔡 取 ”. 

另 一 个 有 趣 例子 则 是 盐 溶液 对 于 蛋白 质 分 子 的 影响 . 一 个 蛋白 质 分 子 乃 是 一 条 既 长 而 
又 可 挠 曲 的 复杂 的 氨基 酸 链 . 在 这 种 分 子 上 面 存在 各 种 电荷 ,而 有 时 碰巧 有 一 些 净 电荷 
比如 说 负电 荷 一 一 会 沿 该 链 分 布 着 . 由 于 各 负电 荷 的 相互 排斥 ,所 以 蛋白 质 链 便 会 保持 拉 长 
的 姿态 . 并 且 , 若 溶液 中 还 有 其 他 相似 的 链 存在 , 则 由 于 同样 的 排斥 效应 ,它们 会 保持 彼此 分 
开 . 因此 ,在 一 液体 中 可 以 有 链 状 分 子 的 悬浮 物 . 但 如 果 我 们 加 盐 于 该 液体 中 , 则 会 改变 悬浮 
物 的 特性 . 当 盐 加 进 溶液 中 时 , 德 拜 长 度 会 缩短 , 链 状 分 子 能 够 互相 靠近 ,并 嫌 缩 起 来 . 如 果 
加 进 溶液 中 的 盐 足 够 多 , 链 状 分 子 便 可 以 从 溶液 中 淀 积 出 来 . 有 许多 这 类 化 学 效应 都 可 以 用 
电力 来 加 以 理解 . 


§7-5 栅 极 的 静电 场 


作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 想 要 描述 电场 的 另 一 个 重要 特性 . 它 是 制造 出 来 应 用 于 电学 
仪器 设计 、 真 空 管 构造 以 及 其 他 许多 目的 的 一 种 特性 , 这 就 是 带电 导线 栅 附近 电场 的 特 
性 .为 了 使 问题 尽 可 能 简单 ,让 我 们 考虑 一 个 由 无 限 长 导线 间隔 均匀 地 平行 排列 在 一 平 
面 上 的 阵列 . 

若 我 们 从 在 导线 平面 上 方 远 处 俯视 电场 , 则 见 到 一 个 恒定 的 电场 ,正如 电荷 被 均匀 地 分 
布 在 平面 上 一 样 . 当 接近 导线 栅 时 , 场 开 
始 与 从 远 处 见 到 的 均匀 场 有 所 不 同 . 我 们 
想 要 估计 靠 栅 多 近 才能 见 到 势 的 明显 变 ---------------_-_- 
化 .图 7-8 表示 距 栅 不 同 距离 处 等 势 面 的 +: 
粗略 草图 . 越 接近 栅 , 变化 就 越 大 . 当 我 们 一 …-- 人 
平行 于 栅 运 动 时 ,会 观察 到 一 种 周期 性 起 


生 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


伏 的 场 . Ne 
第 生生 ) 多 天 “7 和 全 人 全 ran ns 
任何 周期 性 量 都 可 以 表示 成 正弦 波 之 和 ? 
( 传 里 叶 定理 ). 让 我 们 来 看 看 能 否 找到 一 RE 
种 满足 场 方程 的 适当 简 谐 函 数 ， 
图 7-8 在 带电 导线 构成 的 均匀 栅 上 面 的 
如 果 导 线 都 处 在 zy 平面 内 ,并 且 平 等 势 面 


行 于 y 轴 排 列 着 , 则 我 们 可 以 试 试 下 列 这 样 的 项 


$(x, z) = F,(z)cos 2 (7.41) 


其 中 a 为 导线 间距 ,而 ”为 简 谐 数 (我 们 已 假定 各 导线 很 长 ,从 而 不 会 随 着 y 变化 ). 一 个 通 
解 应 该 由 二 1，2，3… 这 样 一 些 项 之 和 构成 . 

如 果 这 是 一 个 正确 的 势 , 则 它 应 在 导线 上 面 的 空间 (那里 没有 电荷 ) 内 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 , 即 
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a$ a$ ee 
ar’ 十 az 0, 


用 式 (7.41) 中 的 $ 对 上 式 进行 尝试 ,我 们 得 出 


= F(z)cos Zanz 十 dF cos cE 0， (7.42) 
2 a dz a 
或 者 说 ,FE,(z) 必 须 满足 
dF, 4nn’ 
dz2 下 Q2 F,. 2 
因此 ,我 们 就 必然 有 
a (7.44) 
式 中 
二 -2 
Zo 一 pn” 《7. 45) 


我 们 已 找到 :如 果 存 在 简 谐 数 为 ”的 场 的 傅 里 叶 分 量 , 则 这 个 分 量 将 按照 特征 距离 z。= 
</2rm 指数 式 地 下 降 . 对 于 第 一 谐 波 (n = 1) 来 说 ,每 当 z 增 大 一 个 机 间隔 a 时 ,波幅 将 下 降 
一 个 因子 e “(是 一 个 大 的 降落 ) ,其 他 的 谐 波 在 离开 栅 时 将 下 降 得 更 快 . 我 们 看 到 ,如 果 仅 
仅 离开 栅 几 个 a 的 距离 , 场 就 十 分 接近 于 均匀 场 . 也 就 是 说 ,那些 振荡 的 项 都 是 小 项 . 当然 ， 
为 了 给 出 在 大 < 处 的 那个 均匀 场 ,就 始终 应 该 保留 “ 零 级 简 谐 " 场 


办 = Eoz. 


对 于 通 解 来 说 ,我 们 应 当 把 这 一 项 与 由 诸如 式 (7. 41)[ 其 中 F, 由 式 (7. 44) 给 出 ] 那 些 项 之 
和 组 合 起 来 . 系数 A, 应 当 这 样 调整 ,使 得 整个 总 和 在 经 过 了 微分 之 后 ,会 给 出 与 机 格 导线 
上 的 电荷 密度 4 相符 合 的 电场 . 

我 们 刚才 所 发 展 的 方法 可 以 用 来 说 明 , 为 什么 采用 一 个 屏 栅 作为 静电 屏蔽 物 往往 会 与 
用 一 块 坚实 金属 板 同样 优良 . 除非 在 与 屏 栅 相 距 仅 儿 倍 于 屏 栅 导线 间隔 的 距离 以 内 ,在 一 闭 
合 屏 机 内 的 电场 等 于 零 . 我 们 见 到 ,为 什么 一 个 铜 翌 栅 一 一 比 铜 片 既 轻 又 便宜 一 一 常 被 用 来 
保护 灵敏 的 电学 设备 不 受 外 面 干扰 电场 的 影响 . 
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$8-1 电荷 的 静电 能 ;均匀 带电 球 


在 力学 的 研究 中 ,最 有 意义 而 又 最 有 用 的 发 现 之 一 是 能 量 守恒 定律 . 有 了 力学 系统 的 动 
能 和 势能 表达 式 , 我 们 无 需 考 察 两 个 不 同时 刻 系统 状态 间 发 生 的 细节 ,而 能 发 现 两 态 间 的 关 
系 . 现在 我 们 要 来 考虑 静电 系统 的 能 量 . 在 电学 中 ,能 量 守 恒 原 理 也 将 为 发 现 一 系列 有 意义 
的 事情 而 发 挥 它 的 作用 . 

在 静电 学 中 ,相互 作用 的 能 量 定律 十 分 简单 . 实际 上 ,这 个 问题 我 们 已 经 讨论 过 . 假设 两 
个 电荷 gq! 和 gz ,相距 m:. 在 这 个 系统 中 ,就 存在 一 定 能 量 ,因为 要 把 两 电荷 移 到 一 起 需要 做 
出 一 定量 的 功 . 我们 已 计算 过 将 远离 的 两 个 电荷 移 到 一 起 所 做 的 功 , 它 为 


qq2 (8 1 ) 
dneoriz” “ 


从 释 加 原理 我 们 也 知道 ,如果 存在 许多 个 电荷 , 则 作用 于 任 一 电荷 上 的 总 力 ,等 于 其 他 各 电 
荷 作用 于 它 的 力 的 总 和 . 因此 ,可 以 断定 :由 多 个 电荷 构成 的 系统 的 总 能 量 ,等 于 每 一 对 电荷 
间 的 相互 作用 的 各 项 之 和 . 若 9 和 9% 是 任 一 对 相距 为 ;的 电荷 (图 8-1), 则 这 一 特定 电荷 
对 的 能 量 为 ， 


O O 〇 
和 (8.2) 6 6 
oO 
总 静电 能 U 等 于 所 有 可 能 的 电荷 对 之 间 的 能 量 的 和 : o4 © o 
二 qiq NDS 9 
no (8.3) ° 和 2 人、 
如 果 有 一 个 密度 为 p 的 电荷 分 布 , 式 (8. 3) 的 求 和 当然 要 人 
用 积分 来 代替 . 本 o 


我 们 应 关注 能 量 的 两 个 方面 :一 是 把 能 量 概念 应 
用 于 静电 学 问题 ;二 是 运用 各 种 不 同 的 方法 ,计算 能 
量 . 对 某 些 特殊 情况 ,有 时 计算 所 做 的 功 比 按 式 (8. 3) 
求 和 或 计算 相应 的 积分 要 容易 . 作为 一 个 例子 ,让 我 们 来 计算 把 电荷 集中 到 一 个 球体 
中 ,并 具有 均匀 的 电荷 密度 所 需 的 能 量 . 这 一 能 量 恰好 等 于 把 那些 电荷 从 无 限 远 处 聚 
集 起 来 所 做 的 功 . 

设想 该 球体 是 由 一 层 层 无 限 薄 的 球 壳 构 成 的 ,在 过 程 的 每 一 阶段 ,我 们 聚集 小 量 电荷 并 
把 它 置 于 从 ~ 至 ~ 十 dr 的 薄 层 中 . 继续 这 一 过 程 ,一 直达 到 最 后 的 半径 a 为 止 (图 8-2). 设 
Q. 为 已 建立 至 半径 为 r 的 球体 上 的 电荷 ,那么 把 电荷 dQ 移 到 这 个 球体 上 面 所 做 的 功 为 


图 8-1 一 个 粒子 系统 的 静电 能 等 
于 每 对 粒子 静电 能 的 总 和 
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dU = QdQ (8.4) 


4Tco7 
若 球 体 中 的 电荷 密度 为 p, 则 电荷 Q, 为 


3 


4 
Q. 一 0 了 rr ， 


而 电荷 dQ 为 
dQ = bp， 4rr’dr. 


图 8-2 一 个 均匀 带电 球体 的 能 量 , 可 以 通 。 因此, 式 (8 4) 变 成 


过 将 它 设 想 为 由 一 层 层 球 壳 组 合成 的 而 4rpozrsdr 


计算 出 来 dU = 了 (8.5) 
要 把 电荷 察 集成 整个 球体 ,所 需 的 总 能 量 则 等 于 从 x = 二 0 至 + = a 对 dU 的 积分 , 即 
4xp’a’ 
U= so (8.6) 
若 希 望 把 结果 用 球体 的 总 电荷 Q 来 表示 , 则 为 : 
= (8.7) 


5 dnea” 


可 见 , 能 量 与 总 电荷 的 平方 成 正比 而 与 球 的 半径 成 反比 .我 们 也 可 以 将 式 (8.7) 理 解 为 :对 球 
体 里 的 所 有 各 对 点 来 说 ,(1/ri ) 这 个 重 的 平均 值 为 3/ (5a). 


$8-2 电容 器 的 能 量 ;作用 于 带电 导体 上 的 力 
现在 我 们 来 考虑 电容 器 充电 时 所 需 的 能 量 . 如 果 电 荷 Q 已 从 电容 器 的 一 个 导体 移 至 另 


一 导体 , 则 它们 之 间 的 势 差 为 : 


= 
V=， (8. 8) 


式 中 C 为 该 电容 器 的 电容 . 电容 器 充电 时 需 做 多 少 功 呢 ? 按照 上 面 对 球 体 的 做 法 ,我 们 设 
想 电 容器 是 逐步 把 小 的 电荷 增 量 dQ 从 它 的 一 板 移 至 另 一 板 而 进行 充电 的 . 转移 电荷 dQ 所 
需 的 功 为 : 

dU = VdQ. 


将 式 (8.8) 中 的 V 代入 , 则 可 以 写成 : 
_ QdQ 
dU = -Cc 

或 者 ,从 零 电荷 到 最 后 电荷 量 Q 进行 积分 , 则 有 : 


-1Q 
= 亏 言 . (8.9) 
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这 个 能 量 也 可 和 写成: 


U= 言 CV:. (8. 10) 


若 回忆 起 一 个 导电 球体 (相对 于 无 限 远 处 ) 的 电容 为 
CW 人 一 4reoQ， 


则 可 立即 由 式 (8. 9) 得 到 一 个 带电 球 的 能 量 : 


= 去 芝 -. (8.11) 
当然 这 也 是 一 个 带 有 总 电荷 Q 的 薄 球 壳 的 能 量 , 而且 恰 好 就 是 式 (8. 7) 所 给 出 的 一 个 均匀 
带电 球体 能 量 的 5/6. 

现在 ,我 们 讨论 静电 能 概念 的 应 用 . 试 考虑 下 述 问题 : 施 于 电容 器 两 板 间 的 力 多 大 ? 或者， 
当 存 在 另 一 异 号 电荷 的 导体 时 , 绕 带 电导 体 某 个 轴 的 力矩 是 多 少 ? 这些 问题 ,应 用 上 述 电 容器 
的 静电 能 式 (8.9), 再 加 上 虚 功 原理 (第 1 卷 第 4、13 和 14 章 ) ,就 不 难 回 答 . 

让 我 们 运用 这 一 方法 来 求 平 行 板 电容 器 两 板 间 的 作用 力 . 若 我 们 设想 两 板 的 间距 增加 
一 小 量 Az, 那 么 外 界 对 于 移动 这 两 板 所 做 的 机 械 功 应 为 


AW = FAz, (8. 12) 


式 中 下 为 两 板 间 的 力 . 这 功 必定 等 于 电容 器 的 静电 能 的 变化 . 
根据 式 (8. 9) ,电容 器 原来 的 能 量 为 : 


lo 
U= 去 多 . 
这 能 量 的 变化 (如 果 不 让 电量 变化 的 话 ) 为 : 
AU = a(t): (8. 13) 
使 式 (8. 12) 和 (8. 13) 两 者 相等 , 则 有 
RA = a(tE). (8. 14) 
这 也 可 以 写成 : 
FAz = 一 您 Ac (8.15) 


当然 ,该 力 是 由 两 极 板 上 电荷 的 吸引 造成 的 . 但 我 们 不 必 为 电荷 如 何 分 布 的 具体 细节 而 操 
心 ,我们 所 需要 的 一 切 都 由 电容 C 来 对 付 . 

不 难看 到 ,如 何 将 这 个 概念 推广 到 任意 形状 的 导体 以 及 关于 力 的 其 他 分 量 上 去 . 在 式 
(8. 14) 中 ,我 们 可 用 所 要 寻求 的 力 的 分 量 代替 下 ,并 用 在 相应 方向 上 的 小 位 移 来 代替 Az. 或 
者 , 若 有 一 个 带 轴 的 电极 ,而 希望 知道 该 力矩 +, 则 可 将 虚 功 写成 : 


AW = rAb， 
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式 中 Ab 是 小 角 位 移 . 当然 ,A(1ZC) 必 须 是 与 Ab 相对 应 的 1XC 的 变化 . 按照 这 一 办 法 ,我 们 
能 够 求 得 如 图 8-3 所 示 的 那 种 可 变 电 容器 中 作用 于 可 动 片上 的 力矩 . 

再 回 到 平行 板 电容 器 的 特殊 情况 ,我 们 可 应 用 第 6 
章 中 已 导出 的 关于 电容 的 公式 : 


= -所 ， (8. 16) 
式 中 A 是 每 块 板 的 面积 . 如 果 两 板 间 距 增 大 Az, 则 


A( 二 )= 冬 


C A 
图 8-3 作用 于 一 可 变 电 容器 上 的 由 式 (8. 14) 可 以 得 到 作用 于 两 板 间 的 力 为 : 
力矩 有 多 大 _& ee 
F=2A (8.17) 


让 我 们 对 式 (8. 17) 更 仔细 地 考察 一 下 ,并 看 看 能 否 说 出 力 是 怎样 来 的 . 若 把 其 中 一 板 上 
的 电荷 写成 


式 (8.17) 则 可 以 重新 写成 
或 者 ,由 于 两 板 间 的 电场 为 


于 是 
B= QE,. (8. 18) 


人 们 会 立即 猜想 到 ,作用 于 板 上 的 力 ,应 等 于 SS 
板 上 的 电荷 Q 乘 以 作用 于 该 电荷 的 场 . 但 我 们 却 


有 一 个 令 人 惊奇 的 因子 序 . 原因 是 ,E 并 非 作用 


于 电荷 的 场 . 如 果 设想 在 板 表 面 上 的 电荷 占据 一 薄 
层 , 如 图 8-4 所 示 , 则 场 将 从 这 一 层 的 内 边界 上 的 一 ~ 
零 变 化 至 在 板 外 空间 里 的 E。. 作用 于 而 电荷 上 的 

平均 场 乃 是 E。/2. 这 就 是 式 (8. 18) 中 为 什么 出 现 6 E, 


因子 去 的 原因 . 
你 应 注意 ,在 计算 虚 功 时 ,我 们 曾 假定 在 电容 
器 上 的 电荷 保持 不 变 一 即 在 电 的 方面 电容 器 不 
要 是 设想 当 电 容器 做 虚 位 移 时 ,其 电势 差 保持 的 电荷 层 时 ,由 零 变 至 E, = os 


导电 板 面 电荷 层 o 
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不 变 . 那么 就 应 当 取 


而 且 代 替 式 (8. 15) ,我 们 现在 应 有 
AZ = VAC. 


它 给 出 一 个 大 小 等 于 式 (8. 15) 的 力 (因为 V = Q/C), 但 却 带 有 相反 的 符号 ! 很 遗憾 , 当 我 
们 把 电容 器 和 它 的 充电 源 断 开 时 ,电容 器 两 板 间 的 作用 力 表 定 不 会 改变 符号 . 并 且 ,我 们 还 
知道 , 带 有 异 号 电荷 的 两 板 一 定 互相 吸引 . 在 这 第 二 种 情况 下 , 虚 功 原理 已 被 误 用 一 一 我 们 
未 把 充电 时 对 电源 所 做 的 虚 功 计算 在 内 . 这 就 是 说 , 当 电 容 变化 时 ,要 保持 电势 V 为 常数 ， 
电荷 VAC 就 必然 要 由 电荷 源 来 提供 . 但 这 一 电荷 是 在 势 为 V 时 提供 的 ,因而 保持 电势 不 变 
的 那个 电力 系统 所 做 的 功 就 是 V*AC. 机 械 功 FAz 加 上 这 个 电 功 VzAC 共同 构成 电容 器 总 


能 量 的 变化 去 V:AC, 因此 ,如 同上 面 一 样 ,FAz 仍然 是 一 亡 V*AC. 


$8-3 离子 晶体 的 静电 能 


现在 ,我 们 来 考虑 静电 能 概念 在 原子 物理 中 的 一 种 应 用 . 原子 间 的 作用 力 , 一 般 不 易 测 
量 , 但 人 们 对 原子 的 两 种 不 同 排列 之 间 的 能 县 差 一 一 比如 说 ,化 学 反应 的 能 量 一 一 却 经 常 感 
兴趣 . 由 于 原子 力 基本 上 是 电力 ,所 以 化 学 能 大 部 分 都 是 静电 能 . 

例如 ,让 我 们 考虑 一 离子 晶 格 的 静电 能 . 
像 NaCl 那 种 离子 晶体 ,组 成 它 的 正 离子 和 负 >< 
离子 都 可 以 设想 成 刚性 球体 . 它们 由 于 电 的 作 
用 而 吸引 ,直至 开始 接触 ,然后 出 现 一 种 排斥 
力 . 这 时 ,若是 试图 将 它们 推 得 更 加 接近 , 则 这 
种 排斥 力 就 会 很 快 增 大 . 

因此 ,作为 我 们 的 第 一 级 近似 ,设想 用 
一 组 刚性 球体 来 代表 食盐 晶体 里 的 原子 . 其 
晶 格 结构 ,已 用 X 射线 衍射 法 确定 . 它 是 一 
个 立方 唱 格 , 像 一 个 三 维 棋盘 .图 8-5 所 示 为 


其 一 个 截面 图 像 . 离子 间 的 间隔 为 2.81A 38 
= 2. 81 Xx 10- em). 图 8-5 在 原子 尺度 上 的 食盐 晶体 的 截面 . Na 


和 Cl 两 种 离子 跳棋 盘 式 的 排列 着 ,与 此 垂直 的 


可 以 通过 提出 如 下 问题 而 加 以 核对 ;把 这 些 离 

子 完全 拉 开 一 一 也 就 是 ,把 晶体 完全 拆 开 成 各 离子 一 一 将 需要 多 少 能 量 ? 这 一 能 量 应 等 于 
NaCl 的 汽化 热 加 上 使 分 子 分 解 成 离子 所 需 的 能 量 . 这 个 把 NaCl 分 解 成 离子 的 总 能 量 ,在 
实验 上 已 经 确定 为 每 个 分 子 需 7. 92 eV. 通过 换算 


leV = 1.602 X10°"]J, 
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以 及 1 mol 的 分 子 数 , 即 阿 伏 伽 德 罗 常 量 
No, = 6.02 X 102 ， 


也 可 以 给 出 汽化 能 为 
W = 7.64 XxX 10 J mol™. 


物理 化 学 家 喜欢 用 kcal 作为 能 量 单位 ,每 kcal 等 于 4190], 所 以 1eV/ 分 子 就 是 
23 kcal mol .于 是 ,化 学 家 会 说 NaCl 的 离 解 能 为 


W = 183 kcal mol-!. 


我 们 能 否 通过 计算 将 晶体 拉 开 所 需 的 功 ,从 而 在 理论 上 得 到 这 个 化 学 能 呢 ? 按照 我 们 
的 理论 ,这 个 功 就 是 所 有 离子 对 的 势能 和 . 计算 这 个 和 的 最 容易 的 办 法 ,是 先 挑选 一 个 特定 
离子 ,再 算出 它 与 其 他 每 个 离子 之 间 的 势能 . 这 将 给 予 每 个 离子 两 倍 的 能 量 ,因为 这 能 量 是 
属 一 对 电荷 的 . 而 我 们 所 要 的 乃 是 属于 某 一 特定 离子 的 能 量 , 所 以 应 取 这 个 和 的 一 半 . 但 我 
们 真正 要 的 却 是 每 个 分 子 的 能 量 , 而 每 一 分 子 含有 两 个 离子 ,因而 这 样 算出 来 的 和 就 将 直接 
给 出 每 个 分 子 的 能 量 . 

一 个 离子 与 它 最 近邻 的 离子 的 能 量 为 es/a ,其 中 e? = 9%/(4rxe ) ,而 a 为 两 近邻 离子 的 
中 心间 距 (这 里 所 考虑 的 是 单价 离子 ). 这 个 能 量 为 5. 12 eV. 我 们 已 看 到 , 它 为 我 们 提供 了 
一 个 具有 正确 数量 级 的 结果 ,但 距 我 们 所 需 的 无 限 多 项 之 和 ,还 有 一 段 很 长 的 距离 . 

开始 ,我 们 对 那些 在 直线 上 的 离子 的 所 有 项 求 和 . 图 8-5 中 标明 为 Na 的 那个 离子 是 我 
们 考虑 的 特定 离子 . 现在 将 首先 注意 与 它 同 在 一 条 水 平 直线 的 那些 离子 ,有 两 个 带 负 电荷 的 
Cl 离子 靠 它 最 近 ,每 个 距离 均 为 a; 随后 有 两 个 在 2a 距离 处 的 正 离子 ; 依 此 类 推 . 把 这 个 和 
的 能 量 叫 做 U ,就 可 以 写 出 : 

U, = 全 (一 主 + 季 一 季 + 生 一 …)= 一 经 (1 一 十 + 寺 一 二 +…) (8. 19) 


a a 


这 一 级 数 收敛 缓慢 ,因而 难于 用 数字 算出 ,可 是 已 经 知道 它 等 于 ln 2. 因此 ， 


2 2 
U = 一 2 ln2 =— 1.386 ©. (8. 20) 
a a 


现在 再 来 考虑 位 于 上 面 的 那 条 次 近邻 离子 线 , 最 靠近 它 的 一 个 是 负离子 ,距离 为 a; 随 
后 义 有 两 个 正 离子 位 于 距离 V2a 处 ; 下 一 对 位 于 距离 V5a 处 , 再 下 一 对 则 是 位 于 Vi0a 处 ， 
依 此 类 推 .所 以 ,对 于 这 整 条 线 就 得 到 一 个 级 数 :; 


i 归 交 外 
( 1+ 万 -后 (8. 21) 


这 样 的 线 总 共有 四 条 :在 上 面 、 下 面 .前 面 和 后 面 . 然后 ,又 有 四 条 在 对 角 线 上 的 最 靠近 的 线 ， 
如 此 等 等 . 
如 果 你 耐心 地 算出 所 有 这 些 线 的 值 ,然后 取 其 和 , 则 将 求 得 总 和 为 ， 


2 
U= .74 £, 
a 
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这 比 起 在 式 (8. 20) 中 对 第 一 条 线 所 得 的 结果 仅 稍微 大 一 点 . 利用 eva = 5. 12 eV, 我 们 得 到 : 
U = 8. 94 eV. 


这 答案 比 实 验 上 观察 到 的 能 量 要 高 10%. 这 表明 关于 整个 晶 格 是 由 电 的 库仑 力 维持 在 一 起 
的 观点 基本 上 是 正确 的 . 这 是 我 们 第 一 次 从 原子 物理 的 知识 中 获得 有 关 宏 观 物质 的 一 种 特 
殊 性 质 , 往 后 还 要 处 理 更 多 的 问题 . 利用 原子 行为 的 定律 来 理解 大 块 物质 行为 的 学 科 叫 做 固 
体 物理 学 . 

计算 上 的 误差 怎么 会 出 现 的 呢 ? 为 什么 它 不 是 完全 正确 的 呢 ? 那 是 由 于 在 近 距 离 处 离 
子 间 的 排斥 作用 造成 的 . 它们 并 不 是 理想 的 刚 球 ,因而 当 互相 靠近 时 ,将 部 分 地 被 压缩. 它们 
也 并 非 很 柔软 ,因而 仅 被 压缩 了 一 点 点 . 可 是 ,有 些 能 量 是 用 于 使 离子 变形 的 ,而 当 离子 被 拉 
开 时 ,这 能 量 被 释放 出 来 . 拉 开 离子 所 需要 的 实际 能 量 比 我 们 算出 的 要 稍微 少 一 点 . 这 种 排 
斥 作 用 有 助 于 克服 静电 的 吸引 作用 . 

有 没有 办 法 对 这 一 项 贡献 做 出 估计 呢 ? 只 要 我 们 知道 有 关 排 斥 力 的 定律 ,就 可 能 做 到 
这 一 点 . 虽然 目前 我 们 不 准备 对 这 种 排斥 机 制 的 细节 进行 分 析 ,但 可 以 从 某 些 宏观 测量 结果 
获得 有 关 它 的 特性 的 某 种 概念 . 对 整 块 晶体 压缩 率 的 测量 结果 ,就 有 可 能 得 到 有 关 离子 间 排 
斥 定律 的 定量 概念 ,从 而 获得 它 对 能 量 的 贡献 . 用 这 种 方法 已 经 求 得 这 项 贡献 应 等 于 来 自 静 
电 吸 引 的 贡献 的 1/9. 4, 当然 符 号 相反 . 如 果 从 纯粹 的 静电 能 量 减 掉 这 一 贡献 , 便 可 得 出 每 
个 分 子 的 离 解 能 为 7. 99 eV. 这 与 7. 92 eV 的 观测 结果 已 较 接 近 了 ,但 仍 未 完全 相符 . 还 有 
另 一 件 我 们 没有 算 进 去 的 东西 , 那 就 是 对 于 晶体 振动 的 动能 还 未 作出 估计 . 车 对 这 一 效应 也 
做 出 修正 ,就 可 获得 与 实验 值 符 合 得 很 好 的 结果 . 因此 ,上 述 概念 是 正确 的 ,对 于 像 NaCl 这 
种 类 晶体 的 能 量 的 主要 贡献 是 静电 方面 的 贡献 . 


$ 8-4 核 内 的 静电 能 


现在 我 们 将 考虑 原子 物理 中 另 一 个 有 关 静 电能 的 例子 ,也 就 是 原子 核 的 电能 . 但 在 此 之 
前 ,还 得 对 核 中 把 质子 与 中 子 维持 在 一 起 的 主要 力 ( 叫 核 力 ) 的 某 些 性 质 加 以 讨论 . 在 发 现 
核 一 一 以 及 构成 核 的 中 子 和 质子 一 一 的 初期 ,人 们 曾 希 望 ,对 于 比如 质子 与 质子 问 的 非 电 部 
分 的 强 作用 力 , 会 有 某 个 简单 的 定律 ,如 电 的 平方 反比 定律 . 因为 一 旦 人 们 确定 了 这 个 力学 
定律 ,以 及 相应 的 有 关 质 子 与 中 子 、 中 子 与 中 子 间 的 力学 定律 ,对 这 些 粒子 在 核 中 的 全 部 行 
为 就 应 该 能 在 理论 上 给 予 描述 了 . 因此 ,关于 研究 质子 散射 的 宏大 计划 启动 了 ,希望 借 此 找 
到 质子 之 间作 用 力 的 定律 ,但 经 过 了 30 年 的 努力 ,完全 没有 任何 结果 . 有 关 质 子 与 质子 间作 
用 力 的 知识 已 经 积累 了 相当 多 ,但 却 发 现 ,这 种 力 可 能 要 多 么 复杂 就 有 多 么 复杂 . 

所 亩 “可 能 要 多 人 么 复杂 就 有 多 么 复杂 ”, 我 们 指 的 是 该 力 取决 于 应 有 尽 有 的 许多 东西 . 

首先 , 核 力 并 非 两 质子 间距 离 的 简单 函数 . 在 距离 大 时 它 是 吸引 力 , 而 在 距离 较 小 时 则 
是 排斥 力 . 这 种 与 距离 的 依赖 关系 ,仍然 未 能 完全 搞 清楚 . 

其 次 , 核 力 依赖 于 质子 自 旋 的 指向 . 凡是 质子 都 有 自 旋 ,而 任何 两 个 相互 作用 着 的 质子 
都 可 能 以 同 向 或 反 向 的 角 动 量 自 旋 着 . 当 两 自 旋 平 行 与 反 平 行 时 ,如 图 8-6(a) 和 (b) 所 示 ， 
两 者 的 作用 力 是 不 同 的 . 这 差别 很 大 ,并 不 是 一 个 微小 效应 . 

第 三 , 当 两 质子 间 的 间隔 在 平行 于 它们 的 自 旋 方 向 上 ,如 图 8-6(c) 和 (d) 时 ,与 当 间 陋 


102 费 恩 党 物 理学 讲义 (第 2 卷 ) 


(a) ( 


在 和 直 于 自 旋 方 向 上 ,如 图 中 的 (a) 和 (b) 时 , 力 


b) 
的 差别 也 相当 大 . 
9 9 0 9 ee 


速度 ,只 是 这 依存 关系 比 起 磁 的 情况 来 要 强 得 

(人 由 多 . 而 且 , 这 个 与 速度 有 关 的 力 并 不 是 一 种 相对 
论 效应 . 即使 在 速率 远 小 于 光速 时 , 它 仍 然 相当 

四 Ce 强 . 此 外 ,这 一 -部 分 力 除 了 与 速度 大 小 有 关外 还 
依赖 于 其 他 东西 . 例如 , 当 一 质子 在 另 一 质子 附 


近 运 动 时 ,其 轨道 运动 与 自 旋 的 转动 方向 同 向 ， 


Sr oes 如 图 8-6(e) 所 示 , 与 其 轨道 运动 和 自 旋转 动 反 


由 所 2 @ 向 的 如 图 8-6(f) 所 示 , 这 力 是 不 同 的 . 这 叫 作 核 
力 的 “ 自 旋 -轨道 "部 分 . 


图 8-6 作用 于 两 质子 间 的 力 取决 于 每 一 个 


在 质子 与 中 子 间 、 中 子 与 中 子 间 作用 力也 同 


条 能 帮 才 样 地 复杂 . 迄今 为 止 ,我 们 还 不 知道 这 些 力 后 面 
的 机 制 一 也 就 是 任何 理解 它们 的 简单 途径 . 

可 是 ,存在 一 个 重要 方面, 核 力 比 其 可 能 有 的 性 质 较为 简单 . 这 就 是 ,两 个 中 子 间 的 核 力 

与 质子 与 中 子 间 的 核 力 彼此 相同 ,与 两 质子 间 的 核 力 相同 ! 在 任何 核 作用 的 情况 中 ,如 果 我 

们 用 一 个 中 子 去 代替 质子 (或 者 相反 ) , 核 的 相互 作用 不 会 改变 . 这 种 相等 性 的 “基本 原因 ”还 


不 清楚 ,但 它 是 也 可 以 推广 到 其 他 强 相互 作用 粒 
子 一 一 诸如 x 介子 及 “奇异 "粒子 一 一 的 相互 作用 定 
律 去 的 重要 原理 的 一 个 例子 . 

这 一 事实 可 用 相似 的 核 中 各 能 级 的 位 置 漂亮 地 
显示 出 来 . 考虑 一 个 像 *B( 硼 11) 的 核 , 它 是 由 5 个 
质子 和 6 个 中 子 构成 的 . 在 这 个 核 中 这 11 个 粒子 以 
最 复杂 的 舞蹈 方式 互相 作用 . 现在 ,在 所 有 可 能 的 相 
互 作用 中 存在 一 种 具有 最 低 可 能 能 量 的 组 态 , 那 就 
是 核 的 正常 态 , 称 为 基态 . 如 果 核 被 扰动 (比方 说 受 
一 高 能 质子 或 其 他 粒子 的 接 击 ), 它 将 跃迁 到 称 为 激 
发 态 的 其 他 任何 一 个 组 态 上 去 ,每 一 激发 态 都 将 有 
一 个 高 于 基态 的 特征 能 量 . 在 核 物理 研究 中 , 像 在 利 
用 范 德 格拉 夫 起 电机 [例如 在 加 州 工学 院 的 凯 洛 格 
(Kellogg) 和 斯 隆 (Sloan) 两 实验 室 ] 所 做 的 研究 中 ， 
这 些 激发 态 的 能 量 以 及 其 他 性 质 都 可 以 由 实验 加 以 
测定 . 关于 ”"B 的 15 个 已 知 的 最 低 激 态 的 能 量 表示 
在 图 8-7 左边 的 一 维 图 表 上 , 那 根 最 低 的 水 平 线 代 
表 基 态 . 第 一 激发 态 拥有 高 于 基态 2. 14 MeV 的 能 
量 ,第 二 激 态 则 有 比 基 态 高 出 4. 46 MeV 的 能 量 , 如 
此 等 等 . 核 物 理 的 研究 试图 对 这 一 相当 复杂 的 能 量 
图 案 找到 解释 ,然而 直到 如 今 , 关 于 这 种 核能 级 的 完 


1.982 


图 8-7 "“B 和 ”"C 的 能 级 (以 兆 电子 伏 
数 计 ). "C 的 基态 比 "B 的 要 高 出 
1. 982 MeV 
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整 而 普遍 的 理论 却 还 未 找到 . 

如 果 把 ”B 中 的 一 个 中 子 换 成 质子 , 则 会 得 到 一 个 碳 的 同位 素 "C 的 核 . 这 "C 的 最 低 16 
个 激 态 的 能 量 也 已 测量 出 来 ,它们 被 描画 于 图 8-7 中 的 右边 (虚线 表示 那些 实验 结果 尚 属 可 
疑 的 能 级 )， 

看 看 图 8-7 ,我 们 便 知道 ,在 这 两 种 核 的 能 级 图 案 之 间 存 在 着 惊人 的 相似 性 . 第 一 激 态 
位 于 基态 之 上 约 2 MeV 处 . 从 第 一 激发 态 到 达 第 二 个 激发 态 有 一 个 大 小 约 为 2. 3 MeV 的 
能 隙 ,然后 仅 以 一 个 大 小 为 0.5 MeV 的 小 跳跃 就 到 达 第 三 激发 态 .在 第 四 至 第 五 个 能 级 间 
又 再 有 一 个 大 的 跳跃 ;可 是 在 第 五 与 第 六 两 能 级 之 间 则 只 有 0. 1 MeV 的 小 间隔 了 ,如 此 等 
等 . 在 约 第 十 个 能 级 之 后 ,这 种 对 应 性 似乎 消失 ,但 若 用 其 他 的 规定 特性 一 一 诸如 角 动 县 以 
及 凡 足 以 使 其 额外 能 量 遭 到 损失 的 东西 一 一 来 标明 能 级 的 话 , 则 这 种 对 应 性 就 仍 可 以 见 到 . 

在 "B 和 "C 的 能 级 图 案 间 的 惊人 相似 性 肯定 不 仅仅 是 个 巧合 , 它 必然 揭露 了 某 个 物理 
定律 . 事实 上 , 它 显 示 出 :即使 在 核 内 的 复杂 情况 下 ,用 质子 代替 中 子 仅 造 成 十 分 微小 的 变 
化 .这 只 能 意味 着 中 子 与 中 子 、 质 子 与 质子 之 闻 的 力 必定 几乎 全 同 . 只 有 这 样 ,我 们 才 会 期 
望 ,拥有 5 个 质子 与 6 个 中 子 的 核 的 组 态 同 拥有 6 个 质子 与 5 个 中 子 的 核 的 组 态 彼此 相同 . 

注意 ,这 两 种 核 的 性 质 还 未 告诉 我 们 有 关中 子 与 质子 间作 用 力 的 情况 . 这 两 种 核 中 的 中 
子 与 质子 的 组 合 数 目 相 同 , 但 若 比 较 另外 两 个 核 ,比如 拥有 6 个 质子 与 8 个 中 子 的 %C , 同 拥 
有 ?7 个 质子 与 7 个 中 子 的 “N ,我 们 又 会 找到 能 级 相似 的 对 应 性 . 因此 ,可 以 断定 : p-p，n-n 
与 p-n 这 三 种 力 在 它们 所 有 的 复杂 性 上 都 相同 . 关于 核 力 定律 竟 存 在 这 么 一 个 意 想不到 的 
原理 . 尽管 每 对 核 粒 子 间 的 力 十 分 复杂 ,但 这 三 种 可 能 不 同 的 对 之 间 的 力 却 是 相同 的 . 

但 某 种 小 的 差别 仍然 存在 ,能 级 并 不 严格 对 应 . 并 且 ,"C 基态 的 绝对 能 量 ( 它 的 质量 ) 
比 " 了 的 基态 绝对 能 量 高 1. 982 MeV ,所 有 其 他 能 级 在 绝对 能 量 上 也 高 出 这 么 多 . 因此 ,这 
些 力 并 不 完全 相等 . 可 是 我 们 知道 得 很 清楚 ,整个 力 并 不 严格 相等 . 由 于 每 个 质子 都 带 正 电 
荷 ,所 以 两 质子 之 间 就 存在 着 电力 ,而 在 两 个 中 子 之 间 就 不 存在 这 种 电力 . 我 们 或 许 能 够 通 
过 " B 和 "C 这 两 种 情况 中 质子 间 电 相互 作用 不 同 这 一 事实 来 解释 它们 间 的 差别 ? 或 许 其 
至 能 级 上 其 余 的 小 差别 也 是 由 这 一 电 效 应 所 引起 的 ? 既然 核 力 比 电 力 强 得 那么 多 , 电 效 应 
对 于 各 能 级 上 的 能 量 就 只 应 该 有 小 的 微 扰 影响 . 

为 了 核对 这 个 概念 ,或 毋 宁 说 是 要 找 出 这 一 概念 的 后 果 如 何 ,我 们 首先 考虑 这 两 种 核 
的 基态 能 量 的 差别 . 为 选取 一 个 十 分 简单 的 模型 ,我 们 假定 核 是 含有 Z 个 质子 .半径 为 > 
(待定 ) 的 球体 . 如 果 认 为 核 像 一 个 具有 均匀 电荷 密度 的 球体 ,那么 会 预料 到 [由 式 (8. 7)] 
其 静电 能 为 


U= (Za.) (8. 22) 


式 中 9, 为 质子 的 基本 电荷 . 由 于 在 "B 中 Z 为 5, 而 在 2C 中 Z 为 6, 所 以 它们 的 电能 将 是 
不 同 的 . 

然而 ,就 具有 这 种 小 数目 的 质子 来 说 , 式 (8. 22) 并 不 十 分 正确 . 如 果 假 定 各 质子 是 几乎 
均匀 地 分 布 在 球体 中 的 各 点 ,并 计算 所 有 这 些 质子 对 间 的 电能 , 则 将 发 现 , 式 (8. 22) 中 堪 那 
个 量 应 由 Z(Z 一 1) 代替 ,因而 能 量 为 


U= 322—-1g _ 32(2— le 
二“ 一 人 


8 A 5 (8. 23) 
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若 已 知 半径 x, 就 可 以 利用 式 (8. 23) 求 出 "B 与 "C 之 间 静 电能 的 差 , 但 我 们 却 要 倒 过 来 计 
算 , 即 利用 所 观测 到 的 能 量 差 来 算出 半径 ,假定 这 能 量 差 全 都 起 源 于 静电 方面 . 

可 是 ,这 并 不 完全 正确 ."B 与 "C 基态 间 的 能 量 差 1. 982 MeV 还 包括 所 有 各 粒子 的 静 
能 一 一 即 能 量 me*. 在 从 "B 变 成 "C 的 过 程 中 ,我 们 是 用 一 个 质量 较 小 的 质子 来 代替 一 个 中 
子 的 . 因而 部 分 能 量 差 就 是 一 个 中 子 与 一 个 质子 的 静 能 之 差 , 它 等 于 0.784 MeV. 为 了 用 静 
电能 来 说 明 能 量 差 ,因而 这 能 量 差 应 比 1. 982 MeV 还 要 多 , 即 


1.982 十 0.784 = 2.766 MeV. 
把 这 一 能量 数 值 代 入 式 (8. 23) 中 , 便 可 找 出 "B 或 2C 的 半径 为 
r= 3.12 X 10-3 cm (8. 24) 
这 个 数值 到 底 是 否 具 有 任何 意义 ? 要 弄 清 楚 这 一 点 ,我 们 应 拿 它 同 这 些 核 半径 的 某 些 
其 他 测量 结果 做 比较 . 例如 ,可 以 通过 观察 核 是 如 何 散 射 快速 粒子 而 对 它 的 半径 做 另 一 种 测 
量 . 事实 上 ,从 这 样 的 测量 已 经 发 现 所 有 各 种 核 中 的 物质 密度 都 几乎 相同 ,也 就 是 说 ,它们 的 
体积 与 其 所 含有 的 粒子 数 成 正比 . 若 令 A 为 核 中 质子 和 中 子 的 总 数 (这 是 一 个 与 共 质 量 非 
常 接近 成 正比 的 数目 ) ,那么 已 经 找 出 半径 可 由 下 式 给 出 : 
r 二 Aro ， (8. 25) 
其 中 
ro = 1.2 X 10-13 em. (8. 26) 
从 这 些 测量 结果 我 们 发 现 一 个 "B( 或 一 个 "C) 核 的 半径 预期 为 
r= (1.2xX103)(11)’? = 2.7 Xx 107’ cm 
把 这 一 结果 与 式 (8. 24) 做 比较 ,就 可 见 "B 与 "C 的 能 量 差 乃 起 因 于 静电 方面 的 假设 是 
相当 良好 的 ,差异 只 有 约 15%( 作 为 我 们 的 第 一 次 核 计算 来 说 ,这 结果 并 不 算 坏 !). 
产生 差异 的 原因 可 能 是 这 样 ,按照 对 核 的 现代 理解 ,偶数 的 核 粒子 一 一 在 "B 中 是 5 个 
中 子 与 5 个 质子 一 一 会 形成 一 个 核心 , 当 另 外 一 个 粒子 加 入 到 这 个 核心 时 , 它 会 在 该 核心 外 
面 绕 行 以 形成 一 个 新 的 球形 核 ,而 不 是 被 吸收 到 里 面 去 . 如 果 是 这 样 , 对 于 加 入 质子 情况 我 
们 应 取 不 同 的 静电 能 . 对 于 uC 比 "B 超过 的 能 量 ,我 们 应 该 仅仅 取 人 这 是 在 该 核心 之 


外 再 添加 一 个 质子 所 需 的 能 量 . 这 个 数值 只 不 过 是 式 (8. 23) 所 预期 的 数值 的 576, 所 以 对 半 
径 的 新 的 预期 值 就 只 有 式 (8. 24) 的 数值 的 5/6 ,该 值 就 更 接近 于 直接 测量 的 值 . 

从 结果 彼此 相符 这 一 事实 就 可 以 得 出 两 个 结论 . 其 一 是 , 电 的 定律 在 小 至 10-"*cm 的 范 
围 内 看 来 仍然 适用 ; 另 一 是 ,我 们 已 经 证 实 了 质子 与 质子 .中 子 与 中 子 以 及 质子 与 中 子 之 间 
力 的 非 电 部 分 全 都 相等 这 一 引 人 注 目的 巧合 . 


$8-5 静电 场 中 的 能 量 


现在 来 考虑 计算 静电 能 的 其 他 方法 . 这 些 方法 全 都 可 以 从 基本 关系 式 (8. 3) 推 导出 来 ， 
该 式 将 每 个 电荷 对 的 相互 作用 能 对 所 有 电荷 对 求 和 . 首先, 我们 希望 写 出 有 关 电 荷 分 布 的 能 
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量 表达 式 . 按照 常规 ,认为 每 个 体积 元 dV 含有 电荷 元 pdV. 于 是 式 (8. 3) 将 写成 


1)o(2 
区 去 | PLDet2) uv ay,. (8. 27) 
全 部 空间 “4Tko7ri2 


注意 :之 所 以 要 引入 因子 立 ， 是 因为 在 对 dV 和 dV; 的 双重 积分 中 ,我 们 已 把 所 有 电荷 元 


对 都 计算 了 两 遍 (没有 任何 方便 的 办 法 可 以 写 出 一 个 能 跟踪 电荷 对 ,以 使 每 对 仅 算 一 次 的 积 
分 式 ). 其 次 ,我 们 也 注意 到 , 式 (8. 27) 中 对 dV 的 积分 恰好 是 点 (1) 处 的 势 , 即 是 


p(2) 


4neo rz 


-一 一 dV: = $(1), 
因而 , 式 (8. 27) 便 可 以 写成 

U = 二 [os Dav,. 
或 者 ,由 于 点 (2) 已 不 再 出 现 了 , 便 可 以 简单 地 写成 


U= 到 [ozav. (8. 28) 


这 一 方程 可 做 如 下 说 明 . 电荷 pdV 的 势能 等 于 这 电荷 与 其 所 在 处 势 的 乘积 ,因此 ,总 能 
量 就 是 对 gody 的 积分 . 但 又 有 因子 于 ， 这 仍然 是 需要 的 ,因为 我 们 把 能 量 计算 了 两 遍 . 两 个 


电荷 间 的 相互 作用 能 等 于 其 中 一 个 电荷 乘 以 其 所 在 点 由 另 一 电荷 产生 的 势 . 或 者 ,这 也 可 认 
为 是 第 二 个 电荷 乘 以 该 点 由 第 一 个 电荷 产生 的 势 .于 是 对 于 两 个 点 电荷 来 说 ,我 们 写成 


一 gg(1) = 生生 一 。 
或 = 9 大 2) 一 go 
注意 ,我 们 也 能 写成 
= 二 [1$(1) + gp(2)]. (8. 29) 


式 (8. 28) 中 的 积分 部 分 对 应 于 (8. 29) 中 括 弧 内 的 两 项 . 这 就 是 为 什么 我 们 需要 那个 因子 了 


的 原因 . 

一 个 有 趣 的 问题 :这 静电 能 究竟 位 于 何 处 ? 或 许 我 们 也 会 问 : 谁 在 乎 呢 ? 提出 这 样 一 个 
问题 有 什么 意义 ? 如 果 有 一 对 相互 作用 着 的 电荷 , 则 该 组 合 就 有 某 个 能 量 . 我 们 是 否 有 必要 
说 出 该 能 量 定位 于 其 中 某 一 电荷 处 、 或 另 一 电荷 处 .或 两 个 电荷 处 、 或 两 个 电荷 之 间 ? 这 些 
问题 可 能 不 具有 任何 意义 ,因为 我 们 实在 只 知道 总 能 量 是 守恒 的 . 能 量 定位 在 某 处 的 概念 
并 非 必要 

然而 ,一 般 说 来 ,假定 能 说 出 能 量 位 于 菜 处 ,确实 具有 意义 ,如 同 热能 那样 ,那么 ,我 们 就 
应 该 对 能 量 守 恒 原 理 用 如 下 的 概念 加 以 推广 , 即 如 果 在 一 个 给 定 体积 内 的 能 量变 化 了 ,我们 
应 该 能 够 通过 流 进 或 流出 该 体积 的 能 量 来 说 明 这 种 变化 . 你 认识 到 ,如 果 某 些 能 量 从 一 处 消 
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失 而 在 男 一 遥远 处 出 现 ,在 其 间 并 没有 任何 东西 正在 通过 (也 就 是 说 ,没有 任何 特殊 的 现象 
发 生 ) , 则 我 们 先前 关于 能 量 守恒 原理 的 提 法 仍然 完全 正确 . 因此 ,目前 我 们 正在 讨论 关于 能 
量 守恒 这 一 概念 的 推广 ,也 许可 以 称 为 局 域 性 能 量 守恒 原理 . 这 样 的 一 个 原理 会 说 :在 任何 
给 定 体积 内 能 量 只 能 依据 流 进 或 流出 该 体积 的 量 来 变化 . 能 量 确实 有 可 能 是 按 这 一 方式 局 
域 守恒 的 . 如 果 事 情 果然 是 这 样 ,我 们 应 有 一 个 比 起 总 能 量 守恒 那 种 简单 提 法 详细 得 多 的 定 
律 . 实际 情况 是 ,在 自然 界 中 能 最 是 局 域 守恒 的 . 我 们 能 够 找到 关于 能 量 在 哪里 以 及 它 如何 
从 一 处 跑 到 另 一 处 的 公式 . 

能 够 说 出 能 量 在 哪里 是 重要 的 事情 ,还 有 一 个 物理 上 的 原因 . 按照 引力 理论 ,所 有 质量 
都 是 引力 之 源 . 我 们 也 知道 ,根据 式 E = mc?, 质量 与 能 量 彼此 等 价 . 因此 ,所 有 能 量 就 都 是 
引力 之 源 . 要 是 我 们 不 能 够 指明 能 最 的 位 置 ,也 就 不 能 够 指明 质量 的 位 置 .我们 将 不 可 能 说 
出 引力 场 的 源 究竟 位 于 何 处 . 因而 引力 理论 将 是 不 完整 的 . 

若 把 我 们 限制 在 静电 学 的 范围 里 ,确实 无 法 说 出 能 量 的 位 置 在 哪里 . 电动 力学 完整 的 麦 
克 斯 韦 方程 会 向 我 们 提供 多 得 多 的 知识 (尽管 此 时 答案 严格 说 来 仍 不 是 唯一 的 ) ,因此 ,我 们 
将 在 后 面 一 章 中 再 详细 讨论 这 个 问题 ,现在 仅仅 给 出 在 静电 学 的 特殊 情况 下 的 那 种 结果 . 能 
量 在 电场 所 在 的 空间 里 ,这 似乎 很 合理 ,因为 我 们 知道 , 当 电荷 加 速 时 它们 会 辐射 出 电场 来 . 
我 们 愿意 这 人 么 说 , 即 当 光 或 无 线 电波 从 一 点 传播 至 另 一 点 时 ,它们 随身 带 着 能 量 , 但 是 在 这 
些 波 中 却 没有 电荷 . 因此 喜欢 把 能 量 定 域 在 电磁 场所 在 的 地 方 ,而 不 是 在 其 发 出 来 的 电荷 那 
里 . 于 是 我 们 不 用 电荷 而 是 用 由 电荷 所 产生 的 场 来 描述 能 量 . 事实 上 ,能 够 证 明 式 (8. 28) 在 
数值 上 等 于 


[pp. 
t= 河马 EdV. (8. 30) 


于 是 ,可 把 此 式 解 释 为 : 当 电场 存在 时 ,在 该 空间 里 就 定 域 了 能 量 ,其 密度 (单位 体积 能 量 ) 为 : 


(8. 31) 


这 一 概念 如 图 8-8 所 示 ， 
为 要 证 明 式 (8. 30) 与 静电 学 定律 一 致 ,我 们 现在 把 曾 在 第 6 章 中 得 到 的 有 关 po 与 $ 
的 关系 
p=—oV’$ 


引入 (8. 28) 式 ,因而 得 到 
这 三 ~- $|svgav. (8. 32) 


写 出 被 积 函 数 的 各 个 分 量 后 ,可见 到 


2 2 2 
$v 一人 (3 二 十 2) 


一 六 作 ) 二 旋 人 和 广 全 ) < 二 训 借 》 
= Vv. ($W)—(W). (W). (8. 33) 
于 是 我 们 的 能 量 积分 为 
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U=$|(v8). (v8)av— $v $v)dv. 
可 以 利用 高 斯 定理 把 第 二 个 积分 变 成 一 个 面积 分 : 
| vgvsav=| HT da (8. 34) 
体积 面积 


我 们 要 在 所 有 电荷 都 被 放置 在 某 个 有 限 距离 
内 的 假定 下 ,对 面积 伸展 至 无 限 远 处 (从 而 使 体积 


2 
分 变 成 对 全 部 空间 的 积分 ) 的 情况 计算 该 面积 分 ， 
进行 积分 的 简单 办 法 乃 是 取 一 个 具有 巨大 半径 而 
其 中 心 位 于 坐标 系 原点 的 球面 .我 们 知道 , 当 离 所 -> 
有 电荷 都 很 远 时 ,$ 会 随 1/R 变化 ,而 邓 则 按 17R: gp 
[my 
2 


变化 (如 果 那 里 分 布 中 的 净 电 荷 为 零 , 则 这 两 项 均 
将 随 R 下 降 得 更 快 ). 由 于 该 巨大 球面 的 面积 随 
R? 增 大 , 当 球 面 的 半径 增 大 时 , 那 面 积分 将 按照 
(1AR)(1/R’ )R’ = (1/R) 而 下 降 . 因此 ,如 果 把 全 
部 空间 都 包括 在 我 们 的 积分 之 内 (R 一 0), 则 该 面 图 8-8 在 电场 中 每 一 体积 元 dV = dzdydz 
积分 将 趋 于 震 ,而 结果 为 : 含有 能 量 (o/2)EzdV 
U = §| (V#) + (V$)dV 一 号 E. EdV. (8. 35) 
全 部 空间 


全 部 空间 


由 此 可 见 ,对 于 任何 电荷 分 布 ,我 们 总 能 将 其 能 量 表 达 为 对 场 中 能 量 密度 的 积分 . 
$8-6 点 电荷 的 能 量 


我 们 的 新 关系 式 (8. 35) 说 明 即 使 一 个 孤立 电荷 9 也 将 有 某 种 静电 能 量 . 在 这 种 情况 下 ， 
电场 是 由 下 式 给 出 的 : 


E= 和 
因此 ,在 距离 电荷 > 处 的 能 量 密度 为 
oF -9 
2 一 
我 们 可 以 取 一 个 厚度 为 dr 面积 为 4rr: 的 球 壳 作为 体积 元 . 总 能 量 为 
U=| 5- 一 区 机 (8. 36) 


r=0 


现在 对 于 在 r = oo 的 上 限 毫 无 困难 . 但 对 于 一 个 点 电荷 来 说 ,我 们 本 应 从 下 限 "= 0 积 
起 ,而 这 会 给 出 一 个 无 限 大 的 数值 . 式 (8. 35) 讲 :在 一 个 点 电荷 的 场 中 会 有 无 限 大 的 能 量 , 尽 
管 我 们 过 去 是 从 只 在 点 电荷 之 闻 才 有 能 量 那 种 观点 出 发 的 . 在 我 们 原来 关于 一 群 点 电荷 的 
能 量 公 式 (8. 3) 中 ,并 未 把 电荷 对 于 其 本 身 的 任何 相互 作用 能 包括 在 内 . 实际 发 生 的 情况 乃 
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是 : 当 我 们 转变 到 电荷 的 连续 分 布 . 即 式 (8. 27) 时 ,就 曾 计 入 了 每 一 无 限 小 电荷 与 所 有 其 他 
无 限 小 电荷 之 间 的 相互 作用 能 . 同一 计算 也 包括 在 式 (8. 35) 之 内 ,因而 当 将 其 应 用 于 有 限 多 
点 电荷 时 ,我 们 已 把 从 无 限 小 部 分 电荷 聚集 起 来 所 要 的 那 种 能 量 也 包括 进去 了 . 事实 上 ,我 
们 将 注意 到 : 若 应 用 有 关 一 个 带电 球体 的 能 量 表示 式 (8. 11) ,并 让 其 中 半径 趋 于 零 , 则 我 们 
也 会 获得 式 (8. 36) 中 的 那 种 结果 . 

必须 断言 ,把 能 量 定 域 在 场 中 的 那 种 概念 同 存在 点 电荷 的 假设 是 彼此 不 相 容 的 . 一 种 摆 
脱困 难 的 办 法 应 该 说 明 , 像 电子 那样 的 基本 电荷 并 不 是 一 些 点 ,而 实际 上 是 电荷 的 微小 分 
布 .或 者 ,本 来 我 们 也 可 以 这 样 讲 :在 十 分 微小 的 距离 内 ,电学 理论 已 有 些 错误 ,或 局 域 能 量 
守恒 的 概念 有 点 不 对 头 . 对 于 这 两 种 观点 中 的 任 一 个 观点 都 存在 困难 ,这 些 困难 从 未 得 到 克 
服 ,一 直 遗 留 到 今天 . 此 后 在 某 个 时 候 , 当 我 们 已 讨论 过 诸如 电磁 场 中 的 动量 那样 一 些 附加 
概念 之 后 ,就 将 对 在 理解 大 自然 时 所 磁 到 的 这 些 基本 困难 给 予 更 全 面 的 估量 . 


第 9 章 大 气 中 的 带电 体 


$ 9-1 大 气 的 电势 梯度 


在 寻常 的 日 子 ,平坦 的 旷野 或 海洋 上 , 当 从 地 面 科 直 上 升 时 ,电势 将 每 米 增加 约 100 V. 
这 样 ,在 空气 中 就 有 一 个 竖 直 的 100 Vm- ' 的 电场 . 这 电场 的 符号 与 地 面 上 带 负 电 相 对 应 . 这 
意思 是 说 ,在 室外 ,在 你 鼻子 的 高 度 上 就 有 高 于 你 脚下 200 V 的 电势 差 ! 你 也 许 会 问 :为 什 
么 我 们 不 正好 在 人 体外 空气 中 一 米 的 距离 上 安装 一 对 电极 ,就 可 利用 这 100 V 来 点 亮 电 
灯 ? "或 者 你 也 许 会 觉得 奇怪 :是 否 真 的 在 我 的 鼻子 和 脚底 之 间 就 会 存在 200 V 的 电势 差 ， 
那 为 什么 当 我 出 门 上 街 时 不 会 受到 电击 ?” 

我 们 先 来 回答 第 二 个 问题 . 你 的 身体 是 一 个 相当 好 的 导电 体 , 当 你 与 地 面 接触 时 ,你 和 
地 面 将 趋 于 形成 一 个 等 势 面 . 通常 等 势 面 平行 于 地 面 ,如 图 9-1(a) 所 示 , 但 当 你 站 在 那里 时 ， 
这 些 等 势 面 就 会 变形 ,而 场 看 来 像 图 9-1(b) 所 示 的 样子 . 因此 ,在 你 的 头 与 脚 之 间 有 非常 接近 
于 零 的 电势 差 . 有 一 些 电 荷 会 从 地 面 走向 你 的 头 部 ,从 而 改变 着 电场 . 它们 有 些 会 通过 从 空气 
中 积累 的 离子 而 放电 ,但 由 这 些 过 程 形成 的 电流 十 分 微小 ,因为 空气 是 一 种 不 良 导体 . 


图 9-1 (a) 在 地 面 上 的 电势 分 布 ;(b) 在 室外 平坦 地 方 人 身 附近 的 电势 分 布 


如 果 把 某 件 东西 放 在 那里 就 会 改变 电场 , 那 我 们 怎么 能 够 测量 这 样 的 电场 呢 ? 有 几 种 
测量 办 法 . 一 个 办 法 是 ,把 一 个 绝缘 好 的 导体 置 于 高 出 地 面 某 个 距离 处 ,并 让 它 留 在 那里 一 
直到 它 的 电势 与 空气 的 电势 相等 时 为 止 . 如 果 它 在 那里 停留 得 足够 久 , 则 空气 里 的 微小 导电 
生 会 让 电荷 漏出 该 导体 (或 漏 到 该 导体 上 去 ) ,直到 它 取得 在 它 的 高 度 上 的 势 为 止 . 然后 ,再 
把 它 带 回 到 地 面 上 ,并 测量 当 这 样 做 时 势 的 改变 . 一 种 较 快捷 的 做 法 是 令 该 导体 为 一 个 稍 有 
点 儿 泄 漏 的 水 桶 - 当 水 珠 滴 下 时 ,会 带 走 任何 超额 电荷 ,因而 该 水 桶 与 空气 的 势 将 趋向 于 相 
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同 (正如 你 所 知道 的 ,电荷 分 布 于 表面 , 当 水 珠 漏 出 来 时 ,“ 表 面 各 部 分 "就 会 拆散 ). 我 们 可 用 
一 个 静电 计 来 测量 水 桶 的 电势 . 

还 有 另 一 种 直接 测量 电势 梯度 的 方法 . 由 于 存在 电场 ,所 以 在 地 面 上 就 会 有 面 电 荷 

(o 三 wE). 如 果 放 置 一 块 平坦 金属 板 在 地 面 上 


| | 和 | 并 把 它 接地 ,负电 荷 就 会 在 它 上 面 出 现 [图 9-2 
(a)]. 现在 若 再 对 这 块 板 覆 盖 上 另 一 块 接地 的 导 
ne /一 金属 板 4 体 B, 则 电荷 将 会 出 现在 这 一 块 遮盖 板 上 ,而 原来 
7 了 777 和 5 77 7 那 块 板 A 却 没有 电荷 了 . 当 我 们 把 B 闵 上 时 , 测 
中 量 从 A 流向 地 面 的 电流 (比方 用 一 个 连接 于 接地 
导线 上 的 电流 计 ), 便 能 找 出 原来 在 那里 的 电荷 

| | | 密度 ,所 以 也 就 求 得 了 电场 . 
遮盖 板 8 在 建议 了 如 何 才 能 测量 大 气 中 的 电场 后 ,我 
yo 们 现在 继续 来 对 它 进行 描述 . 首先 ,测量 的 结果 
(b) ” ”地 面 表明 : 当 我 们 升 向 高 空 时 这 个 场 持续 存在 ,但 它 


会 逐渐 减弱 . 在 约 50 km 的 高 度 上 ,这 电场 变 得 
图 9-2 (4) 一 类 接地 金属 板 写 相同 面积 的 。 十 分 微弱 ,因而 大 部 分 的 势 差 (对 巨 的 积分 ) 都 发 
下 中 第 有 本 的 而 电 从 (>) 各 果 这 志 析 又。 和 在 较 小 高 度 上 . 从 地 面 起 一 直到 大 气 项 部 总 势 


Ne 着 , 则 它 便 不 
给 另 En E 差 约 为 400 000 V. 


$ 9-2 大气 中 的 电流 


除了 电势 梯度 以 外 , 另 一 个 可 以 测量 的 东西 就 是 大 气 中 的 电流 . 这 电流 密度 很 小 一 一 通 
过 与 地 面 平 行 的 每 平方 米面 积 约 有 10 pA. 空气 显然 不 是 完美 的 绝缘 体 ,而 由 于 这 一 导电 
性 ,一 个 微小 电流 一 一 由 刚才 所 描述 的 那 种 电场 所 引起 的 一 一 就 会 从 天 空 流向 大 地 . 

为 什么 大 气 会 有 导电 性 ? 原因 是 ,这 里 或 那里 的 空气 分 子 中 存在 个 别离 子 一 一 比如 已 
获得 了 一 个 额外 电子 \ 或 也 许 次 失 了 一 个 电子 的 氧 分 子 . 这 些 离子 并 不 保持 为 单独 的 分 子 状 
态 , 它 们 由 于 带 有 电场 而 经 常会 把 几 个 其 他 分 子 聚 集 在 其 周围 ,于 是 每 一 离子 就 成 为 一 小 团 
块 ,与 其 他 团 块 一 起 ,在 电场 中 到 处 漂移 一 一 缓 惕 地 移 上 移 下 一 一 形成 所 观察 到 的 电流 . 这 
些 离子 从 哪里 来 的 呢 ? 最 初 人 们 猜测 这 些 离子 是 由 地 球 的 放射 性 产生 的 (已 经 知道 ,从 放射 
性 材料 发 出 的 辐射 会 把 空气 分 子 电离 而 使 空气 导电 ). 像 8 射线 那样 的 粒子 ,从 原子 核 出 来 
之 后 会 跑 得 那样 快 以 致 把 电子 从 空气 里 的 原子 中 扯 去 ,从 而 留 下 离子 . 当然 ,这 就 暗示 着 :要 
是 我 们 升 至 较 大 高 度 , 便 会 发 现 电 离 作 用 较 
少 ,因为 放射 性 全 都 藏 在 地 表 上 的 尘土 之 
中 一 一 在 镭 、 铀 、 钾 等 的 痕迹 中 . 

为 了 检验 这 一 理论 ,有 些 物 理学 家 带 着 
仪器 乘 气 球 上 升 去 测量 空气 电离 度 ( 赫 斯 ， 
1912 年 ) ,但 发 现 的 情况 相反 一 一 单位 体积 里 
的 电离 度 随 高 度 而 增加 (仪器 与 图 9-3 所 示 静电 计 
的 相 类 似 , 两 块 金 属 板 周 期 性 地 被 充电 至 一 。 图 9-3 测量 由 于 离子 运动 所 引起 的 空气 导电 性 
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”电势 V. 由 于 空气 的 导电 性 ,这 两 块 板 将 慢 慢 地 放电 ,这 放电 率 用 静电 计 测 量 )! 这 是 一 个 最 
神秘 的 结果 一 一 在 关于 大 气 电 研究 的 整个 历史 中 最 为 戏剧 性 的 发 现 . 事实 上 ,该 结果 是 如 此 
具有 戏剧 性 ,以 致 需要 一 门 全 新 的 学 科 分 支 一 一 宇宙 射线 学 . 大 气 电 本 身 仍 保留 它 的 不 太 戏 
剧 性 的 地 位 .电离 作用 显然 是 从 地 球 以 外 的 某 种 东西 产生 的 . 对 于 这 一 来 源 的 研究 ,导致 了 
宇宙 线 的 发 现 . 我 们 现在 不 讨论 宇宙 线 这 一 学 科 , 只 是 说 明 字 宙 线 会 维持 离子 的 供应 . 尽管 
离子 经 常会 被 清除 掉 , 但 新 的 离子 却 总 会 由 外 面 来 的 宇宙 射线 粒子 创造 出 来 . 

为 准确 起 见 ,我 们 必须 说 ,除了 由 分 子 形成 的 离子 外 ,还 有 其 他 种 类 的 离子 . 微小 的 灰 
尘 , 像 十 分 细小 的 粉末 微粒 ,会 漂浮 于 空气 中 并 带 了 电 . 它们 有 时 被 称 为 “ 核 ” 例如 ,在 海面 
上 当 一 个 波浪 破碎 时 ,小 小 的 浪花 就 会 飞溅 到 空中 . 当 一 颗 这 样 的 水 珠 蒸发 时 , 它 将 留 下 一 
个 无 限 小 的 NaCl 晶体 浮 荡 于 空气 中 . 此 后 ,这 些小 晶体 可 能 会 拾取 电荷 而 成 为 离子 ,它们 
被 称 为 “大 离子 ”. 

那些 小 离子 一 一 由 宇宙 线形 成 的 一 一 最 易于 移动 . 由 于 它们 那么 小 ,就 会 在 空气 中 运动 
得 相当 快 一 一 在 100 Vm (或 1Vcem-') 的 场 中 其 速率 约 为 1 cms .那些 大 得 多 而 又 重 得 
多 的 离子 ,运动 起 来 就 缓慢 得 多 . 事实 是 ,倘若 空中 有 许多 个 “ 核 " ,它们 会 从 那些 小 离子 上 拾 
得 电荷 . 此 时 ,由 于 “大 离子 "在 场 中 运动 得 那么 慢 ,总 电导 率 就 降低 了 . 因此 ,空气 的 电导 率 
是 很 容易 变化 的 ,因为 它 对 空气 里 存在 的 灰尘 份量 很 敏感 . 在 陆地 上 这 样 的 灰尘 比 在 水 面 上 
多 得 多 ,因为 风 会 刊 起 尘埃 ,或 在 那里 人 类 会 把 各 种 污染 抛 入 空气 之 中 . 这 并 不 奇怪 ,日 复 一 
日 ,从 此 地 到 彼 地 ,靠近 地 面 的 电导 率 变化 得 很 厉害 . 在 地 面 任何 特定 的 地 点 所 观测 到 的 电 
压 梯 度 也 变化 得 很 大 ,因为 在 不 同 的 地 方 从 高 空 流下 来 的 电流 大 致 相同 ,而 只 是 由 于 靠近 地 
面 处 多 变 的 电导 率 引 起 了 电压 梯度 的 差异 . 

起 因 于 离子 漂移 的 空气 电导 率 也 随 着 高 度 上 升 而 增加 得 很 快 一 一 由 于 两 个 原因 . 首先 ， 
由 宇宙 线 引 起 的 电离 作用 随 高 度 增加 ;其 次 ,当空 气 密度 降低 时 ,离子 的 平均 自由 程 增 大 ,从 
而 在 碰撞 之 前 ,它们 能 够 在 电场 中 跑 得 较 远 一 一 结果 使 电导 率 随 高 度 增加 得 很 快 . 

虽然 空气 由 的 电流 密度 只 有 每 平方 米 几 皮 安 ,但 由 于 大 地 表面 有 许 许多 多 的 平方 米 ,以 
致 在 任何 时 刻 流 至 地 面 的 总 电流 很 接近 于 1 800 A 这 一 常数 . 当然 ,这 个 电流 是 “ 正 ” 的 一 一 
它 把 正 电 荷 带 到 地 面 上 . 因此 ,我 们 就 有 400 000 V 的 电压 供应 ,并 伴 有 1 800 A 的 电流 一 一 
功率 达 七 亿 瓦 ! 

随 着 这 么 大 的 电流 流下 来 ,在 地 面 上 的 负电 荷 会 被 很 快 放 电 . 事实 上 ,只 需 约 半 个 钟头 就 
使 整个 大 地 都 放 了 电 . 但 大 气 电场 自从 它 被 发 现 以 来 已 经 不 止 半 个 钟头 . 它 到 底 是 怎样 得 到 维 
持 的 呢 ? 什么 东西 在 维持 着 电压 ? 这 电压 存在 于 地 球 与 什么 东西 之 间 ? 问题 多 得 不 胜 枚 举 . 

地 球 是 负 的 ,而 空气 中 的 电势 是 正 的 . 如 果 你 升 得 够 高 ,那里 的 电导 率 会 大 得 使 水 平方 
向 电压 变化 的 机 会 不 多 . 对 于 我 们 所 谈 及 的 时 间 尺 度 来 


说 ,空气 实际 上 已 变 成 了 导体 . 这 发 生 在 50 km 左右 的 。 50000m。 ， 。 。 高 电导 率 _ 
高 空 上 . 这 一 高 度 还 没有 所 谓 * 电 离 层 "那么 高 ,在 电离 | 电流 
层 中 有 由 日 光 的 光电 现象 所 产生 的 大 量 离子 . 尽管 如 A Jan 
此 ,对 于 我 们 有 关 大 气 电 的 讨论 来 说 ,在 约 50 km 的 高 

空 处 ,空气 已 变 得 足以 导电 ,以 致 可 以 想象 在 这 一 高 度 es 
上 实际 存在 一 个 理想 的 导电 面 ,电流 从 那里 流下 来 . 这 地 面 


种 情况 的 图 像 如 图 9-4 所 示 . 问题 是 : 正 电荷 怎样 会 维 。 图 9-4 在 晴朗 大 气 中 的 典型 电 状态 
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持 在 那里 ? 它 是 怎样 被 泵 回去 的 ? 既然 它 已 降落 到 地 面 上 ,总 得 想 办 法 把 它 泵 回去 才 行 . 这 
是 人 们 在 相当 长 一 段 时 间 内 有 关 大 气 电 的 最 大 困惑 之 一 . 
我 们 能 够 得 到 的 每 一 点 信息 都 会 提供 关 


atvm 于 某 事物 的 线索 ,或 至 少 会 告诉 你 关于 它 的 菜 
120 些 情况 . 这 里 就 是 一 个 有 趣 现象 :比方 , 若 在 海 
i 面 上 测量 电流 ( 它 比 起 电势 梯度 来 更 为 稳定 ) ， 
抽 或 者 在 严格 条 件 下 进行 测量 ,并 十 分 小 心地 对 


结果 加 以 平均 ,除去 不 规则 的 变化 ,我 们 发 现 ， 

仍然 逐日 变化 . 对 在 洋 面 上 许多 测量 结果 的 平 

. 全 计 并 均 ,显示 出 一 种 大 致 如 图 9-5 所 示 的 那 种 跟随 

时 间 ( 格林 威 治平 均 时 ) 时 间 的 变化 . 电流 约 有 士 15% 的 变化 ,而 在 伦 

图 9-5 在 晴朗 的 日 子 里 ,在 海洋 上 大 气 电 。 ， 敦 时 间 每 天 下 午 7 时 变化 最 大 . 事情 的 奇怪 方 

势 梯度 的 平均 日 变化 (参照 格林 威 治 时 间 ) 面 是 :不 论 你 在 哪里 测量 电流 一 一 是 在 大 西 

洋 、 太 平 洋 或 北冰洋 上 一 一 总 是 当 伦 敦 的 钟 在 

下 午 敲 7 点 时 电流 就 达到 它 的 峰值 ! 全 世界 ,电流 总 是 在 伦敦 时 间 下 午 7 时 达到 极 大 ,而 在 

伦敦 时 间 上 午 4 时 则 达到 极 小 . 换 句 话说 , 它 取决 于 地 球 的 绝对 时 间 ,而 不 是 取决 于 进行 观 

测 地 点 的 当地 时 间 . 从 一 个 方面 说 ,这 并 不 见得 神秘 , 它 与 我 们 的 下 述 观点 一 致 , 即 在 大 气 项 

层 有 极 高 的 横向 电导 率 , 这 使 得 从 地 面 至 顶层 间 的 电势 差 不 可 能 按 地 域 改 变 . 任何 电势 变化 

都 应 该 是 全 球 性 的 ,而 事实 确 是 如 此 . 因此 ,我 们 现在 所 知道 的 就 是 ,在 “ 顶 " 面 的 电势 随地 球 
的 绝对 时 间 升 降 15%. 


0 


$9-3 大气 电流 的 来 源 


其 次 ,我们 必须 谈 谈 关 于 从 "项 " 层 流 至 地 面 持续 对 地 球 充 负电 的 那 种 巨大 负电 流 的 来 
源 ,承担 这 一 任务 的 电池 组 究竟 放 在 哪里 ? 这 电池 组 如 图 9-6 所 表示 , 充电 是 通过 雷暴 雨 和 
闪电 来 实现 的 . 事实 证 明 ,那些 闪电 并 不 会 使 我 们 刚才 谈 及 的 电势 “放电 ”( 起 初 你 或 许 会 这 
样 猜测 的 ). 雷雨 把 负电 荷 带 至 地 球 上 . 每 当 一 次 闪电 落下 时 ,十 之 八 九 会 把 大 量 负电 荷 带 至 
地 球 . 正 是 全 世界 的 这 些 雷 暴雨 经 常 以 平均 1 800 A 的 电流 把 地 球 充 起 电 来 ,然后 它 通 过 天 
气 好 的 那些 地 区 逐渐 放电 . 

整个 地 面 每 天 约 有 四 万 次 雷暴 雨 ,而 我 们 可 将 其 想象 成 会 把 电荷 泵 至 上 层 以 保持 其 电 
势 差 的 电池 组 ,然后 计 入 地 面 的 地 理 因 素 一 一 在 巴西 每 天 下 午 总 有 雷暴 雨 及 在 非洲 热带 地 
区 的 雷暴 南 等 等 . 人 们 已 经 对 在 任何 时 候 世界 范围 内 落下 多 少 次 闪电 做 了 估计 ,不 用 说 他 们 
的 估计 多 少 总 会 同 电 势 差 方面 的 测量 结果 相符 :在 整个 地 面 上 雷暴 雨 活动 的 总 量 在 伦敦 时 
间 下 午 7 时 达到 最 高 . 然而 ,关于 雷暴 雨 的 估计 十 分 难于 做 出 ,而 只 是 在 人 们 知道 了 必须 发 
生 那 种 变化 之 后 才 做 出 该 估计 的 . 这 些 事情 十 分 困难 ,因为 我 们 无 论 在 海洋 上 或 在 全 世界 所 
有 各 地 区 ,都 没有 做 过 足够 多 的 观察 以 准确 地 弄 清 楚 雷 暴雨 发 生 的 次 数 . 但 那些 认为 他 们 
“做 得 对 "的 人 都 曾 得 到 这 么 一 个 结果 , 即 在 世界 范围 内 每 秒 发 生 一 百 次 闪电 ,在 格林 威 治平 
均 时 间 下 午 7 点 钟 雷 暴雨 活动 达到 顶峰 . 

为 了 了 解 这 些 电池 组 是 怎样 工作 的 ,我 们 将 详细 地 考察 一 次 雷暴 南 . 在 雷暴 雨 过 程 中 到 
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图 9-6 产生 大 气 电场 的 机 制 [由 William L. Widmayer 拍 的 照片 ] 


底 发 生 了 什么 ? 打算 就 迄今 已 知道 的 给 予 描述 . 当 我 们 进入 实际 自然 界 一 一 而 不 是 一 些 想 
象 中 的 理想 导电 球体 存在 于 我 们 所 能 够 非常 熟练 地 加 以 解决 的 其 他 球面 之 内 一 一 这 种 令 人 
惊奇 的 现象 时 ,我 们 就 发 现 不 懂 的 东西 非常 多 . 任何 曾经 经 历 过 雷暴 雨 的 人 都 会 感到 一 种 享 
受 , 或 吃 了 一 惊 ,或 至 少 也 发 生 过 某 种 激动 吧 . 而 在 自然 界 中 那些 会 引起 激动 的 地 方 ,我 们 发 
现 一 般 都 存在 与 此 相应 的 复杂 性 和 神秘 性 . 目前 并 不 可 能 对 雷暴 雨 的 行为 做 出 准确 描述 , 因 
为 我 们 懂得 的 仍然 不 太 多 . 但 我 们 愿意 尝试 对 所 发 生 的 事情 稍微 描述 一 下 . 


$9-4 雷 暴 雨 


首先 ,一 场 普通 的 雷暴 雨 是 由 若干 个 彼此 相当 靠近 却 又 几乎 互 为 独立 的 “ 盒 形 区 域 " 构 
成 的 . 所 以 ,最 好 是 每 次 仅仅 分 析 其 中 的 一 个 盒 . 所 谓 “ 盒 形 区 ” 指 的 是 一 个 在 水 平方 向 上 占 
据 有 限 面 积 的 区 域 ,而 全 部 基本 过 程 都 会 在 此 中 发 生 . 通常 会 有 几 个 盒子 靠 在 一 起 ,而 在 每 
一 个 中 所 发 生 的 现象 又 约略 相同 ,尽管 可 能 在 时 间 上 有 所 不 同 . 图 9-7 以 一 种 理想 的 方式 指 
示 出 在 雷暴 雨 的 最 初 阶段 这 样 一 个 盒子 会 出 现 的 形态 . 结果 表明 :在 我 们 即将 描述 的 条 件 
下 ,空气 中 某 处 会 出 现 普遍 的 空气 上 升 , 越 接近 顶层 速度 就 越 大 . 当 底层 的 温暖 而 又 潮湿 的 
空气 上 升 时 , 它 会 被 冷却 而 凝结 . 图 中 那些 小 叉 叉 就 是 代表 雪花 ,而 小 点 点 则 代表 雨 , 但 由 于 
向 上 冲 的 气流 足够 强 而 这 些 雨 滴 和 雪花 又 足够 小 ,因而 在 这 一 阶段 雪 和 雨 都 不 会 落下 来 ,这 
是 开始 阶段 ,还 不 是 真正 的 雷暴 雨 一 一 在 这 种 意义 上 地 面 上 还 未 发 生 过 任何 变化 . 当 暖 空气 
上 升 的 同时 ,还 会 把 旁边 的 空气 也 吸引 过 来 一 一 这 是 许多 年 来 一 直 被 忽略 的 一 个 要 点 . 于 
是 ,不 仅 下 面 的 空气 会 升 上 来 ,而 且 还 有 从 侧面 来 的 一 定 份量 的 空气 . 

为 什么 空气 会 像 这 样 上 升 呢 ? 正如 你 们 所 知道 的 ,高 度 越 高 空气 就 越 冷 . 地 面 被 太阳 旺 
热 ,而 这 些 热 量 再 辐射 至 天 空中 则 要 依靠 大 气 高 层 中 的 水 蒸气 ,因此 ,在 高 空空 气 是 准 
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的 一 十 分 寒冷 一 较 低 的 地 方 它 较 温暖 .你 
可 能 会 说 ;“ 那 么 事情 很 简单 , 暖 空气 比 冷 空气 
较 轻 ,因而 这 个 组 合 在 力学 上 是 不 稳定 的 ,这 样 
暖 空气 便 会 上 升 . "当然 ,如 果 在 不 同 高 度 空气 
的 温度 不 同 , 那 它 在 热力 学 上 是 不 稳定 的 . 要 是 
让 空气 本 身 无 限 久 地 不 受 影响 , 则 空气 全 部 会 
达到 相同 的 温度 . 可 是 , 它 并 非 不 受 干扰 ,太阳 
(在 自 天 ) 总 会 向 它 照射, 因此 ,问题 确实 不 是 一 
个 热力 学 平衡 的 问题 ,而 是 一 种 力学 平衡 问题 
假设 我 们 一 像 在 图 9-8 所 示 的 那样 把 空 
气温 度 相对 地 面 上 的 高 度 做 一 曲线 ,在 通常 情 
况 下 ,会 得 到 沿 一 条 像 图 9-8 中 (a) 那 样 的 曲线 
a | 下 降 关系 , 当 高 度 增 大 时 温度 下 降 了 . 大 气 怎样 
风速 矢量 比例 尺 0 1530 fs ， * 雪 | 才能 得 到 稳定 呢 ? 为 什么 下 层 的 热 空气 不 会 简 
i - 单 地 上 升 到 冷 空气 中 去 ? 答案 是 这 样 的 :假如 
空气 上升 , 压 强 就 会 下 降 ,而 要 是 考虑 一 特定 区 
域 里 的 空气 正在 上 升 , 则 它 将 绝热 脱 胀 (没有 任 
何 热量 会 进出 该 区 ,因为 在 我 们 这 里 所 考虑 的 那么 大 的 尺寸 内 ,将 不 会 有 时 间 让 大 批 热量 流 
动 ). 于 是 这 个 区 域 里 的 空气 当 逢 高 时 就 会 变 冷 . 像 这 样 的 绝热 过 程 会 给 出 一 条 如 图 9-8 中 
曲线 (b) 那 样 的 温度 与 高 度 关系 . 任何 从 下 面 升 上 来 的 空气 比 它 进 入 的 环境 温度 要 低 , 这 样 
就 没有 理由 让 下 层 的 热 空气 升 上 来 .假如 真 的 升 起 的 话 , 它 将 冷却 到 其 温度 比 原来 已 在 该 外 
的 空气 低 , 则 会 比 那里 的 空气 重 ,因而 刚好 一 升 上 来 就 要 再 降落 下 去 了 . 在 一 个 美好 晴朗 的 
日 子 里 湿度 很 低 ,此 时 大 气 中 存在 菜 个 温度 下 降 率 ,这 一 般 比 由 曲线 (b) 所 表示 的 那 “ 极 大 
稳定 梯度 "要 低 些 . 空气 是 处 在 一 个 稳定 的 力学 平衡 状态 中 
另 一 方面 ,要 是 我 们 想起 一 个 里 面 含有 许多 水 汽 的 部 分 空气 正在 上 升 , 那 么 它 的 绝热 准 
却 曲线 就 将 不 同 . 当 它 膨胀 而 冷却 时 ,其 中 的 水 藉 
气 将 会 凝结 , 而 这 些 正在 凝结 的 水 会 释放 出 热量 
因此 ,潮湿 空气 并 不 像 王 燥 空气 冷却 得 那么 厉害 . 
所 以 如 果 比 平均 湿度 高 的 那 种 空气 开始 上 升 , 则 其 
温度 将 按 图 9-8(c) 那 样 的 曲线 下 降 . 它 将 变 得 冷 一 
些 ,但 仍 比 同一 高 度 的 周围 空气 要 暖和 . 如 果 一 个 
区 域 中 存在 温暖 的 湿 空 气 ,并 由 于 某 种 原因 开始 上 
升 , 则 它 始终 比 周围 的 空气 要 轻 而 温 暖 ,所 以 将 继 
续 升 高 直到 升 达 很 高 处 为 止 . 这 就 是 使 备 暴雨 售 中 
的 空气 上 升 的 机 制 
多 年 来 ,关于 需 暴雨 人 的 解释 就 只 是 这 样 .但 
此 后 的 测量 结果 表明 ,云层 里 不 同 高 度 的 温度 并 不 Sp 
会 像 曲线 (<) 所 示 的 那样 高 原因 是 : 当 湿 空气 的 。 闪 扣 的 地 和 交加 关 全 全 人 
“气泡 "上 升 时 , 它 会 从 其 周围 捕捉 到 一 些 空气 ,并 却 ;(d) 潮 湿 空 气 与 一 些 周 图 空气 混合 
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温度 
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为 这 些 空气 所 冷却 . 温度 对 高 度 的 关系 看 来 就 更 像 曲 线 (d) ,与 曲线 (c) 相 比 , 它 与 原来 的 曲 
线 (a) 要 接近 得 多 . 

当 上 述 对 流 发 生 了 之 后 ,雷暴 雨 愈 的 截面 看 来 就 像 图 9-9 那样 . 我 们 已 有 了 所 亩 ?成熟 " 
的 雷暴 雨 了 . 在 这 个 阶段 ,向 上 冲 的 气流 非常 迅 
猛 ,一直 升 达 10 000 一 15 000 m 一 一 有 了 时 比 这 
还 要 高 得 多 . 具有 凝结 特点 的 雷暴 雨 盒 顶部 会 
一 直 向 上 息 至 高 出 于 一 般 云端 之 外 ,由 一 股 通 
常 约 每 小 时 60 mile 的 向 上 气流 来 完成 . 当 水 汽 
被 带 上 去 而 凝结 时 , 它 形成 了 一 些 迅速 被 冷却 
至 0 以 下 的 小 水 滴 . 它们 本 应 该 凝固 ,但 并 不 


其 他 液体 往往 会 在 结晶 之 前 冷却 至 凝固 点 之 下 ， 
只 要 不 存在 足以 使 结晶 过 程 开始 的 一 些 “ 核 ". 只 
有 当 一 小 块 物质 .例如 一 小 块 NaCl 晶体 存在 时 ， 
水 滴 才 会 凝 成 一 小 冰 块 . 此 后 平衡 是 这 样 建立 
的 , 即 水 滴 蒸 发 而 冰晶 生长 .于 是 ,在 某 一 时 刻 水 > i 
会 迅速 消失 ,而 冰 迅 速 形成 . 并 且 , 在 水 滴 与 冰 粒 ，s000 ， A se 
之 间 也 有 可 能 直接 相 撞 一 一 那些 过 冷 的 水 便 粘 Es 1 计 Bk > 
上 冰 粒 ,从 而 使 它 突然 结 最 . 所 以 在 云 体 膨胀 的 。 ,重点 . eC 
某 一 时 刻 会 有 大 的 冰 粒 迅速 累积 起 来 . 

当 这 些 冰 粒 足够 重 时 ,它们 穿 过 上 升 的 空 
气 开始 降落 一 一 它们 变 得 太 重 , 以 致 那 向 上 的 。 四 9 成 热 的 雷暴 雨 人 [转载 自 类 国 商业 部 
气流 支持 不 住 . 当 冰 粒 落下 来 时 ,会 连同 一 点 儿 “ee 
空气 也 带 下 来 ,因而 就 开始 了 一 股 向 下 刮 的 气流 . 而 足够 奇怪 的 是 ,很 容易 看 出 当 这 种 下 天 
之 风 一 旦 开始 了 之 后 , 便 将 继续 保持 . 现在 空气 正在 冲 下 来 ! 

注意 ,图 9-8 中 那 条 代表 云 里 实际 温度 分 布 情况 的 曲线 (d) ,要 比 适 用 于 潮湿 空气 的 曲 
线 (c) 稍 微 陡 些 *. 所 以 ,如 果 有 湿 空气 落下 来 , 则 它 的 温度 将 按 曲线 (c) 的 斜率 降落 ,只 要 下 
降 得 够 多 , 它 的 温度 便 会 低 于 其 周围 的 温度 ,如 图 中 曲线 (e) 所 指出 的 . 当 它 一 旦 那样 做 时 ， 
它 的 密度 便 会 比 周围 的 空气 大 ,因而 将 继续 迅速 下 降 . 你 们 会 说 ;“ 那 是 一 种 永恒 运动 .起初 
你 曾 争辩 说 空气 应 该 上 升 ,而 当 你 确 已 把 它 升 到 那里 时 , 却 又 同样 巧妙 地 争辩 说 它 应 该 下 
降 ”. 但 它 并 不 是 永恒 运动 . 当 情 况 不 稳定 而 暖 空气 必须 上 升 时 ,显然 就 得 有 某 种 东西 来 代替 
该 暖 空气 . 同样 确实 的 是 ， 下 降 的 冷 空气 会 有 力 地 代替 那 暖 空气 ,但 你 认识 到 , 那 下 落 的 并 不 
是 原来 的 空气 . 早期 的 论据 认为 有 某 种 特别 的 云 , 它 上 升 时 并 不 会 挟 带 旁边 的 空气 ,而 在 上 
升 了 之 后 就 又 降落 下 来 ， 这 确 有 某 种 令 人 迷 感 不 解 之 处 这 种 论点 需要 雨 来 维持 那 向 下 的 气 
流 一 一 是 一 个 难以 置信 的 论据 . 一 旦 我 们 认识 到 有 不 少 原来 空气 会 混杂 于 上 升 的 空气 之 中 ， 
则 热力 学 论据 就 足以 表明 原本 处 于 某 一 高 处 的 冷 空 气 会 降落 下 来 . 这 就 解释 了 图 9-9 的 草 
图 上 的 那 种 活跃 的 雷暴 雨 形象. 


2 9) 12 nile 水 平方 向 比例 尺 
;冰晶 -01530 fts， 风速 矢量 比例 尺 


* ”这 里 按 原文 是 “没有 那么 陡 ” ,似乎 有 误 , 所 以 我 们 把 它 改 了 . 一 一 译 者 注 
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当空 气 降落 时 ,两 开始 从 雷暴 雨 盒 的 底 
层 降 下 来 . 另外 , 当 那 相 对 寒冷 的 空气 降落 
到 地 面 上 时 ,还 会 向 周围 扩展 , 所 以 恰好 在 
雨 尚 未 落下 之 前 ,就 有 一 小 股 冷风 给 我 们 以 
大 暴雨 即将 来 临 的 预兆 . 在 暴风 两 本 身 中 ， 
会 有 猛烈 而 又 无 规 的 阵风 ,而 在 云层 里 则 有 
巨大 的 灌流 ,如 此 等 等 . 但 基本 上 是 先 有 一 
股 向 上 气流 ,然后 才 有 一 股 气流 向 下 一 一 一 
般 说 来 ,这 是 一 个 十 分 复杂 的 过 程 . 

降雨 过 程 开始 的 时 刻 也 就 是 强劲 的 下 
降 气流 开始 的 时 刻 ,实际 上 ,也 是 电 现象 发 
生 的 时 刻 . 然而 ,在 对 闪电 进行 描述 以 前 ， 
| 我 们 可 以 通过 考察 在 半 个 钟头 至 一 个 钟头 

ne 以 内 ,雷暴 雨 盒 中 发 生 的 情况 来 结束 这 个 


水 平方 向 比例 尺 故事 . 此 时 ,该 盒 看 来 就 像 图 9-10 所 示 的 

二 风速 矢量 比例 尺 那样 . 向 上 的 气流 停止 了 ,因为 已 不 再 有 足 

图 9-10 雷暴 雨 人 的 后 一 阶段 形势 [转载 自 美国 商 “” 够 的 暖 空气 来 维持 它 , 降雨 继续 了 一 阵子 ， 
业 部 气候 局 报告 ,1949 年 6 月 ] 最 后 连 一 些小 水 滴 都 落 了 下 来 ,情况 逐渐 


变 得 越 来 越 平 静 一 一 尽管 还 有 一 些小 冰晶 
残留 在 高 空中 . 由 于 在 极 大 高 度 上 风 吹 向 四 面 八方 ,云端 通常 就 会 伸展 成 一 块 铁 砧 的 形状 . 
雷暴 雨 盒 到 了 生命 的 尽头 . 


$ 9-5 电荷 分 离 的 机 制 


现在 要 来 讨论 对 我 们 的 目的 来 说 最 重要 的 方面 一 一 即 关 于 电荷 的 发 展 情况 . 各 种 实 
验 一 一 包括 飞机 穿 过 雷暴 雨 区 ( 干 这 一 件 事 的 飞行 员 真是 好 汉 ! 都 告诉 我 们 ,在 雷暴 雨 
盒 里 的 电荷 分 布 有 点 像 图 9-11 所 示 的 那样 . 在 顶部 有 正 电荷 ， 
在 云 脚 处 还 有 小 的 局 部 区 域 带 有 正 电荷 ,这 对 每 个 人 都 曾 引 起 不 少 烦恼 . 似乎 还 没有 谁 懂得 
为 什么 它 会 存在 那里 ,到 底 它 有 什么 重要 性 一 一 是 该 正 电 荷 雨 降落 时 的 次 级 效应 还 是 机 制 
中 的 基本 部 分 . 假使 它 不 存在 ,事情 该 会 简单 得 多 . 不 管 怎样 ,在 底部 占 优势 的 负电 荷 与 在 顶 
部 占 优势 的 正 电 荷 对 于 促使 地 面 带 负电 所 必需 的 电池 组 就 有 了 正确 符号 . 正 电 荷 存 在 于 6 
或 7 km 高 的 大 气 中 ,那里 温度 约 为 一 20 ,而 负电 荷 则 在 3~4 km 高 处 ,那里 温度 在 0 
与 一 10 信之 间 . 

聚集 在 云 底 的 电荷 大 到 足以 使 在 云 与 地 面 之 间 产 生 一 个 20 或 30、 甚 至 达到 100 MV 
的 电势 差 一 一 比 起 在 晴朗 大 气 中 从 “天 空 " 至 地 面 的 0. 4 MV 要 高 得 多 . 这 样 高 的 电压 会 把 
空气 击 穿 , 并 产生 大 规模 的 弧 光 放电 现象 . 当 击 穿 发 生 时 ,在 雷暴 雨 区 底部 的 负电 荷 就 会 在 
闪电 中 被 带 到 了 地 面 . 

现在 我 们 将 比较 详细 地 来 描述 闪电 的 特性 . 首先 ,附近 应 有 大 的 电势 差 , 才 能 把 空气 击 
穿 . 内 电 会 发 生 于 一 条 云 的 两 部 分 之 间 , 或 在 云 与 云 之 间 , 或 在 云 与 地 面 之 间 . 在 每 一 次 独立 
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的 电势 梯度 |， 


me, 在 暴雨 区 中 的 
Ce 正 电荷 小 中 心 
人 / ER \ 
1 Li 1 二 :11 


图 9-11 在 一 个 成 熟 的 雷暴 雨 盒 中 的 电荷 分 布 [转载 自 美国 商 业 部 气候 
局 报告 ,1949 年 6 月 ] 


的 放电 闪光 一 一 就 是 你 所 见 到 的 那 种 闪电 一 一 中 大 约 有 20~30 C 的 电荷 被 带 到 地 面 . 一 个 
问题 是 : 云 要 再 生 这 些 被 闪电 所 带 走 的 20 或 30 C 电荷 需要 多 少时 间 ? 这 可 以 通过 测量 在 
离 云 很 远 的 地 方 由 云 的 电 偶 极 矩 所 产生 的 电场 而 得 知 . 在 这 样 的 测量 中 你 可 以 见 到 ,在 闪电 
那 一 瞬间 电场 会 突然 降低 ,然后 又 有 一 个 返回 到 原 值 的 指数 式 变化 ,这 个 指数 函数 的 时 间 常 
数 对 不 同情 况 稍微 不 同 ,但 约略 在 5 s 左右 .每 次 发 生 闪 电 之 后 ,雷暴 雨 只 消 5 s 就 能 再 度 建 
立 起 它 的 电荷 . 这 并 非 意 味 着 另 一 次 闪电 一 定 要 恰恰 在 5 s 之 后 发 生 , 当 然 因为 几何 形状 的 
改变 等 等 ,闪电 或 多 或 少 是 无 规 发 生 的 ,但 重要 的 是 ,大 约 需要 5 s 才能 重新 创造 原来 条 件 , 这 
样 在 雷暴 雨 的 起 电机 中 会 流 经 约 4 A 的 电流 . 这 意味 着 ,任何 为 解释 暴雨 如 何 能 产生 它 的 电荷 
的 模型 一 定 是 具有 大 量 燃 料 的 一 一 它 必 须 是 一 部 庞大 而 又 迅速 运转 着 的 装置 . 

在 进一步 讨论 之 前 ,我们 将 考虑 一 件 几乎 肯定 是 完全 不 相干 的 .但 却 是 饶 有 趣味 的 事 
情 ,因为 它 的 确 表明 电场 对 水 滴 的 影响 . 我 们 之 所 以 
说 它 可 能 与 雷电 无 关 , 是 因为 它 联系 到 的 是 我 们 能 用 a 
一 束 水 流 在 实验 室 里 做 的 、 表 明 电 场 对 水 滴 影 响 相当 
强 的 实验 ,而 在 雷暴 雨中 却 没有 水 流 ,那里 只 存在 由 凝 
结 的 冰 和 水 滴 所 形成 的 云 . 因此 ,关于 在 雷暴 雨中 起 作 
用 的 机 制 问题 ,可 能 根本 就 与 能 够 在 即将 描述 的 简单 
实验 中 所 见 到 的 现象 毫 无 关系 . 要 是 你 取 一 个 小 喷嘴 pp 


接 至 水 龙头 上 ,并 以 陡峭 的 角度 朝 上 安放 ,如 图 9-12 
所 示 , 那 么 水 便 将 以 一 小 束 流 的 形式 射出 来 并 最 后 碎 
裂 成 一 串 由 微小 水 滴 组 成 的 雾 . 如 果 你 现在 把 一 横 穿 
该 水 注 的 电场 安置 在 喷嘴 附近 (例如 把 一 根 带 电 棒 移 。。。 按 至 水 管 

近 过 来 ) ,那么 该 水 流 的 形状 就 将 改变 . 若 用 弱电 场 , 则 图 9-12 把 电场 从 近 碟 呢 时 
你 将 发 现 水 流 会 破裂 成 数目 较 少 的 一 些 大 水 沉 . 但 若 一 条 水 流 
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所 提供 的 是 一 个 强 电 场 , 则 水 流 将 碎 裂 成 许 许多 多 的 微小 水 滴 一 一 比 以 前 的 要 小 得 多 * . 采 
用 弱电 场 时 ,有 一 种 会 妨碍 水 流 碎 裂 成 水 点 的 倾向 . 可 是 , 若 用 强 电场 则 拆 开 成 水 滴 的 倾向 
就 增加 . 

有 关 这 些 效应 的 解释 可 能 是 这 样 . 如 果 有 一 条 从 喷嘴 射出 来 的 水 流 而 又 让 一 弱电 场 横 
穿 过 它 , 则 它 的 一 边 会 稍微 带 正 电 而 另 一 边 稍微 带 负电 . 此 时 , 当 水 流 破裂 时 ,一 边 的 水 滴 便 
可 能 带 正 电 而 另 一 边 的 水 滴 带 负电 . 它们 将 彼此 互相 吸引 并 将 比 以 前 更 加 倾向 于 粘 在 一 
起 一 一 水 流 不 会 那么 容易 破裂 了 . 反之 ,如 果 电 场 较 强 , 则 存在 于 每 一 水 滴 上 的 电荷 比较 
多 ,因而 电荷 本 身 就 会 通过 其 中 的 互 斥 作用 而 协助 把 那些 水 滴 分 裂 . 每 一 水 滴 将 碎 裂 成 
许多 更 小 的 各 带 有 电荷 的 水 滴 , 因 而 它们 将 互相 排斥 而 迅速 向 外 扩展 . 所 以 当 我 们 增强 
电场 时 ,水 流 便 将 分 裂 成 更 微细 的 水 珠 . 我 们 想 要 提出 的 唯一 一 点 是 ,在 某 些 条 件 下 电场 
能 够 对 水 滴 发 生 相当 大 的 影响 . 在 雷暴 雨中 某 些 事情 发 生 的 精确 机 制 ,还 完全 未 弄 清楚 ， 
而 且 也 完全 无 需 与 刚才 所 描述 的 现象 联系 在 一 起 . 我 们 之 所 以 把 它 包 括 进 来 只 是 为 了 使 
你 们 认识 到 可 能 会 起 作用 的 那些 复杂 性 . 事实 上 ,还 没有 谁 提 出 过 以 这 种 概念 作为 基础 
而 适用 于 云 的 理论 . 

我 们 要 来 描述 两 种 已 经 发 明 的 、 用 来 解释 雷暴 十 中 电荷 被 分 离 的 理论 . 两 种 理论 都 包含 
这 样 一 个 概念 , 即 在 凝结 的 粒子 上 带 有 某 些 电荷 ,而 在 空气 中 则 有 另 一 些 不 同 电荷 . 于 是 通 
过 这 些 凝结 粒子 一 一 水 滴 或 冰 粒 一 一 在 空气 中 的 运动 ,电荷 便 分 离 了 . 唯一 的 问题 是 :这 些 
粒子 开始 是 怎样 带电 的 ? 较 老 的 一 种 理论 被 称 为 “水 滴 破 裂 " 论 . 有 人 曾经 发 现 ,如 果 气 流 中 
有 一 水 滴 破 裂 为 两 小 块 , 则 在 水 滴 上 存在 正 电 荷 ,而 在 空气 里 会 有 负电 荷 . 这 种 水 滴 破 裂 理 
论 存在 几 方 面 的 缺点 ,其 中 最 严重 的 是 符号 弄 错 了 . 其 次 ,在 大 量 会 出 现 闪电 的 那 种 温度 带 
式 雷 暴雨 盒 中 ,高空 里 的 凝结 效应 乃 是 形成 冰 , 而 不 是 形成 水 . 

从 刚才 所 说 的 ,我 们 注意 到 , 若 能 够 想 出 一 种 在 水 滴 顶 部 与 底部 各 带 有 不 同 电荷 的 方 
法 ,而 如 果 又 能 知道 为 什么 在 一 个 高 速 空气 流 中 水 滴 会 破裂 成 大 小 两 部 分 一 由 于 水 滴 穿 

过 空气 的 运动 ,或 其 他 原因 使 大 的 部 分 在 前 面 而 小 的 部 

正在 降落 的 水 滴 分 在 后 面 一 一 那么 我 们 便 会 有 一 套 理论 了 (这 与 任何 已 

知 的 理论 不 同 ). 此 后 ,在 空气 阻力 的 影响 下 ,小 滴 在 空 
BE ”中 降落 不 如 大 滴 那 样 快 ,因而 取得 了 电荷 分 离 的 效果 . 

你 看 ,编造 出 各 种 可 能 性 是 有 可 能 的 . 

一 种 更 巧妙 的 .在 许多 方面 比 那 水 滴 破 裂 理论 更 为 
满意 的 理论 ,是 由 C. T. R. 威尔逊 提出 的 . 我 们 将 按照 
威尔逊 的 办 法 用 水 滴 来 描述 它 , 尽 管 这 同一 现象 也 适用 
于 冰 . 假设 有 一 水 滴 正 在 约 100 Vm-! 的 电场 中 朝 着 带 
负电 的 地 面 降落 . 这 水 滴 将 有 一 个 感 生 电 偶 极 矩 一 一 水 

图 9-13 有关 备 其 雨中 电荷 分 离 。 ” 滴 的 底部 带 正 电 而 顶部 带 负电 ,这 如 图 9-13 所 示 . 原来 
1 在 空气 中 会 有 如 上 面 所 提 及 的 “ 核 " 一 那些 粗大 而 运 
动 迟 缓 的 离子 (高 速度 的 离子 在 这 里 没有 重要 影响 ). 假设 当 这 水 滴 降 落 时 ,接近 这 么 一 个 大 


* 一 种 方便 的 用 以 观察 水 滴 大 小 的 办 法 是 ,让 水 流落 在 一 大 块 金属 薄板 上 , 较 大 的 水 滴 会 造成 较 响 的 
声音 . 
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离子 . 若 这 个 大 离子 带 的 是 正 电 , 它 会 被 水 滴 底部 的 正 电荷 所 推 开 . 因而 , 它 就 不 会 粘 在 该 水 
滴 上 . 可 是 ,假若 该 离子 是 从 上 面 接近 水 滴 的 , 则 它 也 许 会 粘 在 那 带 负电 的 顶部 . 但 由 于 水 滴 
正在 空中 降落 ,所 以 有 一 股 相对 于 水 滴 向 上 的 气流 ,这 气流 将 把 离子 带 走 ,如 果 各 离子 在 空 
气 中 运动 得 足够 缓慢 的 话 . 于 是 正 离子 也 就 不 会 粘 在 水 滴 上 了 . 你 看 ,这 只 适用 于 大 而 行动 
缓慢 的 离子 ,这 一 种 类 型 的 正 离子 将 不 会 粘 在 一 颗 降落 的 水 滴 前 面 或 后 面 . 反 之 , 当 一 水 滴 
接近 一 些 粗 大 而 行动 缓慢 的 负离子 时 ,它们 便 将 被 吸引 而 终于 粘 了 上 去 ,水 滴 将 获得 负电 
荷 一 一 这 个 电荷 符号 已 被 整个 地 球 上 的 原来 电势 差 所 确定 一 一 而 我 们 便 将 得 到 一 个 正确 符 
号 了 .负电 荷 将 由 这 些 水 滴 带 到 了 云 的 底部 ,而 剩 下 来 的 带 正 电荷 的 离子 则 将 被 各 种 向 上 气 
流 吹 刮 至 云顶 . 这 一 套 理论 看 来 相当 好 ,至 少 会 提供 正确 符号 ,并 且 它 也 不 依赖 于 要 有 液态 
水 滴 . 当 我 们 以 后 学 习 到 电介质 的 极 化 时 将 会 见 到 ,用 小 冰 块 也 同样 会 做 这 些 事情 . 当 它们 
处 于 电场 中 时 ,在 其 两 端 处 也 将 产生 出 电荷 . 

然而 ,即便 这 一 理论 也 还 有 一 些 问题 . 首先 ,在 雷暴 雨中 所 牵涉 到 的 总 电荷 会 非常 多 . 过 
了 一 段 短 时 间 之 后 ,那些 大 离子 的 供应 将 告 枯竭 ,因此 威尔逊 和 其 他 人 就 建议 还 得 有 其 他 的 
大 离子 来 源 . 一 旦 这 种 电荷 的 分 离开 始 ,巨大 的 电场 便 形成 ,而 在 这 些 大 电场 中 某 些 地 方 的 
空气 就 可 能 发 生 电离 . 如 果 有 一 个 尖端 强烈 带电 ,或 有 任何 像 水 滴 那 样 的 小 物体 , 则 它 可 能 
将 场 集中 到 足够 强 以 致 造成 “ 刷 形 放电 ”. 当 有 一 个 足够 强 的 电场 时 一 一 让 我 们 说 它 是正 的 
吧 一 一 电子 们 便 将 落 入 场 中 并 在 两 次 碰 接 之 间 获 得 了 巨大 速率 . 它们 的 速率 将 足以 在 碰 到 
男 一 个 原子 时 把 其 中 的 一 些 电 子 拉 出 来 ,而 让 正 电 荷 留 在 后 面 . 这 些 新 的 电子 又 将 获得 速率 
而 与 更 多 的 原子 碰撞 . 因此 ,就 将 有 一 种 链 式 反应 或 雪崩 现象 发 生 ,从 而 离子 会 迅速 积累 起 
来 . 那些 正 电荷 被 留 在 原来 的 位 置 附 近 , 因 而 净 效应 就 是 把 原来 在 某 一 点 上 的 正 电荷 分 布 在 
围绕 该 点 的 一 个 区 域内 . 此 时 ,当然 就 不 再 有 强 电场 了 ,而 这 一 过 程 便 停止 . 这 就 是 刷 形 放 电 
的 特点 . 有 可 能 在 云 里 的 电场 会 变 成 足够 强 ,以 致 形成 一 个 小 小 的 刷 形 放电 ;也 可 能 还 有 其 
他 别 的 机 制 ,在 一 旦 发 动 了 之 后 就 能 产生 大 量 离子 . 但 还 没有 谁 会 确切 知道 它 如 何 动 作 , 因 
此 ,关于 闪电 的 基本 原因 实际 上 就 还 未 完全 明白 .我 们 仅 知道 它 是 来 源 于 雷暴 雨 (而 县 我 们 
当然 也 知道 , 雷 声 来 自 闪电 一 一 是 由 闪电 释放 的 热能 引起 的 ). 

至 少 我 们 已 能 部 分 地 理解 大 气 电 的 起 源 . 通过 气流 、 离 子 以 及 雷暴 雨中 的 水 滴 或 冰 粒 ， 
止 、 负 电荷 被 分 开 了 . 正 电荷 被 向 上 带 至 云顶 ( 见 图 9-11) ,而 负电 荷 则 在 电击 时 俩 倒 到 地 面 
上 . 那些 正 电 荷 还 会 离开 云顶 ,进入 具有 更 高 电导 率 的 高 层 大 气 中 ,并 将 伸展 至 全 球 . 在 气候 
晴朗 的 地 区 ,这 一 高 空 层 里 的 正 电荷 会 通过 空气 中 存在 着 的 离子 一 由 宇宙 线 .海洋 及 人 类 
活动 所 形成 的 一 一 绥 慢 地 输送 至 地 面 . 大 气 是 一 部 忙碌 工作 着 的 电机 ! 


$9-6 闪 电 


作为 闪电 中 所 发 生 情 况 的 证 据 的 第 一 张 照片 是 这 样 获 得 的 ,快门 打开 着 的 一 部 照相 机 
由 人 们 提 着 前 后 移动 一 一 同时 指向 闪电 所 预期 发 生 的 地 方 . 用 这 种 办 法 获得 的 早期 照片 清 
楚 地 表明 ,闪电 往往 是 由 沿 相同 路 线 的 一 连 串 放电 构成 的 . 后 来 ,一 种 安装 在 一 个 迅速 旋转 
着 的 盘 上 的 、 配 有 分 开 180 "的 双 镜 头 “ 博 伊 斯 "(Boys) 牌 照相 机 问世 了 . 由 每 一 镜头 所 形成 
的 像 横越 胶片 移动 一 一 图 像 按时 间 被 展开 . 比方 , 若 闪 电 重 复 着 ,就 会 有 并 排 着 的 两 个 像 . 通 
过 对 由 这 两 个 镜头 所 形成 的 像 做 比较 ,人 们 就 有 可 能 计算 出 有 关内 光 发 生 的 时 间 序 列 的 细节 . 
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图 9-14 表示 由 “ 博 伊 斯 "牌照 相机 拍摄 的 一 张 照片 . 
现在 我 们 要 来 描写 闪电 . 另外 ,对 它 的 动作 仍 未 确 
切 理解 . 仅 将 对 它 的 外 表 形 象 给 予定 性 描述 ,但 对 于 它 
为 什么 会 这 样 表现 则 不 做 详细 谈论 . 我 们 将 仅仅 描述 
在 平坦 旷野 上 面 云 底 带 有 负电 和 荷 的 那 种 普通 情况 . 这 
打 云 的 负电 势 比 起 下 面 的 地 球 的 负电 势 来 还 要 低 得 
多 ,因而 带 负电 荷 的 电子 将 被 加 速 而 奔 向 地 面 . 发 生 的 
情况 如 下 . 全 都 从 一 种 所 谓 “ 梯 式 指引 线 " 开 始 ,这 并 没 
有 像 闪电 那么 光亮 .在 照片 上 人 们 可 以 看 到 ,初时 一 小 
点 亮 斑 会 从 云 洒 那里 开始 出 现 ,随即 迅速 地 向 下 移 
动 一 一 以 六 分 之 一 的 光速 进行 ! 它 只 跑 过 50 m 左右 
便 停 下 来 . 约 歇息 50 js 之 后 , 重 又 开始 另 一 步 . 再 区 
息 一 会 就 又 跨 出 第 三 步 ,如 此 等 等 . 通过 一 连 串 阶梯 而 
向 地 面 运动 , 沿 着 像 图 9-15 所 示 的 路 线 . 在 这 条 指引 
图 9-14 由 一 部 “ 博 伊 斯 牌照 相机 。 ” 线 里 有 来 自 云 休 的 负电 荷 , 整 根 柱 里 充满 着 负电 荷 . 并 
nk 人 且 , 空 气 被 那些 产生 该 指引 线 的 迅速 运动 的 电荷 所 电 
和 离 , 因 而 沿 电荷 走 过 的 这 条 路 线 空气 已 变 成 导体 . 在 指 
引线 接触 到 地 面 的 那 一 瞬间 , 便 有 向 上 直通 云 洒 的 充 
满 着 负电 荷 的 一 根 * 导 线 ". 现在 , 云 里 的 负电 荷 能 够 最 后 干脆 逃脱 了 出 来 . 处 在 指引 线 底部 
的 那些 电子 最 早 体会 到 这 一 点 ,它们 倾倒 了 出 来 , 剩 下 正 电 荷 在 后 头 , 那 又 再 从 指引 线 的 较 
高 处 吸引 着 更 多 的 负电 荷 ,而 这 又 再 倾倒 下 来 ,如 此 等 等 . 所 以 最 后 一 部 分 云 杂 里 的 全 部 负电 
荷 将 沿 着 这 根 柱 以 迅速 而 有 力 的 方式 奔跑 出 来 . 因此 你 所 见 到 的 闪电 乃 是 从 地 面 跑 上 去 的 ,如 
图 9-16 所 示 . 实际 上 ,这 一 主要 闪电 一 一 是 其 中 最 明亮 的 部 分 一 一 称 为 回路 闪电 . 这 就 是 能 够 

产生 十 分 明亮 的 光 的 那 种 东西 .而 其 热量 使 空气 迅速 膨胀 从 而 发 生 人 霹雳 一 声 雷 响 . 


图 9-15 “ 梯 式 指引 线 "的 形成 图 9-16 回路 闪电 沿 着 指引 线 所 开辟 的 道路 回头 跑 上 去 
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在 一 次 闪电 中 ,电流 的 峰值 达到 约 10 000 A ,由 它 带 下 来 的 电荷 约 为 20 C. 

但 至 此 事态 仍 未 结束 . 可 能 在 大 约 百 分 之 几 秒 后 , 当 这 个 回路 闪电 消失 时 , 另 一 条 梯 式 
指引 线 又 冲 了 下 来 . 但 这 一 次 中 间 不 再 软 息 . 它 被 称 为 “ 瞳 指 引线 ” ,一直 奔 跑 下 来 一 一 一 下 
子 就 从 项 到 底 . 它 全 力 完全 沿 着 旧 路 前 进 ,因为 那里 还 有 足够 多 的 余 熔 使 它 成 为 一 条 最 易 通 
得 过 的 路 径 . 这 一 条 新 的 指引 线 又 再 充满 着 负电 荷 . 当 它 接 触 到 地 面 的 一 刻 一 一 吃 的 一 
声 ! 沿 着 该 路 径 就 有 一 个 回路 闪电 一 直 往 上 冲击 . 所 以 你 会 看 到 闪电 一 再 发 生 . 有 时 仅 
内 击 一 两 次 ,有 时 五 或 十 次 一 一 有 一 次 在 同一 条 路 线 上 竟 有 多 达 42 次 的 闪电 被 看 到 一 一 但 
总 是 迅速 地 相继 发 生 的 . 

有 时 事情 甚至 变 得 更 加 复杂 . 例如 ,在 其 中 一 次 软 息 之 后 ,该 指引 线 可 能 通过 送出 两 个 
阶梯 一 一 都 是 朝 下 指向 地 面 的 ,但 在 不 同 的 角度 上 一 一 而 发 展 成 一 种 分 支 , 如 图 9-15. 此 后 
会 发 生 什么 情况 ,将 取决 于 其 中 是 否 有 一 条 支 肯 定 更 早 地 到 达 地 面 . 如 果真 的 是 这 样 , 则 那 
明亮 的 (把 负电 荷 倾 印 到 地 面 上 的 ) 回 路 闪电 便 会 沿 这 条 直达 地 面 的 支 路 往 上 冲 ,而 在 其 通 
往 云 条 的 路 程 中 经 过 该 分 义 点 时 ,就 有 一 条 明亮 的 闪电 沿 另 一 条 支 路 往 下 跑 . 为 什么 ? 因为 
负电 荷 正 在 倾倒 而 下 ,而 这 便 点 燃 了 闪电 . 这 电荷 开始 在 那个 次 级 分 支 的 顶端 运动 ,把 该 支 路 
中 那些 较 长 的 相继 部 分 排 空 , 因 而 该 明亮 闪电 便 显示 出 是 在 沿 该 支 路 奔跑 下 来 ,同时 闪电 也 朝 
着 云 朱 伸展 上 去 . 然而 ,倘若 这 些 额 外 的 指引 线 支 路 有 一 条 恰巧 几乎 同时 与 那 原 来 的 指引 线 到 
达 地 面 , 则 有 时 恰巧 可 能 那 第 二 次 闪电 的 暗 指引 线 沿 着 这 第 二 条 支 路 . 于 是 ,我 们 便 见 到 第 一 
次 主 内 光 发 生 在 一 处 ,而 第 二 次 闪光 则 发 生 在 另 一 处 . 它 是 从 原来 概念 衍生 来 的 . 

再 者 ,对 于 十 分 靠近 地 面 的 区 域 ,我 们 上 面 的 描述 就 过 于 简化 了 . 当 该 梯 式 指引 线 离 地 面 
100 m 内 时 ,有 证 据 表明 从 地 面 发 生 了 放电 来 迎接 它 . 大 概 电场 已 变 强 至 足以 使 -- 刷 形 放电 产 
生 . 例如 , 设 有 一 尖锐 物体 ,诸如 有 尖顶 的 一 座 建 筑 物 ,那么 当 指引 线 落 下 至 该 屋顶 附近 时 , 电 
场 是 那么 强大 以 致 放电 从 尖端 开始 而 向 上 达到 该 指引 线 . 闪电 倾向 于 打击 这 样 的 一 点 . 

显然 久 已 明白 ,高 答 的 东西 常 受 雷击 . 波斯 王 哲 息 斯 (Xerxes) 的 顾问 阿 塔 班 尼斯 (Arta- 
banis) 曾 有 一 句 名 言 , 那 是 当 哲 息 斯 企图 把 整个 已 知 世界 都 归 由 波斯 人 管辖 而 出 征 时 ,他 给 
子 他 的 主子 关于 对 希腊 的 一 次 预谋 攻击 的 忠告 . 阿 塔 班 尼 斯 说 :“ 看 上 帝 怎 样 利 用 他 的 闪电 
来 毁灭 那些 大 野兽 ,他 不 能 容忍 它们 逐渐 变 做 慢 , 而 那些 小 动物 却 从 未 若 怒 过 他 . 同样 ,他 又 
如 何 使 他 的 闪电 总 是 落 在 高 屋 和 高 树 上 . "然后 ,他 才 解 释 理 出 :* 因 此 ,十 分 明白 ,他 喜欢 把 
任何 灾难 都 降落 在 那些 自 高 自 大 的 东西 上 面 ”. 

你 是 否 会 认为 一 一 现在 你 已 经 慌 得 了 闪电 总 要 打击 高 大 树木 的 真正 原因 一 一 比 2 300 
年 前 的 阿 塔 班 尼斯 对 国王 有 关 军 事 上 的 忠告 更 加 明智 ? 不 要 自 高 自 大 ,你 做 起 来 只 会 比 他 
更 缺乏 诗意 . 
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$10-1 介 电 常量 


这 里 ,我 们 开始 讨论 在 电场 的 影响 下 物质 的 另 一 种 特殊 性 质 . 上 一 章 我 们 曾 考虑 过 导体 
的 行为 ,其 中 电荷 为 了 响应 电场 而 自由 地 移 至 这 样 的 点 上 ,使 得 在 导体 内 部 不 再 残留 电场 . 
现在 我 们 将 讨论 绝缘 体 , 即 那 种 不 能 导电 的 材料 . 也 许 人 们 起 初 会 认为 不 应 该 有 任何 效应 . 
然而 ,利用 一 个 简单 验 电器 和 一 个 平行 板 电 容器 ,法 拉 第 就 发 现 事实 并 非 如 此 . 他 的 实验 表 
明 , 在 这 个 电容 器 的 两 板 间 塞 进 一 块 绝缘 体 时 ,其 电容 会 增加 . 若 绝缘 体 完全 充满 两 板 的 间 
阶 ,电容 会 增 大 < 倍 , 而 < 的 大 小 仅 取决 于 该 绝缘 材料 的 性 质 . 绝缘 材料 也 称 作 电介质 . 这 样 ， 
该 因子 < 就 代表 电介质 的 一 种 特性 ,因而 被 称 为 介 电 党 量 . 当然 ,真空 的 介 电 常量 为 1. 

现在 我 们 的 问题 在 于 解释 :如 果 绝 缘 体 确实 是 绝缘 的 而 不 能 导电 , 那 为 什么 还 会 有 
某 种 电 效应 呢 ? 我 们 从 电容 增 大 这 一 实验 事实 出 发 , 试 找 出 可 能 的 原因 . 考虑 一 个 平 
行 板 电 容器 ,在 其 两 导体 表面 上 带 有 一 些 电荷 ,让 我 们 假定 顶板 带 着 负电 而 底板 带 着 
正 电 ,两 板 的 间距 为 4, 而 每 块 板 的 面积 为 A. 正如 以 前 我 们 曾经 证 明 过 的 ,这 样 一 个 电 
容器 的 电容 为 
(10.1) 


而 在 其 上 面 的 电荷 与 电压 的 关系 为 
Q= CV. (10. 2) 


现在 有 这 样 的 实验 事实 : 若 把 一 块 留 西 特 (一 种 人 造 荧 光 树脂 ) 玻 璃 那样 的 绝缘 材料 塞 进 极 
板 之 闻 , 则 我 们 会 发 现 电 容 增 大 了 . 当然 ,这 意味 着 ,对 于 相同 的 电荷 来 说 电压 则 是 降低 了 . 
可 是 电压 或 电势 差 等 于 电场 经 过 电容 器 的 积分 ,因而 我 们 必然 得 出 结论 ,即使 两 板 上 的 电荷 
保持 不 变 , 电 容器 里 的 电场 还 是 会 减弱 的 . 

怎么 会 这 样 呢 ? 有 一 个 由 高 斯 创立 的 定律 告诉 我 们 ,电场 通 量 正 比 于 所 包围 的 电荷 . 考 
虑 图 10-1 那个 由 虚线 表示 的 高 斯 面 S. 由 于 有 电介质 存在 时 电场 被 削弱 ,所 以 我 们 断定 ,在 
该 面 内 的 净 电荷 应 少 于 在 没有 该 材料 存在 时 的 净 电荷 . 只 有 一 个 可 能 的 结论 , 那 就 是 在 电 介 
质 表 面 上 必然 存在 正 电荷 . 由 于 场 虽 被 削弱 了 ,但 不 是 降低 至 零 , 所 以 我 们 应 期 待 这 正 电 荷 
仍 比 在 导体 表面 上 的 负电 荷 少 . 因此 ,只 要 能 够 以 某 种 方式 理解 , 当 介 电 材 料 被 置 于 电场 中 
时 会 有 正 电荷 感 生 于 其 一 面 而 负电 荷 感 生 于 另 一 面 ,这 一 现象 便 可 以 得 到 解释 . 

我 们 会 预料 ,对 于 导体 来 说 ,这 同一 现象 也 会 发 生 . 比方 ,假设 有 一 个 板 间 上 距 为 a 的 电 
容器 ,而 我 们 将 一 块 厚度 为 6 的 电 中 性 导体 放 进 两 板 之 间 , 如 图 10-2 所 示 . 电场 在 顶 面 会 感 
生 正 电荷 ,而 在 底面 感 生 负电 荷 ,因而 在 导体 内 部 就 没有 电场 了 . 但 在 其 他 空间 里 的 场 , 则 和 
未 放 进 该 导体 时 一 样 ,因为 它 等 于 面 电荷 密度 除 以 。. 可 是 ,为 了 获得 电 讨 (电势 差 ) 得 进行 
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图 10-2 若 把 一 块 导电 板 放 进 一 个 平行 板 电 容器 的 空 阶 里 ,那些 感 生 电 
荷 就 会 使 导体 内 之 场 减少 至 零 


积分 ,此 时 所 取 的 距离 却 已 经 缩短 了 . 该 电压 为 
一 号 (4 一 四， 


关于 电容 的 最 终 公 式 与 式 (10. 1) 相 似 , 即 
Ca ZS (10. 3) 

只 要 用 (d 一 5) 来 代替 d 罢了 . 

电容 按 一 定 因子 增 大 ,而 这 个 因子 取决 于 (b/d) , 即 被 导体 所 占 的 体积 与 原来 空间 体积 
的 比例 . 

上 述 实验 结果 为 我 们 提供 了 一 个 关于 电介质 到 底 是 怎么 回 事 的 形象 化 模型 一 一 在 材料 
内 部 有 许多 会 导电 的 小 片 . 这 么 一 个 模型 的 困难 在 于 它 具 有 某 一 特定 轴 , 即 那些 片 的 法 线 ， 
而 大 多 数 电 介质 却 没有 这 么 一 种 轴 . 然而 ,车 我 们 假定 所 有 介 电 材料 都 含有 彼此 绝缘 分 开 的 
小 导电 球体 ,如 图 10-3 所 示 的 那样 ,这 一 困难 则 可 以 消除 的 . 介 电 常量 现象 可 以 通过 感 生 于 
每 个 球 上 的 电荷 的 效应 来 加 以 解释 . 这 是 用 来 解释 被 观 
察 到 的 法 拉 第 现象 的 最 早 有 关 电介质 的 物理 模型 之 一 . 
更 具体 地 说 ,曾经 假定 材料 里 每 一 原子 是 一 个 理想 导体 ， 2 
但 彼此 互相 绝缘 . 介 电 常量 “应 该 取决 于 这 些 导 电 小 球 


| 图 10-3 关于 电介质 的 一 个 模型 . 小 
体 所 占 空 间 的 比例 . 然而 ,这 并 不 是 目前 常用 的 模型 . 导电 球体 被 埋 在 一 块 理想 绝缘 体 之 中 
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$10-2 极 化 矢量 P 


如 果 我 们 更 深入 地 进行 上 面 的 分 析 , 便 会 发 现 ,关于 完全 导电 性 与 完全 绝缘 性 范围 的 概 
念 并 不 是 必要 的 . 每 一 个 小 球 的 作用 就 像 一 个 电 偶 极 子 ,而 其 偶 极 矩 则 是 由 外 电场 感 生 的 . 
对 于 理解 电介质 所 唯一 不 可 缺少 的 东西 是 :在 该 材料 里 感 生 了 许 许多 多 个 小 偶 极 子 . 是 否 由 
于 具备 一 些小 导电 球体 或 由 于 其 他 原因 才 会 感 生 那 些 偶 极 子 , 却 是 无 关 紧 要 的 . 
如 果 原 子 不 是 一 个 导电 球体 , 那 电 场 为 什么 会 在 原子 中 感 生 
一 个 电 偶 极 矩 呢 ? 这 一 课题 将 留 在 下 一 章 中 做 较 详 尽 的 讨论 ,内 
容 会 涉及 介 电 材料 的 内 部 机 制 . 然而 ,我 们 在 这 里 要 举 出 一 个 例 
子 以 显示 一 种 可 能 的 机 制 . 一 个 原子 在 其 核 上 带 有 正 电荷 ,而 在 
其 周围 则 有 一 些 负电 子 . 当 处 于 电场 中 时 , 核 会 被 吸引 向 一 方 ,而 
电子 向 另 一 方 . 电子 的 轨道 或 波形 (或 用 任何 一 种 量子 力学 图 像 ) 
将 在 某 种 程度 上 变 了 形 ,如 图 10-4 所 示 , 负 电荷 的 重心 将 移动 而 
电子 分 布 不 再 与 核 上 的 正 电 荷 相 重合 . 这 样 的 一 种 电荷 分 布 我 们 曾经 讨论 
过 . 若 从 远 处 看 这 么 一 个 电 中 性 位 形 , 则 在 一 级 近似 下 它 相 当 于 
一 个 小 的 电 侦 极 子 . 
这 样 说 似乎 更 合理 : 若 场 不 太 强 , 则 所 感 生 的 偶 极 矩 将 与 
场 成 正比 . 这 就 是 说 ,弱电 场 将 把 电荷 稍微 移动 一 点 ,而 强 电 
场 则 把 它们 移动 得 多 些 一 一 总 是 与 场 成 正比 一 -除非 位 移 变 
得 太 大 . 在 这 一 章 的 其 余部 分 ,我 们 将 假定 电 侦 极 矩 严 格 地 与 
场 成 正比 . 
现在 我 们 将 设想 ,在 每 一 原子 中 存在 间距 为 6 的 两 个 电荷 q， 
图 10-4 电场 中 原子 的 。 因而 q8 就 是 每 一 原子 的 偶 极 矩 (我 们 采用 ,因为 已 把 4 用 于 两 
ER 极 板 的 间距 了 ). 设 单位 体积 中 含有 N 个 原子 , 则 单位 体积 的 偶 
极 矩 等 于 Ne6. 这 个 单位 体积 偶 极 矩 将 用 矢量 P 来 代表 . 不 用 说 ， 
它 处 在 各 个 电 偶 极 矩 的 方向 ,也 就 是 处 在 电荷 位 移 8 的 方向 ; 
P= Ngé. (10.4) 
一 般 说 来 ,在 电介质 里 面 P 将 随 位 置 而 改变 . 可 是 ,在 材料 中 的 任 一 点 ,P 与 电场 EE 成 
正比 . 这 个 比例 常数 取决 于 电子 移 位 的 容易 程度 , 它 将 与 构成 该 材料 的 原子 种 类 有 关 . 
实际 上 是 什么 东西 在 决定 这 个 比例 常数 如 何 表现 ,对 十 分 强大 的 场 这 个 常数 保持 不 变 


会 准确 至 什么 程度 ,以 及 在 不 同 材 料 内 部 会 有 什么 事情 发 生 , 关 于 这 些 我 们 都 将 在 以 后 讨 
论 . 目前 ,我 们 将 简单 假定 ,存在 一 种 与 电场 成 正比 的 感 生 电 偶 极 矩 的 机 制 . 


$10-3 极 化 电荷 


现在 让 我 们 来 看 看 ,这 一 模型 对 于 含有 电介质 的 电容 器 的 理论 会 提供 些 什么 ? 首先 , 考 
虑 其 中 每 单位 体积 含有 一 定 电 偶 极 矩 的 一 片 材料 . 平均 说 来 ,是 否 会 存在 由 此 而 产生 的 任何 
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电荷 密度 ? 如 果 卫 是 均匀 的 , 那 就 不 会 有 . 即 如 果 彼 此 被 相对 移 了 位 的 正 电 荷 和 负电 荷 都 
有 相同 的 平均 密度 ,那么 它们 被 移 了 位 这 个 事实 就 不 会 在 该 体积 里 产生 任何 净 电 荷 .反之 ， 
要 是 在 某 一 地 方 较 大 而 在 另 一 地 方 较 小 , 那 就 会 意味 着 被 移 进 某 一 区 域 的 电荷 比 移出 的 
要 多 . 因此 ,我们 会 预期 得 到 一 个 体 电荷 密度 . 对 于 平行 板 电 容器 来 说 ,我 们 假定 P 是 均匀 
的 ,因而 就 只 需 考虑 在 表面 所 发 生 的 情况 . 在 一 个 表面 上 ,负电 荷 即 电子 ,实际 上 被 移出 了 一 - 
段 距离 3; 在 男 一 个 表面 上 ,它们 却 向 里 面 移动 ,因而 留 下 正 电 荷 使 之 实际 上 移出 一 段 距离 
6. 如 图 10-5 所 示 , 我 们 将 有 一 个 称 为 面 极 化 电荷 的 面 电 荷 密 度 . 


10-5 在 均匀 电场 中 的 一 片 电介质 . 正 电 荷 相 对 于 负电 荷 被 移动 了 一 段 距离 6 


面 极 化 电荷 可 以 这 样 计算 . 设 A 为 板 的 面积 , 则 出 现在 板 面 上 的 电子 数目 应 等 于 A，N 
(单位 体积 的 电子 数 ) 及 位 移 8 一 一 这 里 假定 它 与 板 面 垂直 一 一 三 者 的 乘积 . 表面 电荷 可 由 
此 再 乘 上 电子 电荷 q. 而 获得 . 为 要 得 到 在 表面 上 感 生 的 极 化 电荷 面 密度 ,我 们 除 以 A. 因 
此 , 面 电 荷 密度 的 大 小 为 

0 极 化 二 Ndq.0. 


但 这 恰好 等 于 式 (10.4) 中 极 化 矢量 己 的 最 值 ; 
out 一 卫 ， (10. 5) 


面 电荷 密度 就 等 于 材料 内 的 极 化 强度 . 当然 ,这 面 电 荷 在 一 个 面 上 是 正 的 ,而 在 另 一 个 面 上 
则 是 负 的 . 

现在 让 我 们 假定 ,上 述 那 块 板 就 是 存在 于 平行 板 电 容器 中 的 电介质 . 构成 电容 器 的 那 两 
块 金属 板 也 带 有 面 电 荷 ,这 我 们 将 称 之 为 vau ,因为 这 些 电 荷 可 以 在 导体 上 到 处 “自由 " 移 
动 . 当然 ,这 就 是 对 电容 器 充电 时 我 们 放 上 去 的 电荷 . 必须 强调 ,oak 之 所 以 存在 只 是 由 于 有 
了 cau .如果 通过 使 电容 器 放电 而 将 vg 移 去 , 则 cg#t 将 消失 ,但 它 没 有 沿 放电 导线 跑 掉 ,而 
是 缩 回 材料 里 面 去 了 一 一 由 于 材料 内 部 极 化 的 衰减 

现在 ,我 们 可 以 将 高 斯 定律 用 于 图 10-1 的 那个 高 斯 面 S. 电介质 里 的 电场 等 于 总 的 
面 电荷 密度 除 以 eo. 很 明显 ,cat 与 sng 具有 相反 符号 ,因而 


E= 自由 一 9 级 化- (10. 6) 

注意 ! 金属 板 与 电介质 表面 间 的 电场 E。 要 比 EE 大 一 些 , 它 仅 对 应 于 ogw. 但 这 里 我 们 

所 关心 的 却 是 电介质 内 部 的 场 , 如 果 电 介质 几乎 充满 了 两 板 间 的 缝隙 ,那么 场 就 遍及 几乎 束 
个 体积 .利用 式 (10. 5) ,我 们 可 以 写 出 

忆 一 5a 电 一 上 (10.7) 


《0 
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这 个 式 并 不 会 告诉 我 们 关于 电场 的 样子 ,除非 已 知道 已 是 什么 . 然而 ,这 里 我 们 已 假定 已 依 


赖 于 EE 实际 上 是 正比 于 E. 这 个 比例 式 通常 写成 
P= Xeo 五 . (10. 8) 
常数 X 称 为 该 电介质 的 电极 化 率 . 
于 是 , 式 (10.7) 变 成 
巨 = "am 一 ， (10.9) 
(1 十 X) 


这 向 我 们 提供 了 关于 场 被 减弱 的 因子 1/(1 十 X). 
两 板 间 的 电压 等 于 对 电场 的 积分 . 既然 场 是 均匀 的 ,积分 就 不 过 是 万 与 两 板 间 距 d 的 
乘积 . 我 们 有 


V= 枢 =-caad . 
co(1 十 X) 


在 电容 器 上 的 总 电荷 为 caaA, 以 致 由 式 (10. 2) 所 定义 的 电容 变 成 
oA(l 十 X) kcooA 


Cs a (10. 10) 


我 们 已 解释 了 所 观察 到 的 事实 . 当 一 平行 板 电容 器 充满 了 电介质 时 ,其 电容 就 增 大 这 么 
一 个 倍数 


kk 一 1 十 X， (10. 11) 

它 代表 该 材料 的 一 种 特性 . 当然 ,我 们 的 解释 还 不 够 完全 ,要 等 到 已 能 解释 一 一 这 将 在 以 后 
来 做 一 一 原子 极 化 是 怎样 产生 时 才 行 . 

现在 ,让 我 们 来 考虑 某 种 稍微 复杂 的 东西 一 一 极 化 强度 P 不 是 处 处 相同 的 那 种 情况 . 
正如 上 面 曾经 提 到 的 ,如 果 极 化 不 是 常数 ,一 般 会 预期 在 体积 内 找到 电荷 密度 ,因为 进入 一 
个 小 体积 元 一 边 的 电荷 比 离开 另 一 边 的 电荷 也 许 会 多 一 些 . 我 们 怎样 才能 求 得 到 底 有 多 少 
电荷 为 一 个 小 体积 所 获得 或 赤 失 了 呢 ? 

首先 ,让 我 们 计算 当 材料 被 极 化 时 有 多 少 电荷 会 通过 任 一 个 想象 的 表面. 倘若 极 化 垂直 
于 该 表面 , 则 穿 过 一 个 表面 的 电荷 量 恰好 就 等 于 已 乘 以 该 面积 . 当然 ,要 是 极 化 与 该 表面 相 
切 , 那 便 不 会 有 任何 电荷 通过 该 表面 . 

按照 我 们 曾经 用 过 的 同样 的 论据 ,很 容易 看 出 ,通过 任 一 面积 元 的 电荷 将 与 生 直 于 该 面 
积 的 P 的 分 量 成 正比 . 试 比较 图 10-6 和 10-5. 我 们 
见 到 在 一 般 情 况 下 , 式 (10. 5) 应 改写 成 


G 极 化 一 已 。 7， (10. 12) 


若 我 们 考虑 在 电介质 里 的 一 个 想象 的 面积 元 ， 
那么 式 (10. 12) 便 会 给 出 通过 该 面积 的 电荷 ,但 不 
图 10-6 在 电介质 里 通过 一 个 想象 的 面 。 会 形成 净 电 荷 ,因为 该 面 两 边 的 电介质 所 贡献 的 仍 
积 元 的 电荷 与 垂直 于 该 面积 的 P 的 分 量 ”是 等 量 异 号 电荷 . 

成 正比 然而 ,电荷 的 位 移 的 确 能 产生 体 电荷 密度 . 任 
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何 体积 V 通过 极 化 向 外 移出 的 总 电荷 等 于 P 的 向 外 垂直 分 量 对 包围 该 体积 的 S 面 的 积分 
( 见 图 10-7). 一 个 相等 而 异 号 的 剩余 电荷 则 被 遗留 在 后 头 . 我 们 把 在 体积 V 内 的 净 电 荷 记 
作 AQet ,就 可 以 写 出 


AQ 化 =—|P . nda. (10. 13) 


还 可 认为 AQat 是 具有 密度 pgk 的 体积 电荷 分 布 
引起 的 ,因而 


AQgk 一 [级 化 dV， (10.14) 


将 这 两 式 结合 起 来 , 便 得 


| =-| 2 ‘nda. (10.15) 


我 们 已 有 一 种 把 来 自 极 化 材料 的 电荷 密度 与 极 化 图 10-7 非 均 匀 的 极 化 强度 P 会 在 电介质 
矢量 P 相 联系 起 来 的 高 斯 定理 . 可 以 看 到 ,这 与 上 体内 形成 净 电 荷 
面 在 平行 板 电容 器 中 的 电介质 表面 上 的 极 化 电荷 
所 获得 的 结果 相符 . 把 式 (10. 15) 应 用 到 图 10-1 中 的 那个 高 斯 面 上 ,该 面积 分 给 出 PAA ,而 在 
里 面 的 电荷 为 ca AA ,所 以 我 们 又 再 度 获得 o = P. 

正如 以 前 我 们 对 静电 学 的 高 斯 定律 所 做 的 那样 ,可 以 将 式 (10. 15) 转 变 成 一 个 微分 形 
式 一 一 利用 数学 上 的 高 斯 定理 : 


Jr:na=| V. PdV. 
S Vv 
我 们 得 : 
/级 化 一 一 V . P. (10. 16) 


若是 非 均 匀 极 化 , 则 它 的 散 度 给 出 在 该 材料 里 的 净 电 荷 密度 . 我 们 强调 ,这 是 完全 真实 的 电 
荷 密度 . 之 所 以 叫 它 作 “ 极 化 电荷 ”, 只 是 为 了 要 提醒 我 们 自己 , 它 是 如 何 得 来 的 . 


$ 10-4 有 电介质 时 的 静电 方程 组 


现在 ,让 我 们 把 上 述 结果 同 静电 学 理论 结合 起 来 .静电 学 的 基本 方程 是 
入 (10. 17) 
这 里 p 指 一 切 电荷 的 密度 . 由 于 极 化 电位 不 容易 被 注意 ,因而 把 p 分 开 成 两 部 分 是 很 方便 


的 . 我们 再 把 由 非 均 匀 极 化 所 引起 的 电荷 叫 作 ogk ,而 把 所 有 其 他 的 电荷 叫 作 pa. 通常 
Pa 由 指 我 们 放 在 导体 上 面 的 或 是 置 于 空间 某 些 特定 位 置 上 的 电荷 . 于 是 , 式 (10. 17) 便 变 成 


V.E= Pes+pour -Ch 由 一 六 .下 


《0 《0 
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Vv. (E+E)= eaa. (10. 18) 
《0 


60 


当然 ,关于 E 的 旋 度 的 那个 方程 却 没 有 改变 : 
VXE=0. (10. 19) 
由 式 (10. 8) 取 P, 我 们 便 得 到 一 个 较 简 单 的 方程 : 


V:[(1+X)E]= VV. (rE) = (10. 20) 


这 些 就 是 当 有 电介质 时 的 静电 学 方程 组 . 当然 ,它们 并 没有 陈述 任何 新 的 东西 ,但 对 于 其 中 
Pa 由 为 已 知 \、 而 极 化 强度 P 又 是 正比 于 E 的 那些 情况 , 则 在 计算 上 它们 仍 不 失 为 较 方便 的 
一 种 形式 . 

请 注意 ! 我 们 并 没有 把 介 电 “常量 "x 提 到 和 散 度 之 外 . 那 是 因为 它 不 一 定 会 处 处 相同 . 如 
果 它 的 值 处 处 相同 , 则 可 以 把 它 提 出 来 ,因而 方程 组 就 不 过 是 那些 用 “来 除 电 荷 密度 pg 的 
静电 方程 组 了 . 我 们 所 给 出 的 那 种 形式 的 方程 组 仍 适 用 于 一 般 情 况 , 即 场 中 不 同 地 点 可 能 存 
在 不 同 的 电介质 . 这 样 ,该 方程 组 就 可 能 很 不 容易 求解 了 . 

有 一 件 具 有 某 种 历史 重要 性 的 事情 应 在 这 里 提出 . 在 电学 的 早期 ,对 极 化 的 原子 机 制 还 
未 了 解 ,而 ak 的 存在 也 未 被 觉察 到 . 当时 oau 被 认为 是 全 部 电荷 密度 . 为 了 把 麦克 斯 韦 方 
程 组 写成 一 简单 形式 ,一 个 新 的 矢量 D 被 定义 为 E 与 P 的 线性 组 合 : 


D= Et+P. (10. 21) 
结果 , 式 (10. 18) 和 (10. 19) 就 曾 被 写成 表面 上 看 来 十 分 简单 的 形式 : 
V:.:D=pas; VXE=0. (10. 22) 


人 们 能 否 解 出 这 组 方程 ? 只 有 给 出 了 DD 与 E 之 间 关 系 的 第 三 个 方程 才能 做 到 . 当 式 (10. 8) 
成 立时 ,这 个 关系 为 


D = 6w(li+X)E = xk. (10. 23) 
上 述 方程 往往 被 写成 
D=.E, (10. 24) 


其 中 ,仍然 是 描述 材料 介 电 特性 的 另 一 个 常数 . 它 被 称 为 “电容 率 ”( 现 在 你 就 明白 ,为 什么 
在 我 们 方程 组 中 会 有 。 , 它 是 “真空 的 电容 率 ”). 显然 ， 


< 一 peo 一 (1 十 X)o， (10. 25) 


今天 我 们 从 男 一 个 观点 来 看 待 这 些 事情 , 那 就 是 ,在 真空 里 方程 组 较为 简单 ,而 倘若 在 
每 种 情况 下 我 们 把 一 切 电荷 (不 管 其 来 源 如 何 ) 都 表示 出 来 , 则 该 方程 组 总 是 正确 的 . 如 果 为 
了 方便 我 们 将 其 中 某 些 电荷 分 离开 来 ,或 由 于 我 们 不 愿意 详细 讨论 将 要 发 生 的 事态 , 则 可 以 
把 方程 组 改写 成 任 一 种 可 能 方便 的 形式 ,要 是 我 们 乐意 的 话 . 

还 有 一 点 应 该 强调 ,一 个 像 D = cE 的 方程 是 描写 物质 特性 的 一 种 尝试 . 可 是 物质 非常 
复杂 ,而 这 样 一 个 方程 实际 上 并 不 正确 . 例如 , 若 E 变 得 太 大 ,那么 D 使 不 再 正比 于 E. 对 于 
某 些 物质 来 说 ,甚至 在 相对 弱 的 电场 下 这 个 比例 关系 就 已 经 破坏 了 . 并 且 , 这 比例 “常量 "还 
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可 能 依 束 于 EE 随时 间 变 化 得 快慢 . 因此 这 一 种 方程 , 像 胡 克 定律 一 样 ,是 一 种 近似 . 它 不 可 
能 是 一 个 深刻 而 又 基本 的 方程 . 反之 ,我 们 关于 EE 的 基本 方程 组 , 式 (10. 17) 和 (10.19), 却 
代表 我 们 对 静电 学 的 最 深刻 而 又 最 完整 的 理解 . 


$ 10-5 有 电介质 时 的 场 和 力 


现在 ,我们 将 证 明 在 电介质 存在 的 情况 下 ,关于 静电 学 的 某 些 相对 普遍 的 定理 . 我 们 已 
经 看 到 ,如果 电 容器 的 两 平行 板 之 间 充 满 了 电介质 , 则 电容 会 增 大 某 一 定 因子 . 还 可 以 证 明 ， 
这 对 于 任何 形状 的 电容 器 都 是 正确 的 ,只 要 在 两 个 导体 附近 的 整个 区 域 里 都 充满 一 种 均匀 
的 线性 电介质 就 行 . 在 没有 电介质 时 , 待 解 的 方程 组 为 : 


4 下 二 人 和 VxE,=0. 
当 有 电介质 时 ,前 一 个 式 给 修改 了 . 因而 ,我 们 代 之 而 有 : 
BE = 人 和 VxE=0. (10. 26) 
现在 ,由 于 我 们 认为 «处 处 相等 ,这 最 后 两 方程 还 可 以 写成 : 
V (xE) = es 和 VX(xE)=0. (10. 27) 


因此 ,对 于 xE 和 对 于 E。 就 有 相同 的 方程 组 ,它们 具备 xE = E。 的 解 . 换 句 话说 , 比 起 没 
有 电介质 时 的 情况 , 场 处 处 都 减弱 了 一 个 因子 1/x. 由 于 电压 是 电场 的 线 积分 ,所 以 电压 也 
被 降低 了 这 同一 因子 . 由 于 电容 器 电极 上 的 电荷 在 两 种 情况 下 都 被 认为 是 相同 的 , 式 (10. 2) 
就 告诉 我 们 ,在 一 个 处 处 都 充满 着 均匀 电介质 的 情况 下 ,电容 增 大 了 * 倍 . 

现在 我 们 要 问 ,在 有 电介质 时 两 个 带电 导体 之 间 力 该 如 何 ? 考虑 一 种 处 处 均匀 的 液态 
电介质 . 我 们 早已 知道 ,一 种 求 力 的 方法 是 把 能 量 相对 于 一 适当 距离 取 微 商 . 如 果 两 导体 上 
的 电荷 等 量 异 号 ,能 量 就 是 U = Q&/(2C), 其 中 C 为 它们 的 电容 . 利用 虚 功 原理 ,任何 一 个 
分 力 都 由 微 商 给 出 . 例如 ， 


F.——U 2 (去 ). (10. 28) 


Ck 2 ar\C 
由 于 电介质 会 给 电容 增 大 一 个 因子 <, 因 此 所 有 力 就 将 减少 相同 的 因子 . 
必须 强调 ,我 们 上 面 所 说 的 只 有 对 于 液态 电介质 才 正 确 . 嵌 在 固态 电介质 里 的 导体 的 任 
何 运动 都 会 改变 电介质 的 机 械 应 力 条 件 并 改变 其 电学 性 质 ,以 及 引起 电介质 里 某 种 机 械 能 
量 的 变化 . 在 液体 中 移动 导体 , 则 不 会 使 液体 发 生变 化 . 液体 会 移 至 一 个 新 的 地 方 ,但 它 的 电 
学 性 质 却 没 有 改变 . 
许多 较 古 老 的 电学 书 往往 从 这 样 一 个 “基本 "定律 出 发 , 即 两 电荷 间 的 力 为 


F= (10. 29) 


这 种 观点 完全 不 能 令 人 满意 . 其 一 是 , 它 并 非 普遍 正确 , 它 只 对 充满 某 种 液体 的 世界 才 正 确 . 
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其 次 , 它 有 赖 于 < 是 常数 这 么 一 个 事实 ,这 对 于 大 多 数 实际 材料 来 说 只 是 近似 正确 . 从 电荷 
处 于 真空 中 的 库仑 定律 出 发 会 好 得 多 , 那 永远 是 正确 的 (对 于 静止 电荷 来 说 ). 
在 固体 中 究竟 会 发 生 什么 呢 ? 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 ,至 今 还 未 得 到 解决 ,因为 在 某 
种 意义 上 它 是 不 确定 的 . 如 果 你 把 电荷 放 进 一 固态 电介质 里 面 去 ,就 将 涉及 各 种 压强 和 应 
变 . 假如 不 把 压缩 固体 所 需 的 机 械 能 量 也 包括 进去 的 话 , 就 不 能 同 虚 功 原理 打交道 . 而 一 般 
说 米 ,要 对 电力 和 起 因 于 固体 材料 本 身 的 机 械 力 做 出 唯一 的 区 别 是 相当 困难 的 . 幸而 ,实际 
上 还 没有 人 需要 弄 清楚 所 提问 题 的 答案 . 他 有 时 可 能 想 概 知道 在 一 固体 中 将 产生 多 少 应 变 ， 
而 这 是 能 够 算出 的 ,但 比 起 我 们 对 于 液体 所 获得 的 那 种 简单 结果 要 复杂 得 多 . 
在 电介质 理论 中 有 一 个 非常 复杂 的 问题 :为 什么 一 个 带电 物体 会 吸 起 一 些小 块 电介质 ? 
如 果 你 在 一 个 于 燥 的 日 子 里 梳 一 下 头发 , 那 梳 子 会 立即 吸 起 一 些小 纸 片 来 . 如 果 你 偶然 想起 
这 件 事 ,你 大 概 认为 梳子 上 有 一 种 电荷 而 纸 片 上 则 有 与 之 异 号 的 电荷 . 但 纸 片 开始 时 是 电 中 
性 的 . 它 并 没有 任何 净 电 荷 , 但 不 管 怎样 它 终于 被 吸引 了 . 真 的 ! 有 时 纸 片 会 来 到 梳子 上 , 然 
后 义 飞 开 , 在 它 接触 到 梳子 之 后 就 立刻 被 排斥 了 . 这 其 中 原因 当然 在 于 : 当 纸 片 接触 到 梳子 
时 ,获得 了 一 些 负 电荷 ,此 后 同 号 电荷 便 互 相 排 斥 了 . 但 这 并 没有 回答 原来 的 问题 . 首先 ,为 
什么 纸 片 会 朝 着 梳子 跑 来 呢 ? 
答案 得 用 电介质 放 在 电场 中 时 会 被 极 化 来 求 得 . 两 种 符号 的 极 化 电荷 都 存在 ,它们 分 别 
被 梳子 所 吸引 和 排斥 . 然而 ,会 有 一 个 净 吸 引力 ,因为 靠近 梳子 一 边 的 电场 比 远离 梳子 那 一 
边 的 电场 较 强 一 一 梳子 并 非 一 个 无 限 大 板块 . 它 的 电荷 是 局 域 性 的 . 一 块 电 中 性 纸 片 在 一 个 
平行 板 电容 器 里 将 不 会 被 哪 一 块 板 所 吸引 . 电场 的 变化 才 是 这 个 吸引 机 制 的 本 质 部 分 . 
如 图 10-8 上 所 示 ,一 块 电介质 总 是 从 一 弱 场 
区 域 被 拉 向 场 较 强 的 区 域 . 事实 上 ,人 们 能 够 证 


i 明 , 对 于 小 件 物体 这 个 力 正比 于 场 强 平方 的 梯度 . 
为 什么 会 取决 于 场 的 平方 呢 ? 因为 那些 感 生 电荷 
与 电场 成 正比 ,而 对 于 已 给 定 的 电荷 其 所 受 的 力 
又 正比 于 场 . 然而 ,正如 刚才 我 们 所 指出 的 ,只 有 
当场 的 平方 逐 点 变化 时 才 会 有 一 个 净 力 . 所 以 力 


~ 


4 pa 


就 正比 于 场 平方 的 梯度 了 . 比例 常数 除 含有 其 他 
东西 之 外 ,还 包括 物体 的 介 电 常数 ,并 依赖 于 物体 


的 大 小 和 形状 . 
有 一 个 与 此 相关 的 问题 ,其 中 作用 于 电介质 
图 10-8 电介质 在 非 均匀 场 中 会 感到 一 个 \ 入、 1 到 和 
Pie eo 上 的 力 可 以 很 准确 地 算出 . 如 果 在 平行 板 电容 器 


中 有 一 片 电介质 只 部 分 地 插入 ,如 图 10-9 所 示 ， 
则 将 有 一 个 力 要 把 它 拉 进 去 . 对 这 个 力 的 详细 审查 是 十 分 复杂 的 , 它 同 该 片 电介质 与 两 板 的 
边缘 附近 场 的 非 均匀 性 有 关 . 然而 , 若 我 们 不 考察 这 些 细节 ,而 只 是 引用 能 县 守恒 原 理 , 便 能 
轻易 地 算出 这 个 力 来 . 我们 可 从 以 前 所 导出 的 公式 求 得 这 个 力 , 式 (10. 28) 等 价 于 


(10. 30) 


所 以 我 们 只 需要 求 出 电容 是 如 何 随 该 块 电介质 的 位 置 而 变化 的 . 
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图 10-9 作用 置 于 一 平行 板 电容 器 中 的 一 片 电介质 上 的 力 可 通过 应 用 能 


量 守恒 原理 而 算出 


让 我 们 假设 板 的 总 长 为 L, 宽 为 W, 两 板 间 距 和 电介质 厚度 都 是 4, 而 该 片 电介质 插入 
的 距离 为 x. 电容 等 于 板 上 的 总 自由 电荷 除 以 两 板 间 的 电压 . 我 们 在 上 面 已 经 见 到 ,对 于 已 
知 电压 V, 自 由 电荷 的 面 密 度 为 xoV/d. 因而 板 上 的 总 电荷 就 是 


kcoV eV 


Q Pn TW+ (Lx)W, 
由 此 可 以 得 到 电容 : 
C= (t+L—z). (10. 31) 
应 用 式 (10. 30), 便 有 
VoW 


F, = pl (z—1). (10. 32) 


现在 这 个 式 子 并 不 是 对 任何 事情 都 特别 有 用 ,除非 你 碰巧 需要 知道 在 这 种 情况 下 的 力 . 我 们 
只 希望 表明 在 求 作用 于 电介质 材料 上 的 力 时 能 量 理论 往往 能 避免 一 大 堆 复杂 性 一 一 正如 在 
目前 情况 下 本 来 就 应 该 有 的 那些 复杂 性 . 

上 面 关 于 电介质 理论 的 讨论 我 们 只 涉及 电 现象 , 即 承认 材料 的 极 化 与 电场 成 正比 的 事 
实 . 为 什么 会 存在 这 样 一 个 正比 性 ,也许 对 物理 学 更 有 重大 意义 . 一 旦 我 们 从 原子 的 观点 理 
解 了 介 电 常量 的 起 源 , 我 们 便 能 运用 在 各 种 不 同 环 境 下 对 介 电 常数 的 电学 测量 结果 来 获得 
有 关 原 子 或 分 子 结构 的 详细 信息 . 这 方面 的 部 分 问题 将 在 下 一 章 加 以 讨论 . 
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$11-1 分 子 偶 极 子 


在 本 章 我 们 将 讨论 为 什么 某 些 材料 会 是 电介质 . 我 们 在 上 一 章 中 曾 说 过 : 当 一 电场 作用 
于 电介质 上 时 , 场 将 在 原子 中 感 生 一 倘 极 子 .一 旦 领会 了 这 点 ,我 们 就 可 能 理解 那些 含有 电 
介质 在 内 的 带电 系统 的 性 质 . 具体 地 说 , 若 电场 正在 单位 体积 里 感 生 了 一 个 平均 偶 极 矩 P， 
则 介 电 常量 < 由 下 式 给 出 : 


-= 
k 1= FE: (11.1) 


我 们 已 经 讨论 过 如 何 应 用 这 个 方程 . 现在 我 们 得 讨论 当 材 料 内 部 存在 电场 时 极 化 发 生 
的 机 制 . 从 最 简单 的 可 能 例子 一 一 气体 的 极 化 一 一 谈 起 . 但 即使 是 气体 ,已 经 较 复杂 . 气体 存 
在 两 种 类 型 . 菜 些 气 体 , 如 氧气 ,它们 的 每 个 分 子 含 有 对 称 的 原子 对 ,因而 不 会 存在 内 豪 偶 极 
矩 . 但 其 他 分 子 ,如 水 蒸气 (含有 所 和 氧 两 种 原子 的 非 对称 排 列 ) , 则 有 一 永久 电 偶 极 矩 . 正如 
在 第 6 和 第 7 章 中 我 们 曾经 指出 的 那样 ,在 水 汽 分 子 中 的 那些 氢 原 子 上 存在 着 平均 正 电荷 
而 氧 原子 则 带 有 负电 荷 . 由 于 负电 荷 的 重心 与 正 电荷 的 重心 不 一 致 ,所 以 该 分 子 的 总 电荷 分 
布 就 具有 偶 极 矩 . 像 这 样 的 分 子 叫 作 极 性 分 子 . 在 氧 中 ,由 于 分 子 的 对 称 性 , 正 电 荷 重 心 与 负 
电荷 重心 重合 ,因而 氧 分 子 就 是 一 个 非 极 性 分 子 . 然而 , 当 氧 被 置 在 电场 中 时 , 它 仍然 会 变 成 
一 个 偶 极 子 . 这 两 种 类 型 的 分 子 形状 如 图 11-1 所 示 . 


负电 荷 中 心 


(a) (b) 


图 11-1 (a) 氢 分 子 具 有 零 偶 极 矩 ;(b) 水 分 子 具 有 永久 侦 极 矩 po 


§ 11-2 电子 极 化 强度 


我 们 将 首先 讨论 非 极 性 分 子 的 极 化 . 可 以 从 最 简单 的 单 原子 气体 (例如 氨 ) 开 始 . 当 这 样 
一 种 气体 的 原子 处 在 电场 中 时 ,电子 会 被 场 拉 向 一 边 而 核 则 被 拉 向 另 一 边 , 如 图 10-4 所 示 . 
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虽然 相对 于 我 们 在 实验 上 所 能 施加 的 电力 来 说 原子 是 十 分 坚硬 的 ,但 是 电荷 中 心 仍 存在 微 
小 的 净 位 移 , 从 而 感 生 了 一 个 偶 极 矩 . 对 于 弱 场 来 说 ,这 位 移 量 . 也 就 是 偶 极 矩 ,与 电场 成 正 
比 .产生 这 种 感 生 偶 极 窍 的 电子 分 布 的 位 移 称 为 电子 的 极 化 . 

过 去 与 折射 率 理论 打交道 时 ,我 们 曾 在 第 1 卷 第 31 章 中 讨论 过 电场 对 原子 的 影响 . 如 
果 你 稍微 思考 一 下 便 将 看 到 ,现在 我 们 应 该 做 的 和 那 时 做 过 的 完全 相同 . 但 现在 需要 操心 的 
只 是 不 随时 间 变 化 的 场 ,而 折射 率 却 与 随时 间 变 化 的 场 有 关 . 

在 第 1 卷 第 31 章 中 我 们 曾经 假定 , 当 原 子 被 置 于 振动 的 电场 中 时 ,原子 内 电子 的 电荷 
中 心 会 遵循 下 列 方程 而 运动 : 


2 
mm SFE+ mdz = gq.E. (11.2) 


式 中 ,第 一 项 为 电子 质量 乘 以 其 加 速度 ,第 二 项 为 饶 复 力 ,而 右边 那 一 项 则 代表 来 自 外 电场 
的 力 . 若 电场 以 频率 w 变化 , 则 方程 式 (11. 2) 的 解 为 


Pe (11.3) 
m(wo —w ) 
这 表明 , 当 w = wo 时 ,会 发 生 共振 . 当 以 前 得 到 这 个 解 时 ,我 们 曾 把 它 理解 成 在 于 表明 w 是 
光 ( 到 底 是 在 可 见 光 区 还 是 在 紫外 光 区 , 则 取决 于 该 原子 ) 被 吸收 的 频率 . 然而 ,现在 我 们 感 
兴趣 的 却 只 是 恒定 场 的 情况 ,也 就 是 ,只 对 于 w = 0 的 场 有 兴趣 ,因而 可 以 将 式 (11.2) 中 的 
加 速度 项 略 去 ,并 得 出 电荷 的 位 移 为 
gE 


Z* 
mwo 


(11.4) 
由 此 可 见 ,单个 原子 的 偶 极 矩 为 
p = qx = A. (11.5) 


在 上 述 这 种 理论 中 , 偶 极 矩 p 确 与 电场 成 正比 . 
人 们 经 常 把 上 式 写成 
p=aokE (11. 6) 


(w 又 一 次 由 于 历史 原因 而 被 放 了 进去 ). 其 中 常数 a 称 为 原子 的 极 化 率 ,并 具有 L? 的 量 纲 . 
它 是 由 电场 在 原子 中 感 生 一 个 偶 极 矩 的 难 易 程度 的 一 种 量度 . 将 式 (11. 5) 和 (11.6) 两 者 比 
较 ,我 们 这 一 简单 的 理论 讲 


2 
“一 一 和 ,一 i (11.7) 


tomwo mw 


设 单位 体积 中 共有 N 个 原子 , 则 单位 体积 的 极 化 强度 PP 就 是 
P= Np = NacEk. (11. 8) 
把 式 (11.1) 和 (11. 8) 两 者 合 拼 在 一 起 ,我 们 得 到 
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一 Na, (11.9) 


或 者 ,利用 式 (11.7), 可 得 
一 1 一 <， (11. 10) 


从 上 式 我 们 会 预料 到 不 同 气 体 的 介 电 常量 < 可 能 与 该 气体 的 密度 及 其 对 光 的 吸收 类 
率 有 关 . 

当然 ,上 述 公 式 只 是 一 种 近似 ,因为 在 式 (11. 2) 中 我 们 所 选择 的 模型 略 去 了 量子 力学 的 
复杂 性 . 例如 ,我 们 曾经 假定 每 个 原子 仅 有 一 个 共振 频率 ,而 实际 上 却 有 许多 个 .为 了 正确 地 
计算 原子 的 极 化 率 ,我 们 必须 应 用 完整 的 量子 力学 理论 ,但 上 面 的 经 典 概念 却 已 为 我 们 提 
供 了 一 个 合理 的 估计 . 

让 我 们 来 看 看 ,对 某 种 物质 的 介 电 常 量 我 们 是 否 能 得 到 一 个 正确 的 数量 级 . 假定 我 们 对 
氢 做 尝试 ,过 去 (在 第 1 卷 第 38 章 中 ) 就 曾 估计 过 电离 一 个 氧 原子 所 需 的 能 量 约 为 


me’ 


Ex 方药 (11.11) 


为 了 对 那个 固有 频率 w 做 出 估计 ,可 以 令 这 一 能 量 等 于 wo。 
振子 的 能 量 . 这 样 我 们 就 得 到 : 


即 固有 频率 为 w 的 原子 


若 现 在 把 we 的 这 个 值 应 用 于 式 (11.7), 则 可 求 得 电子 极 化 率 为 ; 
«~ 16«| 直 :|]. (11. 12) 


[ 尼 /(me: )] 这 个 量 是 玻 尔 原子 的 基态 轨道 半径 ( 见 第 1 卷 第 38 章 ) ,等 于 0. 528 A. 因 处 于 
标准 压强 和 标准 温度 (1 atm、0 人 ) 下 的 气体 每 立方 厘米 都 具有 2. 69 X 10” 个 原子 , 所 以 式 
(11. 9) 就 给 出 : 

< 一 1 十 (2.69X1028)16r(0.528 X 108): = 1.000 20. (11. 13) 


氢气 的 介 电 常量 已 测定 为 
K 灾 验 一 1. 000 26. 


由 此 可 见 ,我 们 的 理论 已 差不多 正确 了 . 不 应 该 期 望 任何 比 此 更 佳 的 结果 ,因为 测量 当然 是 
用 正常 氢气 进行 的 ,所 以 它 所 含 的 是 双 原 子 分 子 ,而 不 是 单 原子 分 子 . 如 果 分 子 中 各 原子 的 
极 化 与 彼此 分 开 的 原子 的 极 化 不 完全 相同 , 那 应 不 足 为 怪 . 可 是 ,实际 上 分 子 效应 却 不 是 那 
么 大 . 对 于 氧 原子 的 " 进行 严格 的 量子 力学 计算 给 出 比 式 (11. 12) 约 大 12% 的 结果 (即将 
16r 改变 成 18r) ,因而 预言 一 个 更 接近 于 观察 值 的 介 电 常量 . 不 管 怎样 ,我 们 认为 上 述 电 介 
质 模型 显然 已 相当 之 好 . 

对 上 述 理 论 的 另 一 个 考验 ,是 将 式 (11. 12) 试 用 于 具有 更 高 激发 频率 的 那些 原子 . 
例如 ,需要 有 24. 5 eV 才能 将 氨 原 子 中 的 电子 拉 出 来 ,这 可 与 电离 氢 所 需 的 13.5 eV 做 
比较 . 因此 ,我 们 会 期 待 , 氨 的 吸收 闫 率 w 应 比 氢 约 大 一 倍 ,从 而 它 的 可 能 为 氧 的 四 
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分 之 一 大 . 期 待 值 为 
km A 1. 000 050. 


实验 值 为 : 
km = 1.000 068. 


所 以 你 们 可 以 看 到 ,我 们 的 粗糙 估计 方向 是 对 头 的 . 至 此 ,我 们 已 了 解 非 极 性 气体 的 介 电 常 
最, 然而 那 不 过 是 定性 的 ,因为 我 们 还 未 用 到 有 关 原 子 中 电子 运动 的 那 种 正确 的 原子 理论 , 


$11-3 极 性 分 子 ;取向 极 化 


其 次 ,我们 将 考虑 具有 永久 电 偶 极 矩 po 一 一 如 水 分 子 那样 一 一 的 分 子 . 在 没有 电场 时 ， 
各 个 偶 极 子 指向 处 于 无 规 方向 ,从 而 使 单位 体积 内 的 净 矩 为 零 . 但 是 当 加 上 电场 后 会 发 生 两 
件 事 . 首先 ,由 于 场 对 电子 施加 了 力 ,所 以 有 额外 偶 极 矩 被 感 生 , 这 部 分 给 出 的 电子 极 化 率 ， 
其 种 类 恰巧 与 我 们 对 非 极 性 分 子 所 求 得 的 电子 极 化 率 相 同 . 当然 ,对 十 分 精密 的 工作 ,这 一 
效应 是 应 该 包括 进去 的 ,但 目前 我 们 将 加 以 忽略 (在 最 后 总 是 可 以 加 上 去 的 ). 其 次 ,电场 倾 
向 于 将 各 个 偶 极 子 排列 起 来 从 而 在 每 个 单位 体积 中 产生 一 个 净 矩 . 假使 气体 中 所 有 偶 极 子 
都 整齐 地 排列 起 来 了 , 则 会 产生 很 大 的 极 化 强度 ,但 这 种 现象 却 从 未 发 生 过 . 在 通常 温度 和 
电场 的 作用 下 ,分 子 因 热 运动 而 发 生 的 相互 碰撞 使 它们 排列 得 很 不 整齐 . 但 总 会 有 某 种 净 的 
取向 ,因而 也 就 有 某 种 极 化 ( 见 图 11-2). 这 里 出 现 的 极 化 可 以 通过 第 1 卷 第 41 章 中 所 描述 
的 那 种 统计 力学 方法 来 加 以 计算 . 


bi J 

ft 
二 和 所 wy 

a PE bl 


图 11-2 (a) 在 极 性 分 子 的 气体 中 ,各 个 偶 极 矩 的 取向 是 无 规 的 ,在 一 小 体积 里 的 平均 矩 为 等 ; 
(b) 当 有 电场 时 ,分 子 们 就 有 某 种 平均 取向 了 


要 运用 这 种 方法 就 需要 知道 偶 极 子 在 电场 中 的 能 量 . 考虑 一 个 电 偶 极 
矩 po 处 在 电场 之 中 ,如 图 11-3 所 示 . 正 电 荷 的 能 量 为 of(1) ,而 负电 荷 的 
能 量 为 一 a$(2). 于 是 偶 极 子 的 能 量 为 
U= gg(1)— og(2)=aqd .Vs$, 
或 
U =— po * E =— poEcos 0, (11. 14) 


其 中 0 是 po 与 E 间 的 夹 角 . 正如 我 们 会 预料 到 的 , 当 偶 极 矩 沿 着 电场 方 
向 排列 时 其 能 量 就 最 低 . 


图 11-3 在 场 E 
中 一 个 偶 极 子 po 
的 能 量 为 一 p。: E 
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现在 ,我 们 利用 统计 力学 方法 来 求 出 会 有 多 少 取向 排列 发 生 . 从 第 1 卷 第 40 章 中 就 求 
得 ,在 热平衡 态 具有 势能 LU 的 分 子 其 相对 数目 正比 于 


-i (11. 15) 
式 中 U(x, y, z) 是 作为 位 置 函 数 的 势能 . 相同 的 论证 会 说 : 若 采 用 式 (11. 14) 作 为 角度 函数 


的 势能 , 则 在 角度 9 处 单位 立体 角 的 分 子 数目 正比 于 en . 
令 n(9) 为 在 角度 96 处 单位 立体 角 的 分 子 数目 ,我 们 便 有 


n(0) = noet Es YT) (11. 16) 
对 正常 的 温度 和 电场 来 说 ,这 指数 值 很 小 ,因此 可 以 通过 对 指数 函数 展开 而 取 其 近似 式 


n(0) = nm (1+ PE). (11.17) 


如 果 把 式 (11. 17) 对 所 有 角度 积分 , 则 我 们 可 以 求 得 m. 积分 结果 应 恰好 等 于 N, 即 单位 体 
积 的 分 子 数目 . cos 9 遍及 所 有 角度 的 平均 值 为 零 , 因 而 这 一 积分 就 刚好 等 于 no 乘 以 总 立体 
角 4x. 我 们 得 到 : 


Mo (11. 18) 


由 式 (11.17) 可 以 看 出 , 沿 场 取向 ( cos 0 = 1 ) 的 分 子 比 逆 着 场 取向 ( cos 9 = 一 1 ) 的 
分 子 要 多 ,因而 在 任何 含有 许多 个 分 子 的 小 体积 里 每 个 单位 体积 都 将 有 净 的 偶 极 矩 一 一 
也 即 极 化 强度 P. 要 算出 P, 必 须 得 到 单位 体积 内 所 有 分 子 偶 极 矩 的 矢量 和 . 由 于 我 们 
知道 这 结果 将 沿 着 忆 方向 ,所 以 ,我 们 将 仅仅 对 这 个 方向 上 的 分 量 求 和 (垂直 于 至 的 分 
量 之 和 将 为 零 ) : 


P= SY pocos 0,. 
单位 体积 
可 以 通过 对 整个 角 分 布 的 积分 而 算出 这 个 和 . 在 0 处 的 微 立 体 角 为 2xsin 0d9, 因 而 
P= | nC0) pocos G2nsin 9d0. (11.19) 


把 由 式 (11. 17) 得 到 的 n(9) 代 入 ,我 们 有 


P = 一 人 | 人 1+ 2 cos0) )pocos 0d(cos 0), 
上 式 很 容易 积分 而 给 出 : 
— NpsE 
P= py (11. 20) 


由 于 极 化 强度 与 场记 成 正比 ,所 以 会 有 正常 的 电介质 行为 . 并 且 , 正 如 我 们 所 预期 的 , 极 化 
强度 与 温度 成 反比 ,因为 在 较 高 温度 时 由 于 碰撞 ,不 整齐 排列 的 分 子 就 多 . 这 个 1/T 的 依赖 
关系 叫 作 居 里 定律 . 永久 偶 极 矩 po 之 所 以 出 现 平方 有 下 述 原因 :在 一 给 定 电 场 中 促使 分 子 
排列 整齐 之 力 与 po 成 正比 ;而 由 分 子 排列 整齐 所 产生 的 平均 矩 又 与 p。 成 正比 . 于 是 平均 感 
生 算 就 会 正比 于 ps. 
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现在 应 该 试 着 看 看 式 (11. 20) 与 实验 符合 的 程度 怎样 ? 让 我 们 考察 水 蒸气 的 情况 . 由 于 
还 不 知道 po。 是 什么 ,所 以 就 不 能 直接 算出 已 来 ,但 式 (11. 20) 确 实 预言 < 一 1 应 与 温度 成 反 
比 ,这 点 我 们 应 该 加 以 核对 . . 

由 式 (11. 20) 得 到 el 


N 2 0.004 
«一 1 一 永 = 六 从， (11.21) 
因而 < 一 1 应 正比 于 密度 N ,而 反比 于 绝对 温 
度 . 介 电 常量 曾 在 几 个 不 同 压 强 和 温度 时 测量 "9093 
过 ,对 压强 和 温度 的 这 种 选取 可 使 单位 体积 里 
的 分 子 数 能 保持 固定 不 变 * (注意 ! 假如 测量 
在 恒 压 下 进行 , 则 单位 体积 里 的 分 子 数 会 随 温 0002 
度 的 升 高 而 线性 地 减少 , < 一 1 将 按 T-: 变 化 ， 
而 不 是 按 T-: 变化). 在 图 11-4 中 ,我 们 把 从 
实验 观测 到 的 < 一 1 作为 1X 工 的 函数 而 图 示 出 000l 
来 . 由 式 (11. 21) 所 预期 的 那 种 依存 关系 遵循 
得 很 好 . 


极 性 分 子 的 介 电 常量 还 有 另 一 种 特性 一 一 号 pe OD -004 
随 外 加 电场 的 频率 变化 . 由 于 分 子 具有 转动 惯 IMT 
量 , 要 使 那些 笨重 分 子 转向 场 的 方向 就 需要 一 图 11-4 在 不 同 温度 下 水 汽 介 电 常 量 
定 的 时 间 . 因此 , 若 所 加 电场 的 频率 在 微波 区 或 的 实验 测量 


者 更 高 , 则 对 于 介 电 常 量 极 性 的 贡献 开始 下 降 ， 


因为 分 子 不 可 能 跟随 变化 . 与 此 相反 ,即使 高 至 光 频 ,电子 的 极 化 率 仍 保持 不 变 , 这 是 由 
于 电子 惯性 较 小 的 缘故 . 


$11-4 电介质 空 腔 里 的 电场 


现在 要 转 到 一 个 有 趣 而 又 复杂 的 问题 一 一 致密 材料 中 的 介 电 常量 问 题 . 假设 我 们 选取 
液态 氨 或 液态 氨 ,或 其 他 某 种 非 极 性 材料 ,我 们 仍 将 期 待 会 有 电子 极 化 . 可 是 在 致密 材料 中 ， 
P 可 以 很 大 ,从 而 使 作用 在 各 个 别 原 子 上 的 场 会 被 其 近邻 原子 的 极 化 所 影响 . 问题 在 于 , 作 
用 于 各 个 别 原子 上 的 电场 究竟 如 何 ? 

设想 有 一 液体 被 置 于 一 电容 器 的 两 极 之 间 . 若 板 上 带电 , 则 这 些 电荷 将 在 液体 里 产生 
一 个 电场 . 但 在 各 个 别 原子 中 也 有 电荷 ,因而 总 场 E 便 是 这 两 种 效应 之 和 . 这 一 真正 电场 
在 液体 里 从 一 点 至 另 一 点 变化 得 十 分 迅速 . 这 电场 在 原子 里 面 很 强 一 一 特别 是 刚好 在 核 
附近 一 一 而 在 原子 与 原子 之 间 就 相对 弱 了 . 两 板 间 的 电势 差 是 对 这 一 总 场 的 线 积分 . 若 
略 去 一 切 微 小 尺度 上 的 变化 , 则 可 以 认为 存在 一 个 平均 电场 E, 它 恰好 就 是 V/ad( 这 是 
上 一 章 中 我 们 所 曾 采 用 过 的 场 ). 应 该 把 这 个 场 想 象 成 在 一 个 含有 许多 个 原子 的 空间 


“ 参考 :Singer，Steiger and Gachter. Helvetica Physica Acta, 1932, §;200., 
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内 的 平均 场 . 

现在 你 也 许 认为 ,一 个 处 在 “平均 "位 置 上 的 “平均 ”原子 会 感觉 到 这 一 个 平均 场 . 可 是 事 
情 却 并 不 那么 简单 ,车 想象 电介质 中 有 不 同形 状 的 空 腔 , 则 通过 考虑 里 面 所 发 生 的 情况 就 可 
证 明 这 点 . 例如 ,假设 在 一 块 被 极 化 了 的 电介质 里 挖 出 一 个 模 来 ,该 槽 的 取向 与 电场 平行 ,如 
图 11-5(a) 所 示 . 由 于 我 们 知道 VXE = 0, 故 在 环绕 图 (b) 所 示 曲 线 下 所 取 的 线 积分 就 应 等 
于 零 . 槽 中 的 场所 提供 的 贡献 必定 恰好 抵消 来 自 构 外 的 场 的 贡献 . 因此 ,实际 上 在 一 条 狭长 
槽 的 中 心 处 得 到 的 场 Es 等 于 在 电介质 里 找到 的 平均 电场 E. 

现在 考虑 大 的 侧面 与 垂直 的 另 一 种 梢 ,如 
图 11-5(c) 所 示 . 在 这 种 情况 下 , 槽 里 的 场 E。 就 
不 同 于 下, 因为 极 化 电荷 出 现在 槽 面 上 了 . 如 果 我 
们 应 用 高 斯 定律 于 图 (d) 中 所 画 出 来 的 那个 S 
面 , 则 发 现 模 里 的 场 已 由 下 式 给 出 : 


E, = E 十 卫 ， (11. 22) 
《0 


式 中 仍然 是 电介质 中 的 场 ( 该 高 斯 面 中 含有 面 
极 化 电荷 cak 二 P). 我 们 曾 在 第 10 章 中 提 及 ， 
w 巨 十 己 这 个 量 常 称 为 D ,因而 6。E。= D。 就 等 于 
在 电介质 里 的 D. 

在 物理 学 较 早期 的 历史 中 ,当时 人 们 认为 每 
个 量 都 要 直接 由 实验 来 下 定义 是 非常 之 重要 的 ， 
因而 当 发 现 不 必 在 原子 之 间 到 处 息 行 就 能 够 给 电 
介质 里 的 已 和 D 下 定义 时 ,感到 十 分 喜悦 . 平均 
图 11-5 从 电介质 里 切割 出 一 个 模 来 , 梢 中 。 场 正 在 数值 上 就 等 于 平行 于 场 的 槽 中 所 量 得 的 

的 场 取决 于 该 档 的 形状 及 取向 场 蕊 ,. 通过 挖 一 个 垂直 于 场 的 模 , 并 求 得 其 中 的 
RE ,从 而 可 测 得 场 D. 但 从 来 没有 人 按照 这 种 办 法 把 它们 测量 出 来 ,因而 那 不 过 是 一 种 哲学 
上 的 东西 而 已 . 

对 于 结构 不 太 复杂 的 大 多 数 液体 来 说 ,我 们 可 以 期 待 :平均 地 说 一 个 原子 发 现 自己 受到 
其 他 原子 的 包围 ,作为 很 好 的 近似 ,认为 它 处 在 一 个 球形 的 空 腔 之 中 . 因此 ,我 们 就 会 问 ;在 
一 个 球形 空 腔 中 的 场 到 底 怎 样 ?注意 ! 若 在 一 块 均匀 极 化 材料 中 ,设想 控 出 一 个 球形 空 腔 ， 
那 不 过 是 把 极 化 材料 中 的 一 个 球体 移出 去 罢了 ,这样 就 可 将 腔 里 之 场 找 出 来 (我 们 必须 想 
象 ,在 挖 出 该 空 腔 之 前 极 化 已 被 冻结 "了 ). 然而 ,根据 迁 加 原理 ,在 该 球体 移出 之 前 ,电介质 
内 部 的 场 等 于 球体 体积 外 所 有 电荷 的 场 再 加 上 极 化 球 内 部 电荷 之 场 . 这 就 是 说 , 若 我 们 把 在 


图 11-6 介质 内 任 一 点 A 的 场 ,可 认为 是 一 个 球形 空 腕 里 的 场 与 一 个 
球形 塞 子 所 产生 的 场 之 和 
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均匀 电介质 里 的 场 叫 作 巨 , 则 可 以 写成 

E = Eww 十 wz. (11. 23) 
式 中 ,Exx 指 在 该 腔 里 之 场 ,而 Ex4 则 为 一 个 均匀 
极 化 球 内 部 的 场 ( 见 图 11-6). 由 一 个 均匀 极 化 球 所 
产生 的 场 ,如 图 11-7 所 示 . 在 这 个 球体 之 内 , 场 是 
均匀 的 ,其 值 为 


Bi 于 (11. 24) 
60 


应 用 式 (11. 23) ,我 们 得 到 
二 = E+ 世 . (11. 25) 


在 一 个 球形 空 腔 里 的 场 比 平均 场 要 大 P/3e (系数 
1/3 表明 ,球形 空 腔 里 的 场 介 于 平行 于 场 的 槽 内 的 
场 和 垂直 于 场 的 槽 内 的 场 之 间 ). 


图 11-7 一 个 均匀 极 化 球体 的 电场 


$11-5 液体 的 介 电 常量 ; 克 劳 修 斯 - 莫 索 提 方 程 


在 液体 中 ,我 们 期 待 对 各 个 别 原 子 起 极 化 作用 的 场 类 似 Ex ,而 不 是 E. 如 果 把 式 
(11. 25) 的 Eww 用 作 式 (11.6) 中 的 极 化 场 , 则 式 (11. 8) 变 成 
P= Nac (E+ 芒 ) (11. 26) 


P=— MN E. (11. 27) 


(11. 28) 


这 为 我 们 提供 了 用 原子 极 化 率 a 表达 的 液体 介 电 常量 . 式 (11. 28) 称 为 克 劳 修 斯 - 莫 索 
提 方程 . 

每 当 Na 非常 小 时 ,如 在 气体 那 种 情况 (因为 密度 N 很 小 ) ,于 是 项 Na/3 与 1 相 比 可 以 
忽略 ,因而 我 们 得 到 以 往 那个 结果 , 即 式 (11. 9)， 


k 一 1 一 Na. (11. 29) 
让 我 们 拿 式 (11. 28) 同 某 些 实验 结果 进行 比较 . 有 必要 首先 考虑 能 用 的 测量 值 通过 式 
(11. 29) 算 出 “来 的 那些 气体 . 例如 ,对 于 在 0 仿 的 CS 来 说 , 介 电 常量 为 1. 002 9, 所 以 Na 


就 是 0. 002 9. 气体 的 密度 一 般 容易 算出 ,而 液体 的 密度 则 可 从 手册 中 找到 . 液态 CS, 在 
20 仿 的 密度 比 在 0 心 时 该 气体 的 密度 要 高 381 倍 ,这 意味 着 它 处 在 液体 时 的 N 比 处 在 气体 
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变化 一 一 在 液体 中 的 Na 便 是 0.002 9 的 381 倍 , 即 1. 11. 注意 项 Ne/3 的 值 接 近 0. 4, 所 以 就 
显得 极为 重要 . 用 这 些 数字 我 们 预测 介 电 常量 等 于 2.76, 与 2. 64 的 观测 值 符合 得 相当 好 . 

在 表 11-1 中 ,我 们 列 出 了 几 种 不 同 材料 的 一 些 实验 数据 (从 《化 学 与 物理 学 手册 》 中 得 
来 的 ) ,以 及 按 刚才 所 述 的 方法 由 式 (11. 28) 计 算出 来 的 介 电 常 量 . 对 于 Ar 和 O: ,观测 值 与 
理论 值 的 符合 程度 甚至 比 CS: 还 要 好 一 一 而 对 于 CCl 理论 值 与 观测 值 的 符合 程度 就 不 那 
么 好 了 .大体 上 ,所 得 结果 都 表明 式 (11. 28) 用 起 来 十 分 良好 . 


表 11-1 由 气体 的 介 电 常数 算出 液体 的 介 电 和 常量 


I 
| TGS 


0. 003 39 
0.001 43 
0.004 89 
0.00178 


“比值 = 液体 密度 /气体 密度 . 


我 们 关于 式 (11, 28) 的 推导 仅 适用 于 液体 中 的 电子 极 化 . 对 于 HzO 那样 的 极 性 分 子 来 
说 ,这 个 式 子 就 不 正确 了 . 如 果 对 水 也 做 同样 的 计算 , 便 会 得 出 Na 等 于 13.2 , 那 意味 着 在 该 
液体 的 介 电 常量 为 负债, 但 < 的 观测 值 却 是 80. 这 一 问题 牵涉 到 得 对 永久 偶 极 矩 作 正确 的 
处 理 , 而 昂 萨 格 (Onsager) 就 曾 指出 过 正确 的 方向 . 现在 我 们 没有 时 间 来 讨论 这 种 情况 ,但 若 
你 有 兴趣 的 话 , 可 参考 克 脱 耳 (Kittel) 所 著 的 《固体 物理 导论 》, 书 中 对 这 个 问题 有 所 论述 . 


$11-6 固态 电介质 


现在 我 们 再 来 讨论 固体 . 关于 固体 的 第 一 个 有 意义 的 事实 是 ,可 能 存在 由 某 些 东西 构成 
的 永久 极 化 一 一 即使 没有 外 加 电场 ,那些 东西 也 依然 存在 . 例如 , 蜡 这 样 一 种 材料 , 它 含有 带 
永久 偶 极 矩 的 长 形 分 子 . 要 是 你 熔 解 了 一 些 蜡 , 并 
Si 当 它 在 液态 时 就 加 上 一 强 电场 ,使 得 那些 偶 极 矩 部 
分 地 排列 起 来 ,那么 当 液体 凝固 时 它们 将 保留 原 
样 . 当场 移 去 之 后 ,这 固体 材料 仍 将 具有 那 遗留 下 
来 的 永久 极 化 . 像 这 样 的 固体 叫 永 电 体 或 驻 极 体 . 
在 永 电 体 的 表面 上 会 有 永久 的 极 化 电荷 . 它 是 
类 似 于 永 磁体 的 带电 体 , 然 而 却 并 不 怎么 有 用 ,办 
为 来 自 空气 中 的 自由 电荷 会 被 吸引 至 其 表面 上 ,最 
后 抵消 了 那些 极 化 电荷 . 永 电 体 被 * 放 了 电 ” ,因而 
便 没有 可 见 的 外 电场 了 . 
: 在 某 些 结晶 物质 中 ,也 可 以 找到 自然 发 生 的 永 
图 11-8 复杂 的 晶 格 可 以 有 _- 永 久 的 内 碍 ”， 久 内 部 极 化 强度 P. 在 这 类 晶体 中 , 晶 格 的 每 个 晶 
极 化 强度 P 胞 都 有 一 个 彼此 相同 的 永久 偶 极 矩 ,如 图 11-8 所 
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示 . 即使 没有 外 加 电场 ,所 有 的 偶 极 子 仍 会 指向 同一 方向 .事实 上 ,许多 复杂 晶体 就 都 有 这 种 
极 化 现象 . 但 我 们 平常 并 没有 注意 到 它 ,这 是 由 于 出 现 于 晶体 外 面 的 场 已 被 放 了 电 , 正 如 永 
电 体 的 情况 那样 . 

然而 ,如 果 晶 体 中 这 些 内 在 偶 极 矩 发 生变 化 , 则 由 于 此 时 杂 散 电荷 还 来 不 及 聚集 起 来 和 
抵消 这 些 极 化 电荷 ,所 以 外 电场 会 显现 出 来 . 如 果 电 介质 是 在 电容 器 里 ,那么 自由 电荷 将 会 
感 生 在 极 板 上 . 例如 , 当 电 介质 加 热 时 ,其 中 的 电 偶 极 矩 可 能 由 于 晶体 受热 膨胀 而 发 生变 化 ， 
这 一 效应 称 为 热 释 电 . 同样 地 ,如 果 我 们 改变 晶体 中 的 应 力 一 一 如 把 晶体 弯曲 一 一 偶 极 矩 也 
可 能 稍微 改变 ,因而 出 现 微小 的 电 效 应 称 为 讨 电 效应 ,也 可 以 探测 出 来 . 

对 于 那些 不 具有 永久 电极 矩 的 晶体 来 说 ,我 们 可 以 做 出 一 种 涉及 原子 中 电子 极 化 率 的 
介 电 常量 理论 来 . 这 跟 液 体 的 情况 差不多 . 有 些 晶体 内 部 还 存在 可 转动 的 偶 极 子 , 而 这 些 偶 
极 子 的 转动 也 会 对 < 有 所 贡献 . 在 诸如 NaCl 这 种 离子 晶体 中 还 有 离子 极 化 率 . 这 种 晶体 由 
正 、 负 离子 排列 而 成 的 方 格 构 成 ,在 电场 中 正 离子 会 被 拉 向 一 边 而 负离子 被 拉 向 另 一 边 ; 正 
电荷 和 负电 荷 之 间 有 一 个 净 的 相对 运动 ,因而 也 就 有 了 体积 极 化 . 根据 食盐 晶体 的 硬度 知识 
我 们 能 够 估计 出 这 种 离子 极 化 率 的 大 小 ,但 这 里 不 打算 讨论 这 一 课题 . 


$11-7 铁 电 现象 ;BaTiO， 


现在 要 来 描述 一 种 特殊 晶体 ,几乎 仅仅 是 偶然 它 才 具 有 内 在 的 永久 电极 矩 . 它 的 情况 很 
接近 临界 状态 ,以 致 若 稍微 升 高 一 点 温度 ,该 晶体 便 将 完全 丧失 永久 电极 夭 . 另 一 方面 , 若 它 
们 接近 于 立方 晶体 ,以 致 它们 的 矩 可 以 在 不 同方 向 转动 , 则 可 以 在 改变 外 电场 时 探测 到 电极 
矩 大 的 变动 .所 有 的 极 矩 都 翻转 过 来 了 ,因而 得 到 了 大 的 效应 . 凡 具 有 这 种 永久 电极 夭 的 物 
质 都 称 为 铁 电 体 , 它 取 名 于 首先 在 铁 中 发 现 的 相应 的 铁 磁 效 应 . 

我 们 愿意 通过 对 铁 电 材料 的 一 个 特殊 例子 的 描述 ,来 解释 铁 电 现象 是 如 何 产生 的 . 有 几 
种 方法 可 以 产生 铁 电 特 性 . 但 我 们 将 仅仅 讨论 其 中 
一 种 神秘 情况 一 BaTiO,. 这 种 材料 的 单 胞 具有 如 
草图 11-9 的 那 种 最 格 . 事实 证 明 ,在 某 个 温度 以 上 ， 
具体 地 说 即 在 118 人 以 上 ,BaTiO; 是 一 种 普通 电 介 
质 , 具 有 巨大 的 介 电 常量 . 然而 , 低 于 这 一 温度 , 它 会 
突然 具有 一 个 永久 电极 矩 . 

在 计算 固态 材料 的 极 化 时 ,我 们 必须 先 求 得 每 
个 元 胞 处 的 局 部 电场 . 同时 还 必须 将 自身 极 化 的 场 
也 计算 在 内 ,如 同上 面 处 理 液体 的 情况 那样 .但 晶体 
并 非 均匀 液体 ,因而 不 能 采用 在 一 个 球形 空 腔 里 可 
能 获得 的 那 种 局 域 场 . 如 果 你 对 该 晶体 进行 计算 ,就 
会 发 现在 式 (11. 24) 中 的 那个 因子 1/3 已 稍微 发 生 
了 变化 ,但 与 1/3 仍 相距 不 远 (对 于 简单 立方 晶体 来 oT OBa: 办: 

说 ,就 恰好 是 13). 因此 ,在 这 里 的 初步 讨论 中 ,我 们 加 uD, 的 一 小 六 注 席 汪 村 
将 假定 在 BaTiO, 中 这 个 因子 为 1/3. 上 填充 了 大 部 分 空间 ,但 为 了 看 起 来 清 
原来 当 我 们 在 上 面 写 出 式 (11. 28) 时 你 可 能 就 楚 起 见 , 仅 表 示 出 它们 的 中 心 位 置 
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已 怀疑 ,要 是 Na 变 成 大 于 3 那 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 似 乎 显 出 «会 变 成 负数 . 但 这 肯定 是 不 
对 的 . 让 我 们 来 看 看 ,要 是 在 一 特定 晶体 中 s 逐渐 增 大 会 出 现 什么 情况 . 当 a 变 大 时 , 极 化 跟 
着 增加 ,从 而 形成 了 一 个 较 强 的 局 域 电场 . 可 是 一 个 较 大 的 局 域 电 场 将 使 每 一 原子 的 极 化 增 
强 , 从 而 又 进一步 提高 了 局 域 电 场 . 假如 原子 的 “适应 性 "足够 大 , 则 这 一 过 程 会 继续 下 去 ;这 
里 有 一 种 反馈 作用 ,引起 了 极 化 的 无 限度 增长 一 一 假定 每 一 原子 的 极 化 始终 正比 于 场 而 增 
长 . 这 个 “失控 "条 件 发 生 在 Na = 3 时 . 当然 , 极 化 不 会 变 成 无 限 大 ,因为 感 生 极 矩 与 电场 之 
间 的 正比 关系 在 强 场 时 失灵 了 ,从 而 使 上 述 的 一 些 公 式 不 再 正确 . 真正 发 生 的 情况 ,是 在 晶 
格 中 已 “ 锁 住 " 了 一 个 自生 自 长 的 、 高 度 的 内 部 极 化 . 

在 BaTiO; 的 例子 中 ,除了 电子 极 化 之 外 ,还 有 相当 大 的 离子 极 化 . 这 可 认为 是 由 于 钛 
离子 在 立方 晶 格 中 会 稍微 移动 一 点 而 引起 的 . 不 过 晶 格 会 阻碍 大 的 运动 ,因而 当 钛 离子 已 移 
过 一 小 段 距离 后 , 它 就 被 堵 住 而 停止 不 动 . 但 这 时 晶 胞 却 已 把 一 个 永久 偶 极 矩 保留 下 来 了 . 

在 大 多 数 晶体 中 ,这 就 是 在 能 够 达到 的 各 种 温度 时 的 实际 情况 . 关于 BaTiO 的 这 个 十 
分 有 趣事 情 ,是 由 于 存在 这 么 一 个 灵敏 的 条 件 , 即 如 果 Na 只 减少 一 点 点 就 不 会 碰 到 困难 
了 .既然 N 是 随 温度 升 高 而 减少 的 一 一 由 于 热膨胀 的 缘故 一 一 我 们 便 能 够 通过 改变 温度 来 
调整 Na. 在 那 临 界 温度 之 下 它 才 恰好 被 固定 下 来 ,因而 一 一 通过 加 上 电场 一 一 就 很 容易 改 
变 极 化 并 把 它 锁 定 在 另 一 个 方向 上 . 

让 我 们 来 看 看 能 否 更 详细 地 对 所 发 生 的 事态 进行 分 析 . 就 把 Na 严格 等 于 3 的 那个 温 
度 叫 做 临界 温度 T.. 当 温度 升 高 时 ,由 于 晶 格 膨胀 ,N 就 减少 一 些 . 由 于 膨胀 很 小 ,所 以 我 们 
便 可 以 说 ,在 临界 温度 附近 


Na = 3—B(T—T.). (11. 30) 
式 中 8 是 一 个 小 的 常数 , 它 与 热膨胀 系数 的 数量 级 相同 ,或 者 约 等 于 10- 一 10-/C. 现 在 ， 
车 我 们 将 这 个 关系 代入 式 (11. 8) 中 , 便 可 以 得 到 


we—1= 3 一 BT 一 TI) 
B(T—T.)/3° 


由 于 已 假定 &T 一 T.) 比 1 小 ,因而 可 以 将 此 式 近似 地 化 成 


x—1= (11. 31) 


ee 
BAT—T.) 

当然 ,这 个 关系 式 仅 在 工 > T, 时 才 是 对 的 . 我 们 看 到 ,恰好 在 临界 温度 以 上 时 ,x 非常 
大 . 由 于 Na 那么 靠近 于 3, 因 此 就 有 一 个 巨大 的 放大 效应 ,使 介 电 常量 可 以 轻易 地 高 达 
50 000 至 100 000. 它 对 温度 也 非常 敏感 , 当 温 度 升 高 时 , 介 电 常量 与 温度 成 反比 地 降低 . 可 
是 ,与 偶 极 性 气体 的 情况 不 同 ,那里 的 x 一 1 与 绝对 温度 成 反比 ,而 对 于 铁 电 体 它 与 绝对 温度 
与 临界 温度 两 者 之 差 反 比 地 变化 (这 一- 定律 称 为 居 里 -外 斯 定律 ). 

当 我 们 把 温度 降 至 临界 温度 时 ,会 发 生 什么 情况 呢 ? 如 果 设 想 一 个 像 图 11-9 所 示 的 
那 种 单 胞 晶 格 , 便 会 见 到 有 可 能 选 出 沿 竖 直线 的 离子 链 . 在 这 些 链 中 ,有 一 种 是 由 彼此 相 
闻 的 氧 离 子 和 钛 离子 组 成 的 . 还 有 其 他 一 些 线 则 分 别 由 钢 离 子 或 氧 离子 构成 ,但 沿 这 些 
线 上 的 间隔 要 大 些 . 通过 想象 出 如 图 11-10(a) 所 示 的 一 系列 离子 链 我 们 便 可 以 作出 一 个 
简单 模型 来 模拟 这 种 情况 . 沿 着 我 们 所 称 的 主 链 ,其 中 离子 间隔 为 a, 等 于 晶 格 常量 的 一 
灶 ; 在 彼此 全 同 的 链 之 间 ,其 横向 距离 为 2a. 在 这 些 主 链 之 闻 还 有 一 些 不 那么 致密 的 链 ， 
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我 们 暂且 不 予 考虑 . 为 使 分 析 稍 微 简 单 些 ,我 们 也 将 假定 在 各 条 主 链 上 的 所 有 离子 完全 
相同 (这 不 是 一 种 极 粗略 的 简化 ,因为 所 有 一 切 重 要 效应 仍 会 出 现 . 这 是 理论 物理 的 技巧 


之 一 先 做 男 一 个 问题 ,因为 它 较 容易 解决 一 一 然后 ,在 已 经 理解 了 事情 怎样 进行 之 后 ， 
才 及 时 将 一 切 复杂 情况 都 放 进去 ). 


Wa 
r+ * 
Lo + 

4 

4 ¢ 
$ .+ 1 


(a) (b) 
图 11-10 关于 铁 电 体 的 模型 . (a) 相当 于 反 铁 电 体 ;(b) 相当 于 正常 铁 电 体 


-er -ee -er -er 
0 


现在 ,让 我 们 试 着 按照 上 述 模型 找 出 会 发 生 的 事情 . 我 们 假定 每 一 原子 的 偶 极 矩 为 p， 
并 希望 算出 链 中 一 个 原子 处 的 场 ,必须 求 出 来 自 其 他 各 原子 之 场 的 总 和 . 我 们 将 首先 算出 仅 


来 自 一 条 竖 直 链 中 各 侦 极 子 的 场 ,其 他 的 链 我 们 将 在 以 后 再 谈 . 沿 偶 极 子 轴 向 并 与 其 相距 为 
r 处 的 场 由 下 式 给 出 : 


i 
Ee Sh (11. 32) 
作用 于 任 一 个 特定 原子 上 的 、 由 那 上 下 两 个 等 距 偶 极 子 所 提供 的 场 ,方向 总 是 相同 ,因而 对 
于 整 条 链 来 说 ,我 们 就 得 到 : 
Es =4 公 训 "(2+ 和音 + 药 + 苹 +…)== 二 和 和. (11. 33) 

不 太 难 证 明 : 要 是 我 们 的 模型 像 一 块 完整 的 立方 晶体 一 一 也 就 是 说 , 若 近 邻 的 全 同 链 只 离开 
a 则 数值 0. 383 便 应 改 成 173. 换 句 话说 ,要 是 近邻 一 些 链 位 于 距离 a 处 ,这 些 链 对 整个 
和 的 贡献 也 不 过 是 一 0. 050 个 单位 . 然而 ,我 们 正在 考虑 的 近邻 一 条 主 链 却 在 2a 距离 处 ,而 
正如 你 可 回忆 第 7 章 那里 所 讲 的 ,来 自 一 个 周期 性 结构 的 场 乃 是 随 距离 作 指数 函数 式 衰减 
的 . 因此 ,这 些 链 的 贡献 将 远 比 一 0. 050 为 小 ,这 正好 使 我 们 可 以 略 去 所 有 其 他 链 的 贡献 了 . 

现在 ,应 当 找 出 要 使 失控 过 程 能 够 进行 必须 有 多 大 的 极 化 率 a. 假定 链 中 每 一 原子 的 感 
生 极 和 矩 p 正比 于 作用 在 它 上 面 的 场 ,如 式 (11.6) 所 示 . 利用 式 (11.33) ,就 可 从 Eu 获得 作用 
于 原子 上 的 、 使 其 极 化 的 场 . 因而 便 有 下 列 两 式 : 
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p:= ako 正 链 


0.383 
Ba- 
上 面 这 一 对 方程 有 两 个 解 :E 和 zp 均 为 零 ; 或 当 E 和 pp 均 为 有 限时 
«= T3683 
于 是 , 若 a 与 a/0. 383 同样 大 , 则 由 它 本 身 的 场所 维持 的 永久 极 化 便 将 开始 . 这 一 临界 等 式 
对 于 BaTiO, 来 说 ,必须 正好 在 温度 T. 时 达到 (注意 ,假如 a 高 于 弱 场 的 临界 值 , 则 在 强 场 
中 应 降低 ,而 在 平衡 态 我 们 已 找到 的 相同 等 式 仍 将 成 立 ). 

对 于 BaTiO; 来 说 ,间距 a 为 2 X 10-* cm, 因而 必然 预期 a = 21. 8 X10-? cms. 我 们 可 
以 把 它 与 单个 原子 的 已 知 极 化 率 做 比较 . 对 于 氧 , = 30.2X10-* cma , 看 来 我 们 是 对 头 的 ! 
但 对 于 钛 , = 2.4X 10 2 cms, 那 就 相当 之 小 .为 了 运用 上 述 模型 ,我 们 大 概 应 当 采 取 它 们 
的 平均 值 ( 本 来 也 可 再 度 就 相间 原子 的 那 种 链 进行 计算 ,但 结果 却 几 乎 相同 ). 因此 , a( 平 
均 ) =16. 3 X 10” cm?, 它 仍 未 达到 足以 提供 永久 极 化 的 程度 . 

但 请 等 一 等 ! 迄今 为 止 我 们 仅 对 电子 极 化 率 进行 了 相 加 . 此 外 ,还 有 由 于 钛 离子 移动 而 
引起 的 某 种 离子 性 极 化 . 我 们 只 需要 一 个 等 于 9.2 X10~* cms 的 离子 极 化 率 * (采用 相间 原 
子 所 进行 的 更 精密 的 计算 表明 实际 上 需要 的 是 11.9 X 10-* cm’ ). 要 理解 BaTiO, 的 特性 ， 
我 们 就 得 假定 有 这 人 么 一 种 离子 极 化 率 存在 . 

在 BaTiO; 中 ,为 什么 钛 离子 会 有 那么 大 的 离子 极 化 率 还 不 清楚 . 此 外 ,在 较 低 温度 时 ， 
它 在 没 体 对 角 线 和 在 沿 面 对 角 线 上 的 极 化 程度 为 什么 会 相同 ,也 不 明白 . 如 果 把 图 11-9 中 
各 球 的 实际 大 小 都 计算 出 ,并 问 在 由 钛 的 近邻 氧 离子 所 构成 的 箱子 中 钛 离子 是 否 会 有 点 儿 
松动 一 一 那 是 我 们 所 期 望 的 ,以 便 它 较 易 移 动 一 一 你 却 找到 完全 相反 的 结果 , 它 被 塞 得 很 
紧 . 那些 锅 原 了 就 有 点 儿 松 ,但 要 是 你 仅 让 它们 运动 , 则 算 不 出 那 种 结果 . 因此 ,你 会 看 出 ,这 
一 课题 实际 上 还 没有 百分之百 弄 清楚 ,仍然 存在 一 些 我 们 希望 了 解 的 奥秘 , 

回 到 图 11-10(a) 中 的 简单 模型 上 来 ,我 们 看 到 来 自 一 条 链 的 场 往 往 会 使 其 邻近 的 链 按 
相反 方向 极 化 ,这 意味 着 尽管 每 .一 条 链 会 被 锁 住 ,但 单位 体积 里 却 不 会 有 净 极 矩 (这 样 ,虽然 
不 会 有 外 部 的 电 效应 ,但 仍 存在 某 种 人 们 可 以 观测 到 的 热力 学 效应 )! 像 这 样 的 系统 确实 存 
在 ,并 称 为 反 铁 电 体 . 因此 ,我 们 刚才 所 解释 的 实际 上 乃 是 反 铁 电 体 . 然而 ,BaTiO, 确实 排列 
得 如 图 11-10(b) 那 样 .所 有 的 氧 钛 链 都 在 同一 个 方向 上 极 化 ,因为 它们 之 间 还 有 一 些 中 间 
链 存在 . 尽管 这 些 链 中 的 原子 并 不 是 非常 极 化 ,也 并 非 十 分 致密 ,但 仍 将 在 与 氧 钛 链 相 反 的 
方向 上 有 些 极 化 . 这 极 化 作用 在 近邻 一 条 氧 钛 链 上 所 产生 的 弱 场 就 会 促使 它 处 于 与 第 一 条 
链 相 平 行 的 方向 . 因此 ,BaTiO, 的 确 是 属于 铁 电 性 的 ,这 是 由 于 在 链 与 链 之 间 还 存在 一 些 原 
子 . 你 或 许 会 觉得 奇怪 :在 两 条 氧 钛 链 之 闻 的 直接 影响 又 该 会 怎么 样 呢 ?” 然 而 ,应 当 记 住 ， 
那 直 接 效 应 是 随 距离 按 指数 函数 减弱 的 . 强 偶 极 子 的 链 在 24 距离 上 的 效应 可 能 还 小 于 弱 偶 
极 子 的 链 在 a 距离 上 的 效应 , 

这 一 个 目前 我 们 对 于 气体 、 液 体 和 固体 的 介 电 常量 理解 的 相当 详尽 的 报告 就 此 结束 . 


* 按照 上 述 的 简单 平均 法 计算 ,这 个 数字 似乎 应 是 11. 0 x 10-* cms. 


译 者 注 


第 12 章 静电 模拟 


$12-1 相同 的 方程 组 具有 相同 的 解 


自 科 学 兴起 以 来 ,对 于 物理 世界 所 获得 的 知识 总 数 非常 繁多 ,任何 人 要 懂得 其 中 的 一 个 
相当 部 分 都 似乎 是 不 可 能 的 . 但 实际 上 一 个 物理 学 家 仍 很 有 可 能 掌握 有 关 物 理 世界 的 广泛 
知识 ,而 不 致 成 为 某 一 狭窄 范围 内 的 专家 . 这 里 面 有 三 重 原因 :第 一 ,有 一 些 重大 原理 可 以 应 
用 到 一 切 不 同 种 类 的 现象 上 去 一 一 诸如 能 量 以 及 角 动 量 的 守恒 原理 . 对 这 些 原理 的 透彻 理 
解 会 马上 导致 对 许多 东西 的 理解 . 其 次 ,有 这 么 一 个 事实 , 即 许多 复杂 现象 ,诸如 固体 在 受 压 
缩 时 的 行为 ,实际 上 基本 取决 于 电力 和 量子 力学 方面 的 力 ,所 以 如 果 人 们 理解 了 电学 和 量子 
力学 的 基本 规律 ,至少 对 发 生 于 复杂 情况 下 的 许多 现象 就 有 理解 的 可 能 . 最 后 ,还 有 一 个 最 
引信 注目 的 吻合 :对 于 多 种 不 同 物理 情况 的 方程 ,都 具有 完全 相同 的 形式 . 当然 ,符号 可 能 不 
同一 一 一 个 字母 代替 了 另 一 个 字母 一 一 但 方程 的 数学 形式 却 彼此 相同 . 这 意味 着 ,已 经 学 习 
了 一 个 学 科 ,我们 便 立 即 拥有 大 量 直接 而 又 精确 的 关于 另 一 门 学 科 的 方程 的 解 的 知识 . 

现在 ,我 们 已 结束 了 静电 学 这 一 科目 ,不 久 便 将 继续 学 习 磁 学 和 电动 力学 . 但 在 这 样 做 
之 前 ,我们 很 想 指 出 ,在 学 习 静 电学 的 同时 就 已 经 学 习 了 许多 其 他 学 科 . 我 们 将 发 现 ,静电 学 
的 方程 组 会 出 现在 物理 学 的 其 他 几 个 场合 .通过 对 解答 的 直接 转译 (当然 相同 的 数学 方程 组 
必定 具有 相同 的 解 ) ,就 有 可 能 像 在 静电 学 中 那样 同等 容易 一 一 或 同等 困难 一 一 地 去 解决 在 
其 他 方面 存在 的 问题 . 

我 们 知道 ,静电 学 方程 组 是 : 


V. (eB) = OE, (12. 1) 
0 
VxE=0. (12. 2) 


这 里 选取 了 含有 电介质 的 那 种 静电 学 方程 组 ,以 便 得 到 最 普遍 的 情况 . 同样 的 物理 内 容 也 可 
以 表达 为 另外 的 数学 形式 

一 一 Vyi; (12. 3) 

V. (xV$) i (12. 4) 


现在 问题 的 要 点 在 于 ,有 许多 物理 问题 其 数学 方程 都 具有 相同 形式 . 有 一 个 势 (#) 的 梯度 乘 
以 一 标量 函数 (x) ,该 积 的 散 度 等 于 另 一 标量 函数 (一 oje ). 

我 们 对 静电 学 所 知道 的 任何 东西 ,都 可 以 立即 转移 到 其 他 学 科 里 去 , 反 过 来 也 是 如 此 
(当然 ,这 是 一 种 双 行道 一 一 如 果 在 其 他 学 科 中 某 些 特定 性 质 为 已 知 , 则 我 们 也 可 把 这 种 知 
识 应 用 到 对 应 的 静电 学 问题 上 来 ). 下 面 我 们 要 考虑 一 系列 例子 ,它们 都 来 自 能 够 产生 这 种 
形式 的 方程 组 的 不 同学 科 . 
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$ 12-2 热流 ;无 限 大 平面 边界 附近 的 点 源 


以 前 (在 $ 3-4 中 ) 我 们 就 曾 讨论 过 一 个 例子 一 一 热流 . 设想 有 一 大 块 材料 , 它 无 需 均 
匀 , 也 可 以 是 在 不 同 地 方 含有 不 同 材质 ,而 其 内 部 温度 是 逐 点 变化 的 . 这 些 温度 变化 的 结果 
产生 一 股 热流 ,由 矢量 h 表示 ,这 代表 每 秒 通 过 垂直 于 流向 的 单位 面积 的 热量 .h 的 散 度 表 
示 热 量 从 该 区 域 单位 体积 离开 的 速率 : 


Yh 二 单位 时 间 内 从 单位 体积 流出 的 热量 . 


当然 ,本 来 也 可 以 将 此 式 写 成 一 积分 形式 一 一 正如 我 们 以 前 曾 在 静电 学 中 用 高 斯 定律 处 理 问 
题 那样 一 一 那 就 会 说 明 ; 通 过 一 个 面 的 通 量 等 于 材料 内 部 热能 的 变化 率 . 我 们 不 准备 自 找 麻 
烦 , 在 微分 与 积分 形式 之 间 把 方程 组 变 来 变 去 ,因为 这 种 变换 同 静电 学 的 变换 一 模 一 样 . 

在 各 个 地 方 热 的 产生 率 或 吸收 率 当然 依 问 题 的 不 同 而 异 . 例如 ,假设 在 材料 内 部 有 一 个 
热源 (也 许 是 一 个 放射 源 ,或 是 由 电流 加 热 的 电阻 器 ). 让 我 们 把 由 这 个 源 每 秒 在 单位 体积 中 
所 产生 的 热能 叫 作 s. 也 可 能 还 有 转变 成 体积 内 其 他 类 型 的 内 能 而 引起 的 热能 损失 (或 获 
得 ). 设 x 为 单位 体积 的 内 能 , 则 一 dx/dt 也 将 是 热能 的 一 个 “ 源 ". 于 是 我 们 便 有 


双 .下 一 5 一 于. (12.5) 


眼下 不 打算 讨论 其 中 事物 随时 间 变 化 的 完整 方程 ,因为 我 们 正在 做 静电 模拟 ,这 里 并 没 
有 什么 东西 与 时 间 有 关 . 我 们 将 仅仅 考虑 恒定 热流 问题 ,其 中 有 些 恒定 源 已 产生 了 一 个 平衡 
态 . 在 这 些 场合 下 ， 


V:.h=;. (12. 6) 


当然 ,还 必须 用 另 一 个 方程 来 描述 在 各 不 同 地 方 热 是 如 何 流动 的 . 在 许多 种 材料 中 , 热 
流 近似 地 正比 于 温度 对 位 置 的 变化 率 :温差 越 大 ,热流 越 强 , 正 如 我 们 曾经 见 到 的 ,热流 这 个 
矢量 与 温度 梯度 成 正比 . 比例 常数 K 称 为 热 导 率 , 它 代表 该 材料 的 一 种 性 质 . 


=— KvVvI. (12.7) 


如 果 材 料 的 导热 性 能 是 随地 点 而 改变 的 ,那么 K = K(z，>，z) 就 是 一 个 位 置 函数 [ 式 
(12.7) 并 不 如 表达 热能 守 便 的 式 (12.5) 那 么 基本 ,因为 前 者 依赖 于 物质 的 特性 ]. 现在 我 们 
若 把 式 (12.7) 代 入 式 (12. 6) 中 , 便 有 


V.: (KVT)=—;, (12. 8) 


这 与 式 (12. 4) 在 形式 上 完全 相同 . 恒定 热流 问题 与 静电 学 问题 相同 . 热流 矢量 h 对 应 电 

场 E, 而 温度 工 则 对 应 于 y. 我 们 已 经 注意 到 ,一 个 热源 会 产生 一 个 按 1/r 变化 的 温度 场 和 

一 个 按 1/r* 变化 的 热流 . 这 不 过 是 从 静电 学 方面 来 的 一 种 转译 , 即 一 个 点 电荷 会 产生 一 个 

按 1/r 变化 的 势 和 一 个 按 1/r? 变化 的 电场 . 一 般 说 来 ,我 们 能 够 跟 解决 静电 学 问题 那样 , 容 
易 地 去 解决 恒定 热流 问题 . 

“考虑 一 个 简单 例子 . 假设 有 一 个 半径 为 a、 温度 为 Th 的 圆 简 ,该 温度 由 简 内 所 产生 的 热 

维持 着 (这 可 能 是 一 根 载 电流 的 导线 ,或 一 根 其 中 有 蒸汽 正在 凝结 的 管道 ). 这 个 圆 简 外 面 覆 
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盖 着 一 层 绝缘 材料 的 同心 护 套 ,这 种 材料 的 热 导 率 为 K. 比方 说 ,这 绝缘 套 的 外 半径 为 56, 套 
外 的 温度 为 Tz[ 图 12-1(a)]. 我 们 要 找 出 该 导线 或 茹 汽 管 .或 在 其 轴 心 上 的 任何 东西 的 热量 
损失 率 . 设 由 长 度 为 工 的 一 段 管道 每 秒 所 损失 的 总 热量 为 G 一 一 这 就 是 我 们 要 尝试 去 求 的 . 

如 何 才能 求解 这 个 问题 呢 ? 我 们 已 有 了 上 述 微 分 方程 ,但 是 由 于 这 些 方程 和 静电 学 的 
相同 ,所 以 实际 上 就 已 解决 了 该 数学 问题 . 类 似 的 电学 问题 是 :一 个 半径 为 a 的 贺 简 形 导体 
处 于 势 风 ,与 处 于 势 风 ` 而 半径 为 上 的 另 一 个 圆 简 形 导体 分 别 隔 离 着 ,中间 填 充 了 一 层 同 轴 
的 电介质 材料 ,如 图 12-1(b) 所 示 , 现 在 既然 热流 h 对 应 于 电场 E ,我 们 所 要 求 的 量 G 就 对 
应 于 出 自 长 度 L 的 电场 通 量 ( 换 句 话说 ,对 应 于 在 长 度 二 ”上 的 电荷 除 以 o). 我 们 已 用 高 斯 
定律 解决 了 静电 学 问题 . 对 于 热流 问题 ,我 们 也 按照 相同 的 步骤 来 求解 . 


图 12-1 (a) 在 一 个 圆 简 状 几何 形体 中 的 热流 ;(b) 相应 的 电学 问题 


由 对 称 性 可 知 ,h 仅 取 决 于 与 轴 心 间 的 距离 x. 所 以 我 们 包围 管子 作 一 个 长 为 也 半径 为 
r 的 高 斯 圆柱 面 . 根据 高 斯 定律 ,我 们 知道 ,热流 乘 以 该 表面 的 面积 2rrL 便 应 等 于 其 内 部 
所 产生 的 总 热量 ,这 就 是 我 们 所 称 的 G: 


2xrLh = G 或 h= 区 元 (12. 9) 
热流 与 温度 梯度 成 正比 : 
hk =— KVT, 
或 者 在 这 种 情况 下 ,h 的 大 小 为 
dT 
h=—K Ty 
上 式 同 式 (12. 9) 一 起 给 出 
dT _ G 
dr 2xKLr’ Sy 
从 r= 二 a 至 r ==b 进行 积分 , 便 得 
Ts = Rit 和 (12.11) 


* 这 里 两 处 “长 度 L” ,在 原 书 中 都 作 “ 单 位 长 度 " ,我们 作 了 改正 . 一 一 译 者 注 
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解 出 G, 得 

a 2xKL(T, T;) 
ln(b/a) ” 

这 一 结果 完全 对 应 于 圆柱 形 电 容器 上 的 电荷 


pe 2 2 

问题 相同 ,因而 有 相同 的 解 . 我 们 根据 静电 学 知识 ,也 知道 一 根 隔 热管 道 损失 了 多 少 热 最 . 

现在 来 讨论 热流 的 另 一 个 例子 . 假设 我 们 要 知道 位 于 地 下 离 地 表 不 远 或 在 一 大 块 金属 表 
面 附近 的 一 个 点 热源 周围 的 热流 ,这 个 定 域 热源 也 许 是 一 个 在 地 下 爆炸 了 的 原子 弹 所 留 下 来 
的 一 个 强烈 热源 ,或许 相当 于 在 一 大 块 铁 中 的 一 个 小 小 放射 源 一 一 总 之 会 有 种 种 可 能 性 ， 

我 们 将 处 理 这 样 一 个 理想 化 的 问题 , 即 一 个 强度 为 G 的 点 热源 置 于 一 块 无 限 大 均匀 材 
料 一 一 其 热 导 率 为 K 一 一 的 表面 下 距离 为 4 的 地 方 . 我 们 将 忽略 材料 外 面 空气 的 热 导 率 ,而 
希望 求 得 这 块 材料 表面 上 的 温度 分 布 , 试问 在 材料 表面 上 正 对 热源 的 那 一 点 以 及 其 他 各 处 
的 温度 是 多 少 ? 

怎样 解决 这 个 问题 呢 ? 它 很 像 静 电学 中 这 样 一 个 问题 , 即 在 一 平面 边界 两 侧 存在 介 电 
常量 不 同 的 两 种 材料 . 啊 哈 ! 或 许 它 与 边界 附近 的 点 电荷 的 情况 相似 ,而 该 边界 处 在 电介质 
与 导体 或 类 似 的 某 些 东 西 之 间 . 让 我 们 来 看 看 ,该 表面 附近 的 情况 如 何 . 这 表面 的 物理 条 件 
是 ,h 的 法 向 分 量 为 零 ,因为 我 们 已 假定 没有 热量 流出 板 外 ,我 们 会 问 :在 我 们 做 过 的 哪 一 种 
静电 学 问题 中 会 有 这 样 的 条 件 , 即 在 表面 处 电场 E( 这 类 似 于 h) 的 法 向 分 量 为 零 . 不 会 有 
这 种 情况 ! 

这 是 一 件 务必 当心 的 事情 . 由 于 一 些 物理 原因 ,可 能 在 某 一 门 学 科 中 对 数学 条 件 产生 了 
某 些 限制 . 因此 , 若 我 们 仅仅 对 有 限 几 种 情况 的 微分 方程 进行 分 析 , 便 可 能 会 丢失 在 其 他 物 
理 情 况 下 能 够 发 生 的 某 些 类 型 的 解答 . 例如 ,没有 一 种 材料 的 介 电 常量 为 零 ,而 真空 的 热 导 
率 却 确实 等 于 零 . 所 以 对 于 完全 绝热 的 物体 , 竟 找 不 出 一 种 静电 的 类 似 物 来 ,然而 ,我 们 还 是 
可 以 采用 同样 的 方法 . 不 妨 试行 想象 ,假如 介 电 常 量 等 于 零 ,将 发 生 什么 情况 (当然 ,在 任 一 
种 实际 情况 中 , 介 电 常量 总 不 会 等 于 零 的 . 但 也 许 会 有 这 么 一 种 情况 , 即 其 中 有 一 种 材料 其 
介 电 常量 非常 高 ,使 得 我 们 可 以 略 去 外 面 空气 的 介 电 常量 ). 

如 何 去 找 出 与 表面 没有 垂直 分 量 的 那 种 电场 呢 ? 也 就 是 一 种 只 与 表面 相 切 的 电场 . 
你 会 注意 到 ,我 们 的 问题 与 在 一 平面 导体 附近 放置 一 个 点 电荷 的 问题 刚好 相反 . 那里 曾 
要 求 有 一 个 垂直 于 表面 的 场 ,因为 该 导体 全 都 处 于 相同 的 势 ,在 电 的 问题 中 ,我 们 通过 设 
想 在 导电 板 后 面 有 一 个 点 电荷 而 发 明了 一 种 解法 ,可 再 引用 那 同一 概念 . 试 挑选 一 个 “ 像 
源 ”, 那 将 会 自动 地 使 在 表面 上 场 的 法 向 分 量 为 零 . 这 种 解法 如 图 12-2 所 示 . 一 个 同 号 而 
又 等 强 的 像 源 被 置 在 该 表面 之 上 距离 为 a 处 ,将 使 场 始终 切 于 材料 表面 . 这 两 个 源 的 法 向 
分 量 互相 抵消 了 . 

这 样 ,我 们 的 热流 问题 就 得 到 了 解决 . 通过 直接 类 比 ,在 各 处 的 温度 与 两 个 相等 点 电荷 
产生 的 势 相同 . 放 在 无 限 大 媒质 中 一 个 单独 点 源 G, 在 距离 为 > 处 所 产生 的 温度 为 

G 


47 开 六 


G (12. 12) 


(12. 13) 
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当然 ,这 只 是 5 二 g/(4xer) 的 模拟 . 对 于 一 个 点 
源 来 说 , 若 加 上 它 的 像 源 ,所 产生 的 温度 就 是 
_ 6G G 
~ 4xKr, + dnxKr,’” 
上 式 给 出 在 大 块 材料 内 任 一 点 的 温度 .图 12-2 中 
表示 出 几 个 等 温 面 ,同时 也 显示 出 一 些 h 线 , 它 可 
以 由 h = 一 KVT 械 获得 . 

我 们 原来 的 问题 是 要 找 出 在 该 表面 上 的 温度 
分 布 .对 于 表面 上 离 轴 心 为 p 的 一 点 , 即 在 7; = 
rz 二 Vp 十 a 处 ,就 会 有 


到 (12. 14) 


1 2C 
T( 表 面 ) = tnR J TF 
这 一 函数 在 图 上 也 表示 了 出 来 .刚好 在 热源 正 上 
方 一 点 上 的 温度 自然 会 高 于 其 他 较 远 的 点 的 温 
度 . 这 是 地 球 物 理学 家 们 经 常 需要 加 以 解决 的 那 
类 问题 .我 们 现在 看 到 ,这 也 是 在 电学 方面 已 经 解 
决 了 的 同类 事情 . 


(12.15) 


0 a 2a P 


图 12-2 在 一 良 热 导体 表面 之 下 距离 为 
a 处 有 一 个 点 热源 ,在 其 周围 附近 所 产生 的 
热流 和 等 温 面 . 材料 外 面 显 示 的 是 一 个 像 源 


$12-3 绷 紧 的 薄膜 


现在 让 我 们 来 考虑 一 种 完全 不 同 的 物理 情况 ,不 过 它 会 再 次 给 出 相同 的 方程 . 设 有 一 橡 
胶 薄 层 一 一 一 张 瑛 一 一 铺 在 一 个 大 的 水 乎 构架 上 而 被 拉 紧 (如 一 张 鼓膜 ). 现在 假设 这 张 腊 
的 一 处 被 顶 起 ,而 在 另 一 处 被 压 下 ,如 图 12-3 所 示 . 对 于 这 个 表面 的 形状 我 们 能 够 加 以 描述 
吗 ? 即将 表明 , 当 膜 的 挠 曲 程度 不 太 大 时 ,这 一 问题 如 何 才能 解决 . 


图 12-3 一 橡胶 薄 层 铺 在 一 个 简 形 构架 上 而 被 
拉 紧 (如 一 张 交 膜 ). 如 果 在 该 薄 层 A 处 被 顶 起 ， 
而 在 中 处 被 压 下 ,这 个 表面 的 形状 如 何 ? 


NSS 


图 12-4 一 张 贿 紧 了 的 橡胶 薄 层 ,其 中 表面 


NR 
SS 
> 


张力 r 为 垂直 于 一 条 线 的 单位 长 度 的 力 
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由 于 膜 被 拉 紧 所 以 在 膜 内 就 会 有 力 存 在 . 要 是 在 任 一 处 造成 一 条 小 裂缝 , 则 裂缝 两 边 就 
会 彼此 互相 拉 开 ( 见 图 12-4). 可 见 在 薄 层 内 有 一 种 表面 张力 ,如 同 拉 紧 弦 线 中 的 一 维 张力 . 
对 于 如 图 12-4 所 示 的 那样 一 条 裂缝 ,刚刚 能 够 把 颖 的 两 侧 拉 在 一 起 的 单位 长 度 的 力 ,我 们 
定义 为 表面 张力 的 大 小 r. 

现在 就 来 观察 膜 的 一 个 垂直 截面 . 它 将 表现 为 一 个 弯曲 截面 ,如 图 12-5 所 示 . 设 x 为 膜 
离开 其 正常 位 置 的 垂直 方向 位 移 , 而 x 和 yy 则 分 别 代表 水 平面 上 的 两 个 坐标 (图 上 所 表示 
的 截面 平行 于 z 轴 ). 


试 考虑 长 度 为 Az 而 宽度 为 Ay 的 一 小 块 表 
面 . 由 于 表面 张力 ,所 以 将 会 有 作用 于 该 小 块 表 
面 每 一 边 的 力 . 图 上 边缘 1 上 的 力 将 是 mAy, 其 
方向 与 该 表面 相 切 一 一 也 就 是 与 水 平 线 成 9， 角 . 
边缘 2 上 的 力 将 在 角 0 的 方向 ,为 rzAy( 还 有 作 
用 于 该 小 块 表面 其 他 两 个 边缘 上 的 相似 之 力 , 但 
这 些 我 们 暂 不 子 理会 ). 从 1 与 2 两 个 边缘 作用 
图 12-5 被 挠 则 了 的 膜 片 的 横 截 面 于 该 小 块 表面 上 的 向 上 的 净 力 为 

AF = tAysin 0, — rt Aysin 0,. 


我 们 将 只 考虑 膜 的 小 畸变 ,也 就 是 小 斜率 范围 . 于 是 ,sin 9 便 可 用 tan 0 来 代替 ,而 tan 9 又 
可 写成 9u/9x. 因而 力 为 
9 9 
AF = [=( 半 = (¥), jey 


在 方 括号 内 的 量 也 同样 可 以 写成 (对 于 小 Ax 而 言 ) 


于 是 AF = 元 (* EE)ArAy. 


作用 在 其 他 两 个 边缘 上 的 力 对 AF 也 将 有 贡献 ,所 以 总 力 显 然 是 


AF = [去 (rz 下 + 范 (= 兴 )] azay (12. 16) 

该 鼓膜 之 挠 曲 是 由 外 力 引 起 的 . 让 我 们 设 f 为 由 外 力 引起 的 膜 上 单位 面积 的 向 上 的 

力 (一 种 “压强 "). 当 该 膜 处 于 平衡 状态 (静止 情况 ) 时 ,这 力 必须 被 刚才 所 算出 的 内 力 即 式 
(12. 16) 平 衡 掉 . 也 就 是 说 ， 


AF 


es 


于 是 式 (12. 16) 便 可 以 写成 

f=—V.:(rVu). (12. 17) 
其 中 ,V 目 前 所 指 的 当然 是 二 维 的 梯度 算 符 (avaz，avay). 我 们 就 有 一 个 把 w(z，y) 和 所 
施 力 f(z, y) 以 及 表面 张力 r(xz, y) 一 一 一 般 来 说 , 膜 中 的 rt 是 可 以 逐 点 改变 的 一 一 联系 
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起 来 的 微分 方程 (一 个 三 维 弹性 体 的 畸变 也 由 一 组 相似 的 方程 所 支配 ,但 我 们 将 专注 于 
二 维 的 情况 ). 我 们 将 仅仅 关心 表面 张力 + 在 整 张 膜 中 为 常数 的 那 一 种 情况 . 于 是 ,可 以 将 
式 (12. 17) 写 成 


Vn = 一 工 (12. 18) 


这 样 就 有 另 一 个 与 静电 学 相同 的 方程 了 ! 一 一 只 是 这 回 限制 在 二 维 上 . 位 移 w 对 应 于 
$, 而 fAr 对 应 于 pe. 所 以 无 论 是 对 于 无 限 大 的 平面 带电 板 .或 两 平行 长 导线 、 或 带电 的 圆 
简 形 导体 ,我们 所 做 过 的 一 切 工 作 , 均 可 直接 应 用 到 一 张 绷 紧 的 薄膜 上 . 

假设 我 们 在 膜 的 某 些 点 上 将 膜 推 到 一 定 高 度 一 一 也 就 是 说 ,在 某 些 点 上 把 值 固 定 下 
来 ,这 就 是 在 电 的 情况 下 ,在 各 对 应 地 方 有 一 个 特定 势 的 一 种 模拟 . 因此 ,比如 我 们 可 以 用 一 
个 与 简 形 导体 对 应 的 截面 形状 的 物体 把 膜 推 上 去 ,因而 形成 一 个 正 “ 势 ". 例如 ,车 我 们 用 一 
根 圆 棒 把 膜 推 上 去 ,该 表面 便 将 如 图 12-6 所 示 的 形状 . 高 度 u 与 一 带电 圆 棒 的 静电 势 风 相 
同 . 它 是 按 In(1《r) 下 降 的 (其 斜率 ,对 应 于 电场 EE, 将 按 1/r 下 降 ). 


图 12-6 一 张 绷 紧 的 橡胶 薄 层 用 一 根 圆 棒 推 上 去 时 的 横 截 面 .函数 x(z，y) 与 在 
一 根 很 长 的 带电 棒 附 近 的 电势 &z，y) 相 同 


一 张 崩 紧 的 橡胶 薄 层 ,往往 用 来 作为 一 种 从 实验 上 解决 复杂 的 电学 问题 的 途径 . 这 里 ， 
模拟 是 倒 过 来 用 了 ! 各 种 不 同 的 棒 和 杆 被 用 来 把 膜 推 至 对 应 于 一 组 电极 的 势 的 高 度 . 此 后 ， 
对 高 度 的 测量 就 能 给 出 在 电 情况 下 的 电势 . 这 一 种 模拟 甚至 被 发 展 得 更 远 . 如 果 将 一 些小 球 
放 在 膜 上 面 , 它 们 的 运动 会 近似 地 对 应 于 电子 在 相应 电场 中 的 运动 . 人 们 能 够 实际 上 观看 到 

“电子 "在 其 轨道 上 运动 . 这 一 方法 曾 被 用 来 对 许多 光电 倍增 管 (诸如 那些 用 在 闪烁 计数 器 上 

的 ,以 及 那些 用 于 控制 卡 迪 拉克 牌 汽车 的 车 前 灯光 的 ) 的 复杂 几何 图 形 进行 设计 . 这 一 方法 
目前 仍 被 采用 ,但 其 准确 度 却 是 有 限 的 . 对 于 最 准确 的 工作 ,更 好 的 是 通过 数值 计算 法 , 即 利 
用 大 型 电子 计算 机 把 场 求 出 来 . 


$ 12-4 中 子 扩散 ;均匀 媒质 中 的 均匀 球形 源 


我 们 取 另 一 个 会 给 出 同 种 方程 的 例子 ,这 回 得 同 扩散 打交道 了 ,在 第 1 卷 第 43 章 中 ,我 
们 曾经 考虑 过 离子 在 纯 气 体 中 的 扩散 ,以 及 一 种 气体 在 另 一 种 气体 中 的 扩散 . 这 一 次 让 我 们 
选取 一 个 不 同 的 例子 一 一 中 子 在 一 种 诸如 石墨 那样 的 材料 中 的 扩散 . 之 所 以 着 重 提 出 石墨 
( 碳 的 一 种 纯净 形式 ) ,是 因为 碳 并 不 会 吸收 慢 中 子 . 在 碳 中 ,中 子 能 够 自由 地 到 处 漂移 . 它们 
在 被 核 散射 而 偏转 至 一 个 新 的 方向 之 前 ,能够 平均 沿 直线 跑 过 几 厘 米 . 所 以 如 果 我 们 有 一 大 
块 石墨 一 一 每 边 有 许多 米 长 一 一 那么 最 初 在 某 处 的 中 子 就 会 扩散 至 其 他 地 方 . 我 们 想 要 找 
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出 能 对 它们 的 平均 行为 一 一 也 就 是 ,对 它们 的 平均 流动 一 一 所 做 的 一 种 描述 . 

设 N(xz, y, z)AV 代表 点 (zx, y, z) 处 体积 元 AV 中 的 中 子 数 . 由 于 运动 ,就 有 些 中 子 会 
离开 AV ,而 其 他 一 些 则 将 进入 . 若 在 一 个 区 域 里 有 比 其 邻 区 更 多 的 中 子 , 则 从 第 一 个 区 进 
入 第 二 个 区 中 的 中 子 比 起 返回 的 将 会 多 些 ,这 将 有 一 个 净 流 . 按照 第 1 卷 第 43 章 中 的 讨论 ， 
我 们 用 一 个 流 矢 量 了 来 描述 该 流动 . 它 的 zx 分 量 J, 就 是 单位 时 间 通 过 乖 直 于 z 方向 的 单 
位 面积 的 净 中 子 数 . 我 们 曾经 求 得 
aN 
9 工 ” 
式 中 扩散 系数 DD, 由 平均 速度 v 和 在 连续 两 次 散射 间 的 平均 自由 程 1 表达 的 关系 式 为 


三 小 
D= go: 


J: =—D (12, 19) 


因而 有 关 J 的 矢量 方程 便 是 
J =—DVN. (12. 20) 


中 子 流 经 任 一 个 表面 元 da 的 时 间 变 化 率 为 了 . nda (n 照例 指 单位 法 向 矢量 ). 于 是 ,从 

二 体积 元 流出 的 净 流 (根据 通常 的 高 斯 理论 ) 为 V .JdV. 这 一 流动 应 该 导致 在 AV 内 的 数目 

随时 间 而 减少 ,除非 有 些 中 子 正在 AV 中 产生 出 来 (通过 某 一 种 核 过 程 ). 车 在 该 体积 内 存在 

能 够 在 单位 时 间 单 位 体积 中 产生 出 S 个 中 子 的 源 , 则 流出 AV 的 净 流 将 等 于 (S 一 
9N/9t)AV. 这 时 我 们 就 有 

aN 


VvV.J=S— 


5 (12..21 


把 式 (12. 21) 和 (12. 20) 两 者 合并 , 便 得 到 中 子 扩散 方程 ; 


VY. (DYN) =- 5 一 史 . (12. 22) 
在 静止 一 一 即 其 中 3NMat = 0 一 一 情况 下 ,我 们 再 度 得 到 式 (12.4)! 可 以 利用 关于 静 
电学 的 知识 来 解决 中 子 的 扩散 问题 . 因此 ,就 让 我 们 来 解答 这 个 问题 . 你 们 可 能 会 奇怪 ;如果 
已 在 静电 学 中 解答 了 一 切 问 题 的 话 ,为 什么 还 要 再 来 求解 一 个 问题 ? 原因 是 ,这 回 我 们 能 够 
较 快 地 获得 解答 ,因为 静电 学 的 问题 已 经 解决 了 ! . 
假设 有 一 大 块 材料 ,其 中 中 子 一 一 比如 是 通过 铀 裂变 一 一 正在 从 一 个 半径 为 a 的 球形 
区 域 里 朝 各 方向 均匀 地 产生 出 来 (图 12-7). 我 们 想 要 和 弄 清楚 :各 处 的 中 子 密度 是 多 少 ? 在 
产生 中 子 的 区 域 里 中 子 的 密度 究竟 会 多 么 均匀 ? 在 源 中 心 处 的 中 子 密度 与 在 源 区 表面 上 的 
中 子 密度 的 比率 是 多 少 ? 要 找 出 这 些 答案 挺 容易 . 这 里 , 源 密度 5。 代替 了 电荷 密度 p, 因 而 
我 们 的 问题 与 具有 均匀 电荷 密度 的 球体 问题 相似 . 求 N 正如 同 求 势 $. 以 前 我 们 曾 计 算出 一 
个 均匀 带电 球体 的 内 场 和 外 场 ,对 这 些 场 取 积分 就 可 以 获得 势 . 在 球 外 ,电势 为 Q/(4xer)， 
其 总 电荷 Q 是 由 4xa?p/3 给 出 的 . 因此 


= C4_ 
9 gr (12. 23) 


对 于 球 内 各 点 ,那里 的 电场 仅仅 来 自 半径 为 的 球体 内 的 电荷 Q(r) , 亦 即 Q(r) = 4nrip/3， 
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图 12-7 (a) 在 一 大 块 石 昧 中 ,中 子 在 一 个 半径 为 a 的 球体 里 均匀 地 产生 
并 向 外 扩散 . 发 现 中 子 密度 N 为 离 源 心 距离 > 的 函数 . (b) 类 似 的 静电 情 
况 : 一 个 均匀 带电 球体 ,其 中 N 对 应 于 $, 而 J 对 应 于 EE 


因而 


E= 各 (12. 24) 
0 


这 个 场 随 着 增 大 线性 地 增 大 . 对 E 取 积分 便 可 得 到 $, 于 是 我 们 有 
由 到- 人 十 常数 . 


在 半径 a 处 ,$a 与 $% 必定 相等 ,因而 该 常数 就 应 当 是 oaz/(2e ) (假定 离 源 很 远 的 地 方 $ 等 
于 零 ,这 就 相当 于 那里 的 中 子 数 N 为 零 ). 因此 ， 


$y = pal -5). (12. 25) 
我 们 立即 就 知道 另 一 个 问题 中 的 中 子 密度 . 答案 是 
_ Sas 
N = Be (12. 26) 
和 
NA = 这 (车 -5). (12. 27) 


NN 作为 r 的 函数 如 图 12-7 所 示 . 

那么 , 源 心 与 边缘 的 密度 之 比 又 是 多 少 呢 ? 在 源 心 (r = 0 ) 处 ,密度 正比 于 3a?/2; 在 边 
缘 (r = a ) 处 ,密度 正比 于 2a*/2; 因 而 ,两 密度 的 比 为 3/2. 一 个 均匀 源 并 不 会 产生 均匀 的 
中 子 密度 . 你 看 ! 静电 学 的 知识 给 我 们 提供 了 关于 核反应 堆 物 理学 的 一 个 良好 开端. 

有 许多 物理 情况 ,其 中 扩散 起 着 重要 作用 . 例如 ,离子 在 液体 中 的 运动 ,或 电子 在 半导体 
中 的 运动 ,都 遵循 相同 的 方程 . 我 们 -- 次 又 一 次 地 和 这 种 相同 的 方程 式 打交道 . 
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$ 12-5 无 旋 流体 的 流动 ;从 球 旁 经 过 的 流动 


现在 让 我 们 考虑 一 个 并 非 十 分 完美 的 例子 ,因为 我 们 将 要 用 的 方程 式 不 会 真正 十 分 普 ; 
地 代表 该 主题 ,而 只 是 代表 一 种 入 为 的 理想 情况 .将 要 讨论 的 是 水 流 问题 . 对 于 绷 紧 的 薄膜 ,我 
们 的 方程 乃 是 一 种 近似 ,只 有 在 挠 曲 程 度 微小 时 才 正 确 . 在 有 关 水 流 的 讨论 中 ,将 不 做 这 种 近 
似 , 而 必须 做 出 一 些 与 实际 的 水 流 有 很 大 出 入 的 限制 条 件 . 我 们 将 仅仅 处 理 一 种 不 可 压缩 的 、 
无 黏 滞 性 的 ,而 又 无 环流 的 液体 的 定常 流动 情况 . 然后 ,就 将 速度 v(r) 作 为 位 置 = 的 函数 来 表 
达 该 流动 . 若 流 动 是 定常 的 (唯一 具有 静电 学 类 似 的 一 种 情况 ), 则 + 与 时 间 无 关 . 如 果 用 po 代 
表 该 流体 密度 , 则 pv 便 是 单位 时 间 通 过 单位 面积 的 质量 . 根据 物质 守恒 ,pv 的 散 度 一 般 将 是 单 
位 体积 内 材料 质量 的 时 间 变 化 率 . 我 们 将 假定 ,并 没有 任何 不 断 创造 或 消灭 物质 的 过 程 . 于 是 
物质 守恒 就 要 求 V .pv = 0 (一 般 说 来 , 它 应 当 等 于 一 9p/31, 但 由 于 我 们 的 流体 是 不 可 压缩 的 ， 
P 便 不 可 能 发 生变 化 ). 由 于 o 处 处 相同 , 故 可 将 其 分 离 出 来 ,因而 上 述 方程 就 不 过 是 
V.'v=0. 


好 ! 我 们 又 回 到 静电 学 (空间 不 存在 任何 电荷 ) 上 来 了 . 上 式 恰好 就 像 V .EE = 0. 然而 ， 
情况 并 非 那样 简单 ! 静电 学 并 不 仅仅 是 V. E = 0, 而 是 包括 一 对 方程 .单单 一 个 方程 不 能 
告诉 我 们 足够 多 的 东西 ,还 需要 另 一 个 方程 .为 了 同 静 电学 协调 起 来 ,我 们 还 需要 "的 旋 度 
为 零 . 但 这 对 于 实际 液体 来 说 ,并 非 普 遍 正确 . 大 多 数 液体 往往 会 产生 一 些 环流 . 所 以 我 们 就 
被 限制 在 没有 液体 环流 的 情况 . 这 样 的 流动 常 称 为 无 旋 流 动 . 不 管 怎样 , 若 我 们 作出 了 所 有 
这 些 假定 , 便 可 以 想象 出 类 似 于 静电 学 的 一 种 流体 流动 情况 . 因而 采取 

V:v=0 (12. 28) 
和 
Vxv= 0. (12. 29) 


我 们 要 强调 ,遵循 这 些 方程 的 液体 流动 只 是 一 些 特殊 而 远 非 普遍 的 情况 . 它们 是 表面 张 
力 、 可 压缩 性 和 黏 汪 性 都 必须 可 以 忽略 .而 又 可 以 假定 该 流动 是 无 旋 的 那么 一些 情况 . 这 
一 些 条 件 对 于 真实 水 的 适用 性 竟 是 如 此 之 少 ,以 致 数学 家 冯 “， 庶 伊 曼 曾 经 说 过 , 凡 对 式 
(12. 28) 和 (12. 29) 进 行 过 分 析 的 人 们 乃 是 在 研究 “ 干 水 ”"! 我 们 将 在 第 40 和 41 章 中 对 流体 
流动 的 问题 进行 更 详细 的 讨论 . 
由 于 VXv= 0, 因此 “ 干 水 ”的 速度 就 可 以 写成 某 个 势 的 梯度 : 
vy =—Vy. (12. 30) 


少 这 个 量 的 物理 意义 是 什么 ? 它 并 不 含有 任何 十 分 有 用 的 意义 . 速度 可 以 写成 为 势 的 梯度 ， 
仅仅 是 因为 该 流动 是 无 旋 的 . 而 根据 与 静电 学 的 类 比 ,y 就 称 为 速度 势 ,但 它 与 $ 不 同 ,与 势 
能 毫 无 关系 . 由 于 v 的 散 度 为 零 , 我 们 便 有 

V:(Vy)=YVy= 0. (12. 31) 


和 在 自由 空间 (p = 0) 里 的 静电 势 一 样 ,这 速度 势 y 也 服从 同样 的 微分 方程 . 
让 我 们 举 一 个 属于 无 旋 流动 问题 的 例子 ,并 看 看 能 否 通 过 学 过 的 方法 来 解决 它 . 考虑 穿 
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过 液体 下 落 的 球体 问题 . 如 果 它 降落 得 太 慢 , 则 我 们 所 忽略 的 籍 滞 力 就 会 十 分 重要 . 如 果 它 
落得 太 快 , 则 会 有 一 些小 洲 涡 ( 淇 流 ) 出 现在 其 尾部 ,而 在 水 里 就 会 有 一 些 环流 . 但 若 该 球体 
运动 得 既 不 太 慢 又 不 太 快 , 则 水 流 将 大 体 上 符合 我 们 的 那些 假设 ,这 样 才能 通过 那些 简单 方 
程式 来 描述 水 的 运动 . 


在 固定 于 球体 的 参照 系 中 来 描述 所 发 生 的 事情 很 | 
方便 .在 这 个 参照 系 中 ,我们 提出 这 样 一 个 问题 : 若 在 
离 球 很 远 的 地 方 水 均匀 流动 , 当 其 流 经 静止 球体 时 , 运 Pp hy 


动情 况 将 如 何 呢 ? 这 就 是 说 ,在 离 球 很 远 的 地 方 ,流动 
处 处 相同 . 但 在 球体 附近 的 流动 则 如 图 12-8 中 的 那些 
流 线 . 这 些 线 ,始终 平行 于 ,而 与 电场 线 相对 应 .我 们 
希望 得 到 有 关 这 一 速度 场 的 定量 描述 , 即 关 于 任 一 点 
P 的 速度 表示 式 . 

可 以 从 多 的 梯度 求 得 速度 ,因而 首先 就 要 算出 势 
来 . 我 们 需要 处 处 都 满足 式 (12. 31) 的 那 一 种 势 ,而 这 个 
势 也 应 满足 两 个 限制 条 件 :(1) 球 内 区 域 不 存在 流动 ;(2) 
在 远 距离 处 流动 是 稳定 的 . 为 了 满足 条 件 (1) ,垂直 于 球 
面 的 "分量 就 应 等 于 零 . 这 意味 着 ,在 r = a 处 ,ay《ar 为 
零 .为 了 满足 条 件 (2), 则 在 r 泡 a 的 所 有 点 上 ,必须 有 
9y/9z 二 w. 严格 说 来 ,并 没有 一 种 静电 情况 会 完全 对 应 于 我 们 的 问题 . 实际 上 它 对 应 于 把 一 
个 介 电 常量 为 零 的 球体 放置 在 一 个 均匀 电场 中 . 要 是 已 求 出 了 关于 介 电 常量 为 «的 球体 放 在 
一 均匀 场 中 的 问题 之 解 , 那 么 代入 x = 0 ,我 们 便 该 立即 获得 有 关 这 一 问题 的 解答 . 

实际 上 ,并 未 详细 算 过 这 个 特定 的 静电 学 问题 , 那 现 在 就 让 我 们 来 做 吧 ( 本 来 也 可 以 直 
接 用 vy 和 y 来 解决 流体 问题 的 ,但 仍 将 采用 EE 和 上 #$, 因 为 那 是 我 们 所 熟悉 的 ). 

问题 是 : 求 出 V'$ = 0 的 一 个 解 ,使 得 对 于 r 很 大 时 EE = 一 V#$ 为 一 常数 ,比方 说 E, ,而 
又 使 得 在 r = a 处 E 的 径 向 分 量 为 零 , 即 

a$ 
9r | ,~。 

我 们 的 问题 牵涉 到 一 种 新 的 边界 条 件 , 这 里 并 不 要 求 表面 上 的 #$ 为 常数 ,而 是 要 求 9p/a9r 
为 常数 . 这 样 一 来 ,情况 就 有 所 不 同 了 ,不 容易 立即 得 到 答案 . 首先 , 当 该 球体 不 存在 时 ,#$ 应 当 
是 一 Ez. 于 是 EE 应 该 沿 z 轴 方向 ,并 具有 一 个 大 小 不 变 的 及 . 原来 我 们 曾经 分 析 过 内 部 具有 
均匀 极 化 的 一 个 电介质 球 的 情况 ,而且 我 们 发 现在 这 种 均匀 极 化 球 内 部 的 场 乃 是 一 个 均匀 场 ， 
而 在 其 外 部 的 场 则 与 一 处 在 球 心 的 点 偶 极 子 的 场 相 同 . 因此 ,我 们 猜测 所 希望 得 到 的 解 为 一 个 
均匀 场 和 一 个 偶 极 子 场 的 得 加 . 因 偶 极 子 之 势 (第 6 章 ) 为 pz/(4ner ), 于 是 我 们 假定 


图 12-8 从 球 旁 流 过 的 无 旋 流体 的 
速度 场 


= 0. (12. 32) 


云 一 _pz_ 
» FEoz 十 ara， (12. 33) 


由 于 偶 极 子 场 按 1/r* 下 降 ,所 以 在 大 的 距离 处 我 们 便 恰 好 拥有 场 E。. 我 们 的 猜测 自动 满足 
了 上 面 的 条 件 (2). 但 该 偶 极 子 强度 请 取 何 值 呢 ? 为 求 得 这 个 值 , 我 们 可 利用 关于 #$ 的 另 一 
条 件 , 即 式 (12. 32). 必须 取 $ 对 7 的 微 商 ,但 这 当然 要 求 在 一 个 固定 的 角度 上 进行 ,因而 为 
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了 方 使 ,首先 就 得 用 r 和 9 而 不 是 用 z 和 vr 来 表达 #$. 由 于 z= rcos 0, 所 以 得 : 


多 一 一 Eorcos 0 十 Peosg. (12.34) 
0 


E 的 径 向 分 量 为 


— $+ Ecos0+ Ps0. (12. 35) 
Dr 2reor’ 


上 式 在 r = a 处 对 于 所 有 的 9 均 必须 为 零 . 若 取 为 
= 2xeoa’ Eo, (12. 36) 


那 就 确实 如 此 . 

要 小 心 注意 ! 如 果 式 (12. 35) 中 两 项 并 非 都 具有 相同 的 9 依赖 关系 , 则 不 会 有 可 能 选 得 
出 p 侧 使 式 (12.35) 在 x = a 处 对 一 切 角度 都 变 为 零 . 我 们 算出 的 结果 意味 着 ,在 写 出 式 
(12. 33) 时 的 猜测 是 聪明 的 . 当然 ,在 做 出 该 猜测 时 ,我 们 是 向 前 看 的 . 我 们 知道 将 需要 另 一 
项 , 它 将 会 :(a) 满 足 Vz = 0 (任何 真实 的 场 都 该 如 此 );(b) 依 赖 于 cos 9;(c) 并 在 大 的 + 处 
降 至 零 . 偶 极 子 场 就 是 唯一 能 满足 这 三 个 条 件 的 场 . 

利用 式 (12. 36) ,我 们 的 势 就 是 


$= 一 Ecos0(r+ 直 ). (12. 37) 
关于 流体 流动 问题 的 解 可 以 简单 地 写成 : 
y = 一 wcosg(r 十 和 区) (12. 38) 


从 这 个 势 求 v 很 方便 ,对 此 事 我 们 就 不 进一步 追究 下 去 了 . 
$ 12-6 照度 ;对 平面 的 均匀 照明 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 转 到 一 个 完全 不 同 的 物理 问题 上 去 一 一 上 在 显示 许多 不 同 的 可 能 
性 ,此 次 ,我 们 将 做 某 种 事情 , 它 所 导致 
的 积分 与 我 们 在 静电 学 中 所 求 得 的 积分 
类 型 相同 (如 果 我 们 有 一 个 数学 问题 会 
给 出 某 一 积分 ,而 它 若 就 是 以 前 解决 另 
一 问题 的 同一 积分 ,那么 我 们 对 于 该 积 
分 的 性 质 便 会 理解 一 些 ). 现在 就 从 照明 
工程 中 选取 一 个 例子 . 假设 有 一 光源 放 
在 一 平面 上 距离 为 a 处 . 该 面 上 的 照明 
情况 如 何 呢 ? 这 就 是 说 ,单位 时 间 到 达 
单位 表面 积 上 的 辐射 能 量 有 多 少 ( 见 图 

图 12-9 面 上 的 照度 1,。 代表 单位 时 间 到 达 单位 面积 12-9)? 假定 光源 是 球 对 称 的 ,以 致 从 一 
表面 上 的 辐射 能 切 方向 辐射 出 来 的 光 都 相等 . 这 时 ,通过 
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垂直 于 光 流 的 单位 面积 的 辐射 能 量 与 距离 的 平方 成 反比 . 显然 ,在 垂直 于 光 流 的 表面 上 , 光 
的 强度 与 点 电荷 源 产生 的 电场 具有 相同 的 公式 . 若 光 线 与 表面 的 法 线 成 一 角度 9 投射 到 表 
面 上 ,那么 1, 即 到 达 单 位 面积 表面 上 的 能 有 量 , 就 仅 有 cos 9 那么 大 了 ,因为 同样 的 能 量 落 在 
了 1/cos 9 倍 的 面积 上 . 如 果 我 们 称 光源 的 强度 为 S, 则 在 一 个 面 上 的 照度 1, 便 是 


1, = Se,.n. (12. 39) 


r 


式 中 ,e, 是 从 光源 向 外 的 单位 矢量 ;而 n 则 是 该 面积 的 单位 法 线 . 照度 I, 相当 于 从 一 强度 为 
4reS 的 点 电荷 所 产生 的 电场 的 法 向 分 量 . 明白 了 这 一 点 ,我 们 便 可 看 到 ,对 于 任 一 种 光源 分 
布 ,都 能 够 通过 求解 对 应 的 静电 学 问题 而 获得 答案 . 在 计算 电荷 分 布 所 产生 的 电场 在 一 平面 
上 的 垂直 分 量 时 ,我 们 就 是 按照 这 种 求 光源 * 对 一 平面 的 照度 的 方法 来 做 的 . 

试 考虑 下 述 例子 . 为 了 某 种 特定 实验 条 件 ,我 们 希望 使 台面 上 有 一 个 十 分 均匀 的 照明 . 这 
里 ,可 资 利用 的 是 一 些 沿 管 的 长 度 辐射 均匀 的 长 荧光 管 . 这 可 以 在 距 台面 为 z 处 的 天 花 板 上 安 
置 一 整 排 荧 光 管 对 我 们 的 台子 照明 . 如 果 我 们 要 求 台面 照度 均匀 ,比方 说 在 1% 的 起 伏 范 围 
内 , 则 所 选用 的 管 与 管 间 的 最 大 间隔 5 是 多 少 ? 答案 :(1) 求 相隔 为 5 的 均匀 带电 导线 栅 的 电 
场 ;(2) 计 算 电 场 的 垂直 分 量 ;(3) 找 出 5 应 多 大 才能 使 场 的 起 伏 不 超过 1%. 

在 第 7 章 中 我 们 曾 见 过 ,带电 导线 棚 的 电场 可 用 许多 项 之 和 来 表示 ,其 中 每 项 给 出 一 个 
周期 为 wz 的 正弦 变化 的 场 ,这 里 x 是 一 整数 . 任何 一 项 的 幅度 都 由 式 (7. 44) 给 出 : 


F, = Ae ™’, 


若 要 求 的 场 是 不 太 靠近 那 导线 杨 处 的 场 , 则 我 们 仅 需 考虑 = 1 的 情况 . 对 于 一 个 完整 的 解 
来 说 ,本 来 还 需 确定 整套 系数 A, ,而 这 我 们 还 未 曾 做 过 (尽管 是 简单 的 计算 ). 既然 我 们 只 要 
求 A, ,就 可 以 估计 出 它 的 大 小 约略 与 平均 场 相 同 . 于 是 该 指数 因子 就 会 直接 提供 关于 场 强 
变化 的 相对 幅度 . 如 果 希 望 这 个 因数 等 于 10-: , 则 将 得 出 5 应 为 0. 91z. 若 令 荧光 灯 管 间 的 
间隔 等 于 台面 至 天 花 板 距 离 的 3/4, 则 该 指数 因子 为 1/4 000 ,而 我 们 便 有 一 个 安全 系数 4， 
从 而 相当 肯定 地 会 使 照明 在 1%‰ 的 范围 内 保持 恒定 不 变 ( 准 确 的 计算 表明 ,A, 实际 上 两 倍 
于 平均 场 ,因而 严格 的 答案 是 5 = 0. 8z). 对 于 这 么 一 个 均匀 照明 ,所 容许 的 管 间距 离 竟 会 
如 此 之 大 ,多 少 有 点 令 人 惊奇 . 


$ 12-7 自然 界 的 “基本 统一 性 ” 


在 这 一 章 中 ,我 们 希望 证 明 , 在 学 习 静 电学 的 过 程 中 你 们 已 同时 学 习 了 怎样 去 处 理 物理 学 
中 的 其 他 许多 课题 ,而 正 是 由 于 这 一 点 ,我 们 才 有 可 能 在 有 限 的 岁月 里 学 习 几 乎 全 部 物理 学 . 

可 是 , 当 这 样 的 讨论 结束 时 肯定 会 浮现 出 一 个 问题 :为 什么 从 不 同 现象 所 得 到 的 微分 方 
程 竟 会 如 此 相似 呢 ? 我 们 也 许 会 说 :“ 那 是 自然 界 的 基本 统一 性 . "但 这 指 的 到 底 是 什么 呢 ? 
这 样 一 个 命题 本 来 能 具有 什么 意义 ? 简 而 言 之 , 它 意味 着 不 同 现象 有 着 彼此 相似 的 方程 组 ， 


* ”由 于 我 们 所 谈 的 是 关于 非 相 于 光源 ,它们 的 强度 就 总 是 线性 地 相 加 ,因此 模拟 的 电荷 将 始终 带 有 相 
同 符号 . 并 且 ,我 们 的 模拟 仅 适用 于 到 达 一 块 不 透明 面 上 的 光 能 ,因而 在 我 们 的 积分 中 只 需 计 算 照 射 于 该 
面 上 的 光源 (自然 不 包括 该 面 下 面 的 其 他 光源 ). 
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当然 这 时 我 们 还 未 给 出 任何 解释 .“ 基 本 统一 性 "也 许 指 的 是 ,任何 东西 都 由 同一 种 材料 构 
成 ,因而 便 应 服从 同样 的 方程. 这 听 起 来 是 一 个 完满 的 解释 ,但 让 我 们 深思 一 下 ,静电 势 . 中 
子 扩散 、 热 流 一 一 是 否 确实 在 与 同一 种 材料 打交道 ? 我 们 能 否 真 的 想象 出 那 静电 势 在 物理 
上 上 全 同 于 温度 ,或 全 同 于 粒子 密度 ? 肯定 的 是 ,$ 不 会 恰好 与 粒子 的 热能 相同 ;鼓膜 的 位 移 
肯定 不 像 温度 . 既然 这 样 ,为 什么 还 会 有 “一 种 基本 统一 性 " 呢 ? 

事实 上 ,对 各 种 不 同 科目 的 物理 学 加 以 更 密切 的 考察 就 会 证 实 ,那些 方程 式 并 非 真 的 全 
同 .对 于 中 子 扩散 所 找到 的 方程 只 是 一 种 近似 , 当 我 们 观察 的 距离 比 自由 程 大 时 ,以 上 近似 
才 有 效 . 如 果 更 细致 地 进行 观察 , 便 会 看 到 各 个 中 子 正在 各 处 跑 动 . 各 个 中 子 的 运动 ,肯定 完 
全 不 同 于 我 们 从 微分 方程 解 出 的 那 种 连续 光滑 的 变化 . 该 微分 方程 只 是 一 种 近似 ,因为 我 们 
曾经 假定 中 子 在 空间 是 连续 分 布 的 . 

是 否 这 就 是 关键 所 在 ? 是 否 一 切 现象 所 共有 的 东西 就 是 空间 , 即 藉以 建立 物理 学 的 一 
种 构架 ? 只 要 东西 在 空间 里 相当 平滑 ,那么 所 牵涉 到 的 重要 事情 就 将 是 某 些 量 相对 于 空间 
中 位 置 的 变化 率 . 这 就 是 为 什么 我 们 总 是 获得 一 个 有 梯度 存在 的 方程 . 微 商 必 定 以 梯度 或 散 
度 的 形式 出 现 ;由 于 物理 定律 与 方向 无 关 , 所 以 它们 必然 表示 成 矢量 的 形式 .静电 学 方程 组 
就 是 人 们 所 能 获得 的 、 仅 含有 各 个 量 的 空间 微 商 的 、 最 简单 的 矢量 方程 组 ,任何 其 他 简单 问 
题 一 一 或 复杂 问题 的 简化 一 一 看 起 来 都 应 当 像 静电 学 那样 .所 有 问题 的 共同 点 是 :它们 全 都 
涉及 到 空间 ,以 及 我 们 总 是 用 简单 的 微分 方程 来 模拟 实际 的 复杂 现象 

由 此 引导 到 另 一 个 有 趣 问 题 . 这 同样 的 讲法 对 静电 学 方程 组 是 否 也 可 能 是 对 的 呢 ? 它 
们 是 否 也 只 有 作为 实际 上 复杂 得 多 的 微观 世界 的 一 种 理想 化 的 模拟 才 是 正确 的 呢 ? 客观 
(物质 ) 世 界 是 否 可 能 由 一 些 仅 在 极 微小 距离 上 才能 看 得 见 的 X 子 组 成 的 呢 ? 而 在 测量 过 
程 中 我 们 是 否 可 能 总 是 在 那么 大 的 尺度 上 进行 观察 ,以 致 不 能 见 到 这 些小 X 子 .这 才 是 所 
以 会 得 到 那些 微分 方程 的 根 由 ? 

现在 最 完整 的 电动 力学 理论 ,的 确 会 在 十 分 短 的 距离 上 碰 到 困难 . 因此 ,在 原则 上 这 些 
方程 可 能 是 某 些 事情 的 理想 化 模型 . 它们 在 小 至 约 10-“cm 的 距离 上 仍 显示 正确 ,但 此 后 就 
开始 显得 不 对 了 . 可 能 会 有 某 种 迄今 还 未 被 发 现 的 内 部 “机 制 ", 而 这 种 内 部 复杂 性 的 一 些 细 
节 被 表面 上 看 来 理想 的 那些 方程 隐藏 起 来 了 一 一 正如 在 那 种 “理想 "的 中 子 扩散 现象 中 一 
样 . 但 还 没有 人 系统 地 提出 过 克服 那 种 困难 的 成 功 理论 . 

相当 奇怪 的 是 :事实 表明 (基于 我 们 完全 不 清楚 的 原因 ) ,相对 论 和 量子 力学 按照 我 们 所 
知 的 方式 结合 起 来 ,似乎 已 不 允许 有 一 个 基本 上 不 同 于 式 (12.4) 的 方程 ,而 同时 又 不 会 引起 
某 种 矛盾 的 那 种 发 明 . 不 仅仅 是 与 实验 不 符合 ,而 且 还 是 一 种 内 部 矛盾 , 例如 :对 所 有 可 能 会 
发 生 的 各 种 情况 的 概率 之 和 不 等 于 1 ,或 能 量 有 时 可 能 会 出 现 为 复数 的 那 种 预言 ,或 其 他 与 
此 类 似 的 某 种 荒 廖 设想 . 迄今 还 没有 人 能 够 创立 一 种 电学 理论 ,使 得 在 其 中 Vz# = 一 oo 被 
理解 成 对 深 一 层 机 制 的 一 种 理想 化 近似 ,而 又 不 会 最 终 引导 到 某 一 种 雇 论 上 去 . 然而 ,还 必 
须 补充 说 明 : 若 假定 V'$ = 一 p/ 在 所 有 不 论 多 么 小 的 距离 上 都 正确 , 则 会 导致 它 本 身 的 芒 
廖 (一 个 电子 的 电能 为 无 限 大 ) 一 一 即 迄 今 还 没有 谁 仅 得 怎样 摆脱 这 些 廖 论 的 影响 . 
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$13-1 磁 场 


作用 于 一 电荷 上 的 力 不 仅 取决 于 它 的 位 置 , 而 且 还 取决 于 它 运动 的 速度 . 空间 每 一 点 可 

由 两 个 能 确定 作用 于 电荷 上 的 力 的 矢量 来 做 标志 . 首先 ,电力 提供 了 与 电荷 运动 无 关 的 一 部 
分 力 , 我 们 用 电场 来 描述 它 ;其 次 , 另 一 部 分 力 , 称 为 磁力 , 那 是 有 
赖 于 电荷 的 速度 的 . 磁力 还 具有 一 种 奇怪 的 方向 特性 :在 空间 任 一 
特定 点 上 ,这 力 的 方向 和 大 小 均 取决 于 该 粒子 的 运动 方向 . 在 任 一 
时 刻 , 这 力 总 是 垂直 于 速度 矢量 ;并 在 任 一 特定 点 上 ,这 力 又 总 是 与 
空间 中 某 一 固定 方向 成 直角 ( 见 图 13-1); 而 且 , 力 的 大 小 是 与 垂直 
于 这 一 规定 方向 的 速度 分 量 成 正比 的 . 所 有 这 一 切 行为 都 能 由 一 个 
定义 为 磁场 矢量 的 B 来 加 以 描述 . 这 个 矢量 不 仅 在 空间 规定 出 唯一 
方向 ,并 且 还 规定 力 与 速度 成 正比 的 那个 比例 常数 ,从 而 写 出 磁力 
为 mw XB. 于 是 ,作用 于 电荷 上 的 总 电磁 力 就 可 以 写成 
图 13-1 作用 于 一 运 


F= qa(E+vXB). (13.1) ” 动 电荷 上 与 速度 有 关 


i 的 那 一 部 分 力 ,与 "及 
这 称 为 洲 板 准 雄 ee 5 的 方向 都 成 直角 . 

磁力 可 用 一 根 磁 棒 靠近 一 阴极 射线 管 而 轻易 地 加 以 演示 .电子 。 也 与 垂直 于 下 的 ， 的 
束 的 偏转 ,表明 磁铁 的 存在 产生 了 一 个 作用 于 电子 而 与 其 运动 方向 。 分 量 ( 即 vin 0) 成 并 比 
成 直角 的 力 , 如 同 在 第 1 卷 第 12 章 中 我 们 曾 描述 过 的 那样 . 


磁场 四 的 单位 显然 是 1 NsC-:m-:!. 这 同一 单位 也 是 1 Vsm-:. 它 也 称 为 1 Wbm-:， 
$13-2 电流 ;电荷 守恒 


我 们 首先 考虑 怎样 来 理解 磁力 对 载 流 导线 的 作用 . 为 此 ,我们 先 给 所 谓 电流 密度 下 个 定 
义 . 电流 是 电子 或 其 他 电荷 的 净 漂移 或 净 流动 所 形成 的 运动 . 我 们 可 用 一 个 矢量 来 表达 这 一 
种 电荷 流动 ,这 矢量 给 出 每 单位 时 间 通 过 垂直 于 流动 的 单位 面积 元 的 电荷 量 (正如 我 们 对 于 
热流 所 曾 做 过 的 那样 ) ,我 们 称 之 为 电流 密度 ,并 用 矢量 了 来 表示 , 它 的 方向 沿 着 电荷 运动 的 
方向 . 如 果 在 材料 中 某 处 取 一 小 面积 AS, 则 单位 时 间 流 经 该 面积 的 电荷 量 为 


j*nAS, (13.2) 


式 中 n 是 垂直 于 AS 的 单位 矢量 . 
这 电流 密度 与 电荷 的 平均 流动 速度 有 关 . 假设 有 一 个 电荷 分 布 , 它 的 平均 运动 就 是 一 个 
速度 为 v 的 漂移 . 当 这 一 分 布 通过 一 面积 元 AS 时 ,在 At 时 间 内 流 经 该 面积 元 的 电荷 Ag, 等 
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于 包含 在 一 个 底面 为 AS 高度 为 vAt 的 平行 六 面体 内 
的 电荷 ,如 图 13-2 所 示 . 这 个 平行 六 面体 的 体积 就 是 
AS 在 垂直 于 "方向 上 的 投影 乘 以 vAt, 若 再 乘 以 电荷 
密度 p, 就 将 给 出 Ag. 这 样 ， 


Ad = pv » nASAL. 
于 是 单位 时 间 通 过 的 电量 为 pv . nAS, 由 此 可 得 
j= py. (13.3) 


如 果 该 电荷 分 布 是 由 单独 的 电荷 .比方 说 电子 组 


图 13-2 如 果 具 有 密度 为 p 的 电荷 分 成 的 ,其 中 每 个 电荷 各 具有 电量 g, 并 以 平均 速度 ， 运 
布 以 速度 ” 移动 , 则 单位 时 间 流 经 AS 动 , 则 电流 密度 为 
的 电荷 为 pw :nAS 


j= Nav， (13. 4) 


式 中 N 为 单位 体积 的 电荷 数目 . 
单位 时 间 通 过 任 一 个 面 S 的 总 电量 称 为 电流 它 等 于 通过 该 面 的 所 有 面 元 的 流 的 法 
向 分 量 的 积分 


1= |j + nds (13.5) 


( 见 图 13-3). 


图 13-3 流 过 S 面 的 电流 1 为 |/ . nds 图 13-4 jn 对 整个 闭合 面 的 积分 ,等 于 
内 部 总 电荷 Q 的 变化 率 


从 闭合 面 S 流出 来 的 电流 工 代 表 电 荷 从 面 S 所 包围 的 体积 V 内 离开 的 速率 . 物理 学 的 
一 个 基本 定律 为 :电荷 是 不 灭 的 ; 它 永 不 消失 也 永 不 被 创造 .电荷 能 够 从 一 处 移 至 另 一 处 ,但 
却 从 未 出 现 过 无 中 生 有 的 情况 . 我们 说 电荷 是 守恒 的 . 如 果 有 一 个 净 电流 从 一 个 闭合 面 流 
出 , 则 其 内 部 的 电荷 就 应 相应 地 减少 (图 13-4). 因此 ,我 们 能 够 将 电荷 守恒 律 写成 


。 __d 
| “ndS =— (Qa). (13. 6) 
内 部 电荷 则 可 以 写成 电荷 密度 的 体积 积分 : 


Qn = ee pdy. (13.7) 
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如 果 应 用 式 (13. 6) 于 一 个 小 体积 AV ,那么 我 们 便 知道 左边 的 积分 为 Vy : jAV. 其 中 的 
电荷 为 pAV ,因而 电荷 守恒 律 也 可 以 写成 


vj =—32 (13. 8) 
(再 一 次 是 高 斯 数学 !). 
$ 13-3 ”作用 于 电流 上 的 磁力 


现在 我 们 准备 求 磁 场 作用 于 一 载 流 导线 上 的 力 . 电流 由 以 速度 " 沿 导线 运动 的 带电 粒 
子 组 成 . 每 一 个 电荷 都 感受 到 一 个 横向 力 
F=avxB 


[图 13-5(a)]. 如 果 单 位 体积 含有 N 个 这 样 的 电荷 , 则 在 导线 的 一 个 小 体积 AV 内 的 数目 为 
NAV. 作用 于 AV 上 的 总 磁力 AF 等 于 作用 在 各 电荷 上 之 力 的 总 和 , 即 是 ， 
AF = (NAv)(gv x B). 
但 Naqv 恰好 就 是 了 ,因而 
AF = j Xx BAV (13.9) 
[图 13-5(b)]. 作用 于 单位 体积 的 力 为 j Xx B. 


图 13-5 作用 于 一 载 流 导 线 上 的 磁力 等 于 对 各 个 运动 电荷 作用 力 的 总 和 


如 果 在 一 根 截面 为 A 的 导线 中 , 流 经 导线 的 电流 是 均匀 的 , 则 可 取 截 面 为 A 而 长 度 为 
AL 的 一 段 柱 体 作为 体积 元 . 于 是 
AF = j Xx BAAL. (13. 10) 
现在 就 可 以 把 jA 叫 作 导线 中 的 电流 矢量 1( 它 的 大 小 为 导线 中 的 电流 ,而 其 方向 则 是 沿 着 
导线 ). 这 样 ， 
AF 一 了 X 有 AL. (13.11) 
因此 作用 于 单位 长 度 导线 上 的 力 为 工 X 了 3. 
上 式 显示 了 一 个 重要 结果 , 即 由 于 导线 内 电荷 运动 而 作用 于 导线 上 的 磁力 , 仅 取决 于 总 
电流 ,而 与 其 中 每 一 粒子 所 带 的 电荷 量 一 一 甚至 连 符号 ! 一 一 都 无 关 . 作用 于 磁铁 附近 导线 
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上 的 力 , 通 过 观察 接 通 电流 时 线 的 偏转 不 难 加 以 演示 ,正如 在 第 1 章 中 所 曾 描 述 过 的 那样 
( 见 图 1-6). 


$ 13-4 恒定 电流 的 磁场 ;安培 定律 


我 们 已 经 看 到 ,诸如 在 由 一 磁铁 所 产生 的 磁场 存在 的 情况 下 ,就 有 力作 用 于 导线 上 . 从 
作用 等 于 反作用 这 一 原理 出 发 ,我 们 也 许 会 期 望 , 当 导 线 中 有 电流 通过 时 应 当 有 一 个 力作 用 
于 磁场 之 源 , 也 即 作用 于 磁铁 上 “*. 确实 有 这 样 的 力 存在 ,这 可 由 一 根 置 于 载 流 导线 附近 的 
磁 针 的 偏转 而 见 到 . 原来 我 们 知道 ,磁铁 会 感受 到 来 自 其 他 磁铁 的 作用 力 , 因 而 这 就 意味 着 ， 
当 导 线 中 有 电流 时 ,这 导线 本 身 就 会 产生 磁场 . 于 是 ,运动 电荷 确实 会 产生 磁场 . 现在 我 们 愿 
意 尝试 找 出 确定 这 种 磁场 如 何 产 生 的 规律 . 问题 是 :给 出 电流 后 , 它 能 形成 什么 样 的 磁场 ? 
对 这 一 问题 的 解答 由 实验 上 的 三 个 决定 性 实验 和 安培 在 理论 上 所 做 的 辉煌 论证 而 确定 了 下 
来 .我 们 将 绕 过 这 一 有 趣 的 历史 进程 ,而 只 是 简单 地 说 说 大 量 实验 事实 已 经 证 实 了 麦克 斯 韦 
方程 组 的 有 效 性 . 我 们 将 把 它们 作为 起 点 . 若 在 这 些 方程 中 省 略 含有 时 间 微 商 的 那些 项 , 则 
可 得 到 关于 静 磁 学 的 方程 组 : 


V.:B=0 (13..12) 
和 


VxB= i. (13.13) 
60 


这 些 方程 仅 在 一 切 电 荷 密度 都 恒定 ,一切 电流 都 稳 恒 ,使 得 电场 和 磁场 都 不 随时 间 而 变 一 一 
一 切 场 都 呈现 “静止 "状态 一 一 时 才 正 确 . 

应 当 指 出 ,认为 有 像 静 磁 情况 这 么 一 种 东西 是 相当 危险 的 ,因为 毕竟 总 得 有 电流 才能 获 
得 磁场 一 一 而 电流 则 只 能 来 自 运动 着 的 电荷 . 因此 ,“ 静 磁 ”" 只 是 一 种 近似 , 它 指 的 是 拥有 大 
量 运 动 电荷 .而 我 们 又 可 将 其 近似 成 定常 流动 的 一 种 特殊 的 动力 情况 . 只 有 这 样 才能 谈论 一 
种 不 随时 间 而 变 的 电流 密度 j. 这 一 题目 应 当 更 准确 地 称 为 关于 恒定 电流 的 研究 . 假定 所 有 
的 场 都 恒定 ,我们 从 那 完 整 的 麦克 斯 韦 方 程 组 (2. 41) 中 省 略 了 一 切 含有 3E/9t 和 3B/at 之 项 
后 , 便 可 获得 上 面 两 个 方程 式 (13. 12) 和 (13. 13). 并 注意 :由 于 任何 矢量 旋 度 的 散 度 均 必须 
等 于 零 ,所 以 式 (13. 13) 便 要 求 Y .了 = 0. 根据 式 (13. 8), 这 只 有 在 3p/91 为 零 时 才 正 确 . 但 
如 果 巨 不 随时 间 而 变 , 这 便 是 必然 的 了 ,因而 我 们 的 一 些 假设 都 是 一 致 的 . 

V .jj = 0 这 一 要 求 的 含意 是 ,只 能 容许 在 首尾 相连 的 路 线 中 才 有 流动 着 的 电荷 . 例如 ， 
它们 可 以 在 构成 一 个 完整 回路 一 一 称 为 电路 一 一 的 导线 中 流动 . 当然 ,这 种 电路 可 以 包含 维 
持 电荷 流动 的 发 电机 或 电池 组 . 但 不 容许 包括 正在 被 充电 或 放电 的 电容 器 (当然 ,我 们 以 后 
还 将 推广 到 包括 那些 动态 场 , 但 目前 打算 先 讨 论 较 简单 的 恒定 电流 情况 ). 

现在 ,让 我 们 来 看 看 式 (13. 12) 和 (13. 13) 的 含意 如 何 . 第 一 个 式 子 说 明 B 的 散 度 为 零 . 
拿 它 与 静电 学 中 的 类 似 方 程 .E = pve 作 比 较 ,就 可 以 断定 ,不 会 有 电荷 的 磁 类 似 物 , 即 没 
有 能 从 中 产生 出 好 线 的 磁 薛 . 如 果 我 们 用 矢量 场 B 的“ 线 "来 考虑 , 则 这 些 线 将 永远 不 可 能 
突然 出 现 , 也 永远 不 可 能 终止 . 那么 ,它们 是 从 哪里 来 的 呢 ? 在 有 电流 的 地 方 磁场 才 会 


* 然而 ,我 们 不 久 将 见 到 ,这 样 的 假定 对 于 电磁 力 一 般 是 不 正确 的 . 
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“出 现 ”; 它 们 有 一 个 正比 于 电流 密度 的 旋 度 . 无 论 哪里 有 电流 ,那里 就 有 构成 回路 的 磁力 
线 环绕 着 该 电流 . 由 于 B 线 无 始 无 终 ,这些 线 便 经 常 能 够 儿 绕 回来 以 形成 闭合 回路 . 但 也 
有 B 线 不 是 简单 闭合 回路 的 那些 复杂 情况 . 可 是 ,无 论 情况 如 何 ,它们 永远 不 会 有 从 一 些 
点 上 散发 出 去 . 迄今 为 止 ,还 没有 发 现 过 磁 荷 ,因而 V .B= 0. 这 一 结果 ,不 仅 对 于 静 磁 场 
正确 ,甚至 对 于 动态 场 也 始终 正确 . 

B 场 与 电流 的 关系 包含 在 式 (13. 13) 中 . 这 里 有 一 个 新 的 情况 与 静电 学 大 不 相同 ,在 那 
里 我 们 曾 有 过 VXE = 0. 这 个 方程 意味 着 EE 环绕 着 任 一 闭合 回路 的 线 积分 为 零 : 


中 E.ds=0. 
回路 


这 一 结果 是 由 斯 托 克 斯 定理 得 到 的 ,该 定理 说 : 
任 一 个 矢量 场 沿 任 一 闭合 曲线 的 线 积分 ,等 于 该 
矢量 旋 度 的 法 向 分 量 的 面积 分 (对 以 该 闭合 回路 
为 其 边缘 的 任何 表面 求 积 分 ). 把 同样 这 个 定理 
应 用 于 磁场 矢量 并 利用 在 图 13-6 上 所 示 的 那些 
符号 , 则 可 得 


|s “ds= [cv X 有 8) .ndS.， (13.14) 


图 13-6 8B 切 向 分 基 的 线 积分 等 于 VXB 法 
由 式 (13. 13) 取 B 的 旋 度 后 , 便 有 向 分 量 的 面积 分 


4 徊 .= 二 | ,ndS， (13. 15) 
(oC JS 


根据 式 (13. 5) ,对 j 的 积分 即 是 通过 S 面 的 总 电流 工 由 于 是 对 恒定 电流 来 说 的 ,所 以 通过 S 
面 的 电流 与 该 面 的 形状 无 关 , 仅 仅 要 求 该 面 由 一 曲线 所 包围 ,因而 人 们 往往 说 成 是 “ 穿 过 下 
回路 的 电流 ”. 这 样 ,我 们 就 有 一 个 普遍 定律 :围绕 任何 闭合 曲线 的 B 的 环流 ,等 于 穿 过 该 回 
路 的 电流 工 除 以 ooc: : 

$a “ds = a. (13. 16) 
这 一 定律 叫 安培 定律 一 一 在 静 磁 学 中 的 作用 与 高 斯 定律 在 静电 学 中 的 作用 相同 . 但 是 
只 有 安培 定律 仍 不 能 由 电流 确定 B. 一 般 说 来 ,还 必须 用 到 又 . 8 = 0. 然而 ,正如 我 们 将 在 
下 一 节 中 见 到 的 ,在 具有 某 些 简单 对 称 性 的 特殊 情况 下 仍 可 以 用 它 来 求 磁场 


$ 13-5 直 导 线 与 螺 线 管 的 磁场 ;原子 电流 


通过 求 出 一 根 导线 附近 的 磁场 ,我 们 能 够 举例 说 明 安 培 定律 的 应 用 . 我 们 要 问 : 在 一 条 
圆 形 截面 的 长 直 导 线 外 面 的 场 如 何 ? 我 们 将 假定 某 种 东西 , 它 可 能 不 十 分 明显 .但 无 论 如 何 
却 是 真 的 : 即 B 的 场 线 以 闭合 贺 周 环绕 着 该 导线 . 如 果 我 们 做 出 这 一 假定 ,那么 安培 定律 ， 
即 式 (13. 16) , 便 会 告诉 我 们 场 有 多 强 . 根据 这 一 问题 的 对 称 性 ,在 导线 的 一 个 同心 圆 上 的 所 
有 各 点 ,B 就 具有 相同 的 大 小 ( 见 图 13-7). 于 是 ,我 们 能 够 很 容易 地 算出 B. ds 的 线 积分 ,只 
不 过 是 恕 乘 以 该 圆周 罢了 . 设 ~ 为 圆周 半径 , 则 
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Pp. ds = B. 2rr. 


穿 过 该 回路 的 总 电流 就 是 导线 中 的 电流 了， 
因而 


B: Sar = -5, 
《0C 


或 
1 2T 


B= (13.17) 
4rkoc2 7 


磁场 的 强度 与 ~ 反比 地 逐渐 减弱 ,~ 是 与 导线 轴 
心 的 距离 . 倘若 我 们 乐意 ,也 可 把 式 (13. 17) 写 成 
矢量 形式 . 记 住 8 与 1 和 rr 两 者 都 垂直 ,因而 有 


= 2I1 X e: 
dneoc 7 “ 


我 们 已 将 因子 1/(4rec: ) 提 了 出 来 ,因为 它 经 常会 出 现 . 值得 记 住 的 是 ,这 一 因子 准确 
地 等 于 10 (在 mkg' s 制 中 ), 因 为 一 个 像 式 (13. 18) 那 样 的 方程 式 是 用 来 定义 电流 单位 
安培 的 . 在 距离 1 A 电流 1 m 远 处 的 磁场 为 2 X 10-” Wbm-:. 

由 于 电流 产生 了 磁场 ,所 以 它 也 将 施 力 于 附近 另 一 根 同样 载 有 电流 的 导线 上 .在 第 1 章 
中 ,我 们 就 曾 描述 过 作用 于 两 载 流 导线 间 的 力 的 一 个 简单 演示 ,如 果 两 导线 互相 平行 , 则 每 
根 导 线 将 垂直 于 由 另 一 导线 所 产生 的 磁场 . 当 两 电流 处 在 相同 方向 时 ,两 线 将 互相 吸引 ; 当 
电流 的 方向 相反 时 , 则 两 线 互 相 排 斥 . 

让 我 们 举 另 一 个 例子 , 它 也 可 以 用 安培 定律 来 加 以 分 析 ,只 要 我 们 加 进 关于 场 的 某 种 知 
识 .假设 有 一 个 长 导线 圈 绕 成 的 紧密 螺旋 线 , 其 两 种 截面 如 图 13-8 所 示 . 这 样 的 线圈 称 为 螺 
线 管 . 从 实验 上 我 们 观察 到 : 当 一 螺 线 管 相对 于 其 直径 十 分 长 时 , 则 管 外 的 场 与 管内 的 场 相 
比 将 十 分 微小 . 仅仅 利用 这 一 事实 ,再 加 上 安培 定律 , 便 可 以 求 出 管内 场 的 大 小 . 


图 13-7 在 载 有 电流 1 的 一 根 长 自 导 线 外 
面 的 磁场 


(13. 18) 


图 13-8 长 螺 线 管 的 磁场 


由 于 场 存在 其 里 面 (而 且 散 度 为 零 ) ,那么 表示 它 的 一 些 场 线 就 必然 平行 于 管 轴 , 如 图 
13-8 所 示 . 假定 这 是 事实 , 便 可 利用 图 上 所 示 的 那 条 矩形 “曲线 "来 运用 安培 定律 . 这 条 回 
路 先 在 螺 线 管内 沿 着 那里 的 场 ,例如 Bo , 行 了 一 段 距 离世 ,然后 垂直 于 场 而 行 ,再 沿 着 管 外 
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回来 ,而 那里 的 场 则 可 以 忽略 . 对 于 这 么 一 条 曲线 ,B 的 线 积分 正好 是 BoL, 而 它 应 当 等 于 
1/(we?) 乘 以 穿 过 本 的 总 电流 ,如 果 在 长 度 为 L 的 螺 线 管 上 共有 N 三 的 话 , 则 总 电流 为 NI. 
这 样 ,我 们 就 有 

BL = 这. 


oc 


或 者 , 若 令 ”为 单位 长 度 螺 线 管 的 臣 数 ( 即 x = NAL ) , 则 得 


B, = 开 (13. 19) 


7。 
oC 


当 到 达 螺 线 管 一 端 时 ,B 线 会 怎么 样 呢 ? 大概 的 情形 是 :它们 多 少 有 点 散 开 ,并 儿 回 到 
另 一 端 , 再 进入 螺 线 管 ,如 图 13-9 所 示 的 那样 . 像 这 样 的 场 恰好 就 是 在 一 条 形 磁铁 外 面 所 观 
察 到 的 . 但 磁铁 到 底 是 什么 东西 ? 我 们 的 方程 表 
明 ,B 来 自 电 流 . 可 是 我 们 知道 ,一 条 普通 铁 棒 ( 既 
没有 电池 组 也 没有 发 电机 ) 也 能 产生 磁场 . 你 也 许 
会 期 望 , 在 式 (13. 12) 或 (13. 13) 的 右边 还 应 有 其 
他 一 些 项 来 代表 “磁铁 密度 "或 诸如 此 类 的 量 ,但 
是 却 没 有 这 样 的 项 . 我 们 的 理论 说 : 铁 的 磁 效 应 乃 
来 自 某 些 内 部 电流 ,而 这 些 电 流 则 已 用 j 的 项 来 
对 付 了 . 

从 基本 观点 上 看 ,物质 是 十 分 复杂 的 一 一 正 
如 我 们 以 前 在 试图 理解 电介质 时 所 见 到 的 那样 . 
为 了 不 致 扰乱 目前 的 讨论 ,我 们 打算 以 后 再 来 详 
细 处 理 像 铁 那样 的 磁性 材料 的 内 部 机 制 . 暂时 你 
们 得 接受 所 有 磁性 都 来 自 电流 ,而 在 永 磁体 中 就 图 13-9 在 螺 线 管 外 面 的 磁场 
有 永久 性 的 内 部 电流 存在 . 对 铁 来 说 ,这 些 电流 来 
自 绕 其 本 身 的 轴 自 旋 的 电子 . 每 一 电子 既然 带 有 这 样 的 自 旋 , 便 相当 于 一 个 小 环行 电流 . 当 
然 ,一 个 电子 不 会 产生 多 么 大 的 磁场 ,但 在 通常 一 块 物质 中 就 有 无 数 亿 个 电子 .平常 它们 都 
在 作 自 旋 并 各 自 指向 任意 方向 ,因而 没有 任何 净 效应 发 生 . 奇迹 出 现在 密 密 几 种 像 铁 那 样 的 
物质 中 ,其 中 有 相当 大 一 部 分 电子 会 绕 相同 方向 的 轴 自 旋 一 一 对 铁 来 说 ,每 一 原子 中 就 有 两 
个 电子 参加 这 种 协同 运动 . 在 一 块 条 形 磁铁 中 会 有 许 许多 多 个 电子 全 都 在 同一 方向 自 旋 , 因 
而 ,正如 我 们 将 会 见 到 的 ,其 总 效应 就 相当 于 环绕 该 磁 棒 表面 的 电流 (这 与 我 们 以 前 对 电 介 
质 所 发 现 的 情况 很 相似 一 一 即 一 块 均匀 极 化 的 电介质 相当 于 在 其 表面 上 有 电荷 分 布 ). 因 
此 ,一 根 磁 棒 与 一 螺 线 管 等 价 并 不 是 偶然 的 . 


$ 13-6 ”磁场 与 电场 的 相对 性 


当 我 们 在 前 面 提 及 作用 于 电荷 上 的 磁力 与 其 速度 成 正比 时 ,你 也 许 会 奇怪 :“ 什 么 速度 ? 
相对 于 哪个 参照 系 ?” 事 实 上 ,从 本 章 开头 所 给 出 的 有 关 B 的 定义 就 已 经 很 清楚 ,这 个 矢量 
是 什么 取决 于 我 们 选取 哪 一 个 参照 系 来 规定 电荷 的 速度 . 但 关于 哪 一 个 才 是 规定 磁场 的 合 
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适 参照 系 ,我 们 还 未 说 过 什么 ， 
事实 证 明 ,任何 一 个 惯性 系 都 可 以 .我 们 也 将 看 到 ， 磁 和 电 并 不 是 互相 独立 的 东西 ， 它们 
必须 永远 作为 一 个 完整 的 电磁 场 结合 在 一 起 . 虽然 在 静止 情况 下 ,麦克 斯 韦 方程 组 会 分 成 性 
质 不 同 的 两 对 ,其 中 一 对 是 关于 电 方面 ,而 另 一 对 则 关于 磁 方面 ,在 这 两 种 场 之 间 并 没有 明 
显 联系 ,然而 ,在 自然 界 内 部 它们 之 间 却 有 一 个 起 因 于 相对 性 原理 的 十 分 密切 的 关系 . 从 历 
史上 看 ,相对 性 原理 是 在 麦克 斯 韦 方程 组 之 后 才 发 现 的 . 事实 上 , 正 是 对 于 电 和 磁 的 研究 才 
最 终 导 致 爱 因 斯 坦 对 相对 性 原理 的 发 现 . 但 是 让 我 们 且 来 看 看 ,如 果 假 定 相对 性 原理 可 
以 一 一 的 确 是 可 以 一 一 应 用 于 电磁 学 方面 的 话 , 则 关于 磁力 相对 论 知识 会 告诉 我 们 些 什么 
假定 我 们 想 一 想 ,如 图 13-10 所 示 ， 
一 个 负电 荷 以 速度 w 平行 于 一 根 载 流 
导线 而 运动 ,将 会 发 生 的 情况 . 我 们 试图 
理解 在 如 下 两 种 参照 系 中 正在 进行 的 事 
态 :一 个 系统 相对 于 导线 固定 ,如 图 (a) 
所 示 ; 而 另 一 个 系统 则 相对 于 粒子 固定 ， 
如 图 (b) 所 示 . 我 们 将 第 一 个 参照 系 叫 作 
S, 而 第 二 个 参照 系 叫 作 S 
在 S 系 中 ,显然 有 一 磁力 作用 于 该 
粒子 上 . 这 力 指向 导线 ,所 以 若 该 电荷 
做 自由 运动 , 则 应 该 看 到 它 会 向 导线 方 
面 靠 拢 . 但 在 S' 系 上 ,就 不 会 有 任何 磁 
力作 用 于 该 粒子 ,因为 它 的 速度 为 零 , 
图 13-10 从 两 个 参照 系 上 去 看 一 根 载 流 导 线 与 一 个 
答 9 的 相 万 作用 .ta) 在 5 素 上 ,导线 是 和 上 的 ;0b) 在 。 因此 , 它 是 否 将 停留 在 那里 呢 ? 在 这 两 
S' 系 上 ,电荷 是 静止 的 个 参照 系 上 ,我 们 会 看 到 不 同 的 事态 发 
生 吗 ? 相对 性 原理 理应 说 明 ,在 S 系 我 
们 也 该 看 到 粒子 会 向 导线 方面 靠拢 . 必须 尝试 去 理解 ,为 什么 会 发 生 这 样 的 事情 . 
现在 我 们 回 过 头 来 对 一 载 流 导 线 中 的 原子 进行 描述 . 在 诸如 铜 一 类 的 通常 导体 中 ,电流 
来 自 某 些 负 电子 一 一 称 为 传导 电子 一 一 的 运动 ,而 正 的 核电 荷 以 及 其 余 电子 则 都 在 材料 里 
保持 不 动 .我 们 令 传 导电 子 的 密度 为 p- ,在 S 系 中 它们 的 速度 为 v. 在 S 系 中 ,那些 静止 不 
动 的 电荷 密度 为 p* ,这 必须 等 于 po- 的 负 值 ,因为 我 们 正在 考虑 的 是 一 根 不 带电 的 导线 . 这 
样 在 导线 之 外 便 不 会 有 电场 ,因而 作用 于 该 运动 粒子 上 的 力 正好 是 


F = gvo。 XB. 


利用 式 (13. 18) 中 我 们 所 求 得 的 结果 , 即 离 导线 轴 心 ~ 处 的 磁场 ,我 们 可 以 断定 ,作用 于 
该 粒子 上 的 力 指向 导线 而 具有 量 值 ; 


1_ .2lgvo 
dneoc’ r “ 


利用 式 (13.4) 和 (13. 5) ,电流 工 可 以 写成 p- vA, 其 中 A 是 导线 的 截面 积 . 于 是 
F=—1 .2%- Avvo (13. 20) 


4Tkoc r 
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我 们 可 以 继续 处 理 任意 速度 ”和 ze 的 普遍 情况 ,但 考察 粒子 速度 w 与 传导 电子 速度 v 
相等 的 那 种 特殊 情况 ,只 会 更 好 . 因此 ,我 们 就 写成 w = w 而 式 (13. 20) 则 变 成 


2 
RR (13. 21) 
2no 7 Cc 


现在 我 们 把 注意 力 转移 到 在 S' 系 中 所 发 生 的 情况 ,那里 粒子 静止 不 动 而 导线 则 以 速率 
v( 和 朝向 图 的 左 方 ) 从 旁 跑 过 . 那些 跟着 导线 跑 的 正 电荷 将 在 该 粒子 上 造成 某 一 磁场 B'. 但 粒 
子 现在 是 静止 的 ,因而 就 没有 磁力 作用 于 其 上 了 ! 如 果 有 任何 力作 用 于 该 粒子 上 , 则 它 必然 
来 自 电场 ,必定 是 那 根 正 在 运动 着 的 导线 已 产生 了 电场 . 但 它 所 以 能 够 这 样 只 有 它 表现 出 带 
工 电 一 一定 是 一 根 载 流 的 中 性 导线 运动 时 才 会 表现 出 带 了 电 . 

我 们 必须 对 此 仔细 检查 . 应 当 尝试 从 S 系 中 所 已 知 的 导线 里 的 电荷 密度 算出 在 S' 系 中 
导线 内 的 电荷 密度 ,人 们 起 初 也 许 认 为 它们 相同 . 可 是 我 们 知道 ,长 度 在 S 与 S" 之 间 是 改变 
的 ( 见 第 1 卷 第 15 章 ), 从 而 体积 也 将 起 变化 . 由 于 电荷 密度 有 赖 于 电荷 所 占 的 体积 ,因而 密 
度 也 将 发 生变 化 . 

在 我 们 对 S' 系 中 的 电荷 密度 做 出 决定 以 前 ,必须 知道 一 群 电子 正在 运动 时 它们 的 电荷 
会 发 生 什么 情况 . 我 们 知道 ,一 个 粒子 的 表 观 质量 按 /V1 一 Vc? 变化 . 是 否 它 的 电荷 也 要 
做 某 种 相似 变化 ? 不 ! 无 论 动 还 是 不 动 ,电荷 总 是 一 样 的 . 否则 我 们 便 不 会 始终 都 观测 到 总 
电荷 守恒 了 . 

假设 我 们 取 一 块 材料 ,比方 说 一 块 导 体 , 它 原本 是 不 带电 的 . 现在 我 们 把 它 加 热 . 由 于 电 
子 与 质子 的 质量 不 同 , 所 以 它们 速度 改变 的 数量 将 会 不 同 . 假如 粒子 的 电荷 有 赖 于 携带 该 电 
人 荷 的 粒子 的 速率 , 则 在 这 么 一 块 加 了 热 的 导体 中 ,电子 和 质子 的 电荷 便 不 再 平衡 了 , 一 块 材 
料 当 加 了 热 之 后 就 该 变 成 带电 的 了 . 正如 以 前 我 们 曾经 见 到 的 ,在 一 块 材料 中 所 有 电子 的 电 
荷 若 发 生 微小 变化 就 会 引起 巨大 的 电场 . 这 样 的 效应 却 从 未 观测 到 . 

并 且 , 我 们 还 可 以 指出 ,在 物质 中 电子 的 平均 速率 与 其 化 学 成 分 有 关 . 假如 电子 的 电荷 
会 随 速率 变化 , 则 在 一 块 材料 中 的 净 电荷 将 在 化 学 反应 中 有 所 变化 . 通过 一 种 直接 计算 又 能 
够 证 明 : 即 使 电荷 对 速率 仅 有 一 个 十 分 微小 的 依存 关系 ,也 会 从 最 简单 的 化 学 反应 中 产生 出 
巨大 的 电场 来 . 但 从 没有 这 种 效应 被 观测 到 ,因而 我 们 得 出 结论 :单个 粒子 的 电荷 与 其 运动 

因此 ,一 个 粒子 所 带 的 电荷 9 是 一 个 不 变 标 量 ,与 参照 系 无 关 . 这 意味 着 ,在 任 一 参照 
系 ,由 电子 分 布 的 电荷 密度 恰好 就 正比 于 单位 体积 中 的 电子 数目 . 我 们 只 需 关 注 这 么 一 个 事 
实 : 体 积 可 以 由 于 距离 的 相对 论 性 收缩 而 发 生 改 变 . 

现在 ,我 们 把 这 些 概念 应 用 于 正在 运动 的 那 根 导线 . 如 果 取 长 度 为 L。 的 一 段 导 线 , 其 中 
静止 电荷 具有 密度 po , 则 它 将 含有 总 电荷 Q = poL。A。. 如 果 同 样 这 些 电 荷 是 在 一 个 以 速度 
v 运动 着 的 不 同 参 照 系 中 被 观测 的 , 则 它们 均 会 在 一 段 较 短 的 长 度 


L= LVl— ve (13. 22) 


的 材料 上 被 找到 . 但 面积 A。 却 依旧 不 变 (因为 垂直 于 运动 的 尺度 不 会 改变 ) ,参见 图 13-11. 
若 把 电荷 在 其 中 运动 着 的 那个 参照 系 中 的 电荷 密度 叫做 p, 则 总 电荷 Q 将 是 LA4。. 这 也 必 
定 等 于 pL。A ,因为 在 任 一 参照 系 中 电荷 总 是 一 样 的 ,所 以 pL = pl, 或 根据 式 (13. 22) ， 
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ene 


(a) 


图 13-11 如 果 处 于 静止 的 带电 粒子 的 一 个 分 布 具有 电荷 密度 m , 则 从 一 个 以 相对 速度 v 运 动 着 的 参 
照 系 来 看 ,同样 的 电荷 将 具有 密度 wm/ V1 一 767 


= (13. 23) 


A 
在 一 个 运动 着 的 电荷 分 布 中 ,其 电荷 密度 的 变化 情况 ,就 像 一 个 粒子 的 相对 论 性 质量 那样 
现在 我 们 将 这 一 普遍 结果 应 用 于 导线 中 的 正 电荷 ,这 些 电荷 在 S 参照 系 中 是 静止 的 . 
然而 在 S' 系 中 ,导线 以 速率 v 运动 ,因而 正 电荷 密度 就 会 变 成 ， 
4 Ar 
sy 13. 24 
《 Vli—v/c \ . 
负电 荷 在 S' 系 上 是 静止 的 ,因而 在 这 一 参照 系 中 它们 具有 “ 静 密度 ”po , 即 在 式 (13. 23) 
中 , po 二 p'-. 由 于 当 导线 静止 时 , 即 在 S 系 中 ,负电 荷 的 速率 为 v, 因 而 它们 具有 密度 p-. 于 
是 对 于 传导 电子 来 说 ,我 们 便 有 


p- 
_ = 一 一 一 一 (13. 25 ) 
《 V1— wv/ 
或 
p= pMi— vw/e. (13. 26) 


现在 我 们 就 能 够 明白 ,为 什么 在 S' 系 中 会 有 电场 一 一 因为 在 这 一 个 参照 系 上 导线 里 拥 
有 净 电 荷 密度 p ,其 为 
p = p++p-- 
利用 式 (13. 24) 和 (13. 26), 便 得 
p= Ee +p-vVl—v/e. 
V1i— w/e 
由 于 静止 导线 是 中 性 的 , p- = 一 p+, 因而 我 们 就 有 
1 2 Ac 
er 


由 此 可 见 ,运动 导线 会 带 正 电 , 并 将 在 导线 外 的 一 个 静止 电荷 处 产生 电场 E'. 我 们 已 经 解决 
了 一 个 均匀 带电 柱 体 的 静电 学 问题 . 与 该 柱 轴 相 距 为 r 处 的 电场 为 


(13. 27) 


E’ = ey (13. 28) 
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作用 于 带 负 电 粒 子 上 的 力 指向 导线 . 从 这 两 个 观点 来 看 ,至 少 我 们 有 一 个 相同 方向 的 力 , 在 
S' 系 中 的 电力 与 在 S 系 中 的 磁力 方向 相同 . 
在 S' 参 照 系 中 , 力 的 大 小 为 
四 A ve 
F’ 和 a (13. 29) 
拿 这 个 结果 下 与 式 (13. 21) 中 的 结果 下 比较 ,我 们 看 到 从 这 两 个 观点 来 说 力 的 大 小 几乎 完 
全 相等 .事实 上 ， 


F 
j= 
所 以 对 于 我 们 已 经 考虑 过 的 低速 情况 ,这 两 个 力 相等 . 至 少 ,对 于 低速 情况 我 们 能 够 说 ,我 们 
相信 磁 和 电 不 过 是 “观察 同一 事物 的 两 种 方法 "而 已 

可 是 事情 甚至 比 此 还 要 好 . 若 我 们 把 从 一 参照 系 过 渡 到 另 一 参照 系 时 力也 随 之 变换 这 
一 事实 计算 在 内 , 则 将 发 现 这 两 种 看 待 事情 发 生 的 方法 对 于 任何 速度 来 说 都 确实 给 出 相同 
的 物理 结果 . 

要 弄 清 楚 这 一 点 的 一 种 办 法 ,是 先 提出 这 样 一 个 问题 :力作 用 了 一 会 儿 之 后 ,该 粒子 会 有 
什么 样 的 横向 动量 ? 从 第 1 卷 第 16 章 中 我 们 知道 ,不 论 在 S 或 S' 参 照 系 中 ,一 个 粒子 的 横向 
动量 应 该 相同 . 若 把 这 横向 坐标 叫 作 y, 则 我 们 要 来 比较 A 和 At',. 利用 在 相对 论 中 正确 的 
运动 方程 下 = dp/dt ,我 们 期 待 在 At 时 间 之 后 粒子 将 有 一 横向 动量 Ap, ,这 在 S 参照 系 中 即 是 


Ap, = 下 Ai (13. 31) 


F' = (13. 30) 


而 在 S' 系 , 则 这 横向 动量 将 为 
At 一己 Al (13. 32) 


当然 ,我 们 必须 在 互相 对 应 的 时 间 间隔 At 与 At 中 来 比较 Ap, 和 At. 在 第 1 卷 第 15 章 中 
我 们 曾 见 到 ,相对 于 一 个 运动 粒子 来 说 ,时 间 间 隔 显 得 比 在 该 粒子 的 静止 系统 中 要 长 些 . 由 
于 粒子 在 S' 系 中 最 初 是 静止 的 ,因而 我 们 期 望 ,对 于 小 的 At, 应 有 


oh AL 
Ai A (13. 33) 
而 所 有 这 一 切 都 表现 正常 . 根据 式 (13. 31) 和 (13. 32)， 
Ap’ 二 F’Az’ 
Ap, FAt ’ 
如 果 把 式 (13. 30) 和 (13. 33) 两 式 结合 起 来 ,上 式 正好 等 于 1. 

我 们 已 发 现 : 对 于 沿 一 导线 运动 着 的 粒子 ,无 论 是 从 相对 于 导线 静止 的 坐标 系 ,还 是 从 
相对 于 粒子 静止 的 坐标 系 来 进行 分 析 ,都 会 得 到 同样 的 物理 结果 . 在 第 一 种 情况 下 ,该 力 纯 
系 “ 磁 " 力 ;而 在 第 二 种 情况 下 , 则 力 纯 系 “ 电 ” 力 . 这 两 种 观点 显示 于 图 13-12 中 (尽管 在 第 二 
个 参照 系 中 仍 有 一 磁场 B ,但 它 对 于 一 静止 粒子 来 说 将 不 会 产生 任何 力 ). 

要 是 选取 另 一 个 坐标 系 , 则 会 找到 另 一 组 不 同 的 E 和 B 场 . 电力 和 磁力 都 是 同一 物理 
现象 一 一 粒子 间 的 电磁 相互 作用 一 一 中 的 两 个 部 分 . 把 这 一 相互 作用 分 成 电 的 和 磁 的 两 部 


170 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


图 13-12 (a) 在 5S 参照 系 , 电 荷 密度 为 零 而 电流 密度 为 j. 这 里 仅 有 一 磁场 . (b) 在 S' 系 ， 
就 有 电荷 密度 p 和 不 同 的 电流 密度 j. 磁场 B 已 经 不 同 , 且 还 有 一 电场 E 


分 ,在 很 大 程度 上 取决 于 被 选用 来 描述 它 的 参照 系 ,但 完整 的 电磁 描述 是 不 变 的 ,因而 电 和 
磁 合 在 一 起 就 同 爱 因 斯 坦 的 相对 论 是 一 致 的 了 . 

由 于 我 们 改变 坐标 系 时 ,电场 和 磁场 会 以 不 同 的 混合 体 显示 出 来 ,所 以 如 何 看 待 E 场 
和 B 场 就 必须 小 心 谨慎 . 例如 ,倘若 我 们 把 E 和 B 想象 成 “ 线 ” ,就 决 不 可 能 赋予 太 多 的 真实 
性 . 若 试 图 从 一 个 不 同 的 坐标 系 去 进行 观察 ,有 些 线 可 能 会 消失 . 比如 ,在 S' 系 上 有 电场 线 ， 
但 我 们 却 从 未 发 现 过 这 些 线 “ 在 S 系 上 以 速度 v 在 我 们 旁边 通过 ”. 在 这 个 S 系 中 根本 就 没 
有 电场 线 ! 因此 ,做 这 样 的 陈述 是 没有 意义 的 : 当 我 把 一 块 磁铁 移动 时 , 它 会 带 着 它 的 磁场 
一 起 动 ,因而 B 线 也 就 在 移动 . 一 般 说 来 ,从 “ 场 线 的 运动 速率 "这 么 一 种 概念 出 发 ,始终 无 
法 构成 任何 意义 . 场 是 我 们 用 来 描述 在 空间 一 点 所 发 生 的 事情 的 办 法 . 特别 是 ,E 和 B 告诉 
我 们 作用 于 一 个 运动 粒子 上 的 力 “ 由 运动 磁场 作用 于 一 电荷 上 的 力 是 什么 "的 问题 根本 不 
含有 任何 准确 意义 . 力 是 由 电荷 处 E 和 B 的 值 给 出 的 ,而 公式 (13. 1) 不 会 由 于 EE 或 B 之 源 
正在 运动 而 改变 (E 和 B 之 值 才 会 由 于 源 的 运动 而 发 生 改变 ). 我 们 的 数学 描述 只 是 同 相对 
于 茶 一 惯性 参照 系 的 两 种 作为 +-，y, z 和 z 的 函数 的 场 打交道 . 

以 后 将 常 提 到 “在 空间 传播 的 电场 和 磁场 的 波 " ,诸如 光波 . 但 这 与 谈论 一 根 弦 线 上 的 行 
波 相 似 . 此 时 ,我 们 并 非 指 弦 线 的 某 部 分 将 会 在 波 的 方向 上 运动 ,而 是 指 弦 线 的 位 移 将 首先 
出 现在 某 处 ,继而 又 出 现在 另 一 处 . 同 理 , 在 一 电磁 波 中 , 波 在 传播 ,但 是 场 的 大 小 在 变化 . 所 
以 今后 当 我 们 一 一 或 其 他 人 一 一 谈 及 -- 个 “运动 着 "的 场 时 ,你 就 应 该 把 它 看 作 仅 是 一 种 描 
述 在 某 些 情况 下 变化 着 的 场 的 既 便利 而 又 快捷 的 途径 . 


$13-7 电流 与 电荷 的 变换 


对 于 上 面 当 我 们 对 粒子 和 对 导线 里 的 传导 电子 均 取 同样 的 速度 时 所 作 的 那 种 简化 手 
续 , 你 可 能 会 感到 担心 . 本 来 尽 可 以 返回 去 并 对 两 个 不 同 速度 再 进行 分 析 ,但 更 方便 的 却 是 
去 注意 电荷 和 电流 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 ( 见 第 1 卷 第 17 章 ). 

我 们 已 经 知道 , 若 在 静止 参照 系 中 的 电荷 密度 为 mw , 则 在 具有 速度 v 的 参照 系 中 ， 
该 密度 为 


l1—v/c 


在 这 参考 系 中 电流 密度 为 
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FE 13. 34 
一 下 二 下 W530 
原来 我 们 知道 ,一 个 以 速度 "运动 着 的 粒子 其 能 量 U 与 动量 p 分 别 由 下 列 两 式 给 出 : 
Ur= moc? po mov 
1—v/e Vili— ve 


其 中 mo 为 粒子 的 静 质量 . 我 们 也 知道 ,U 与 构成 一 相对 论 性 四 维 矢量 . 由 于 p 和 j 与 速度 
v 的 关系 同 U 和 与 速度 的 关系 一 样 ,所 以 我 们 便 可 以 断定 ,p 和 j 也 是 一 个 相对 论 性 四 维 
天 量 的 分 量 . 这 一 性 质 就 是 对 以 任 一 速度 运动 着 的 导线 之 场 进行 普遍 分 析 的 钥匙. 如 果 我 们 想 
要 对 线 外 粒子 速度 w 不 同 于 那些 传导 电子 速度 的 问题 再 次 谋求 解决 ,就 需要 这 一 把 钥匙. 

如 果 我 们 希望 把 p 和 了 变换 到 以 速度 x 沿 z 轴 运 动 的 一 个 坐标 系 中 , 则 我 们 知道 ,它们 
应 该 恰好 如 同 :和 (xz，y, x) 那样 变换 ( 见 第 1 卷 第 15 章 ): 


we Ww 六 一 jz — up 
Vl—u/ec V1l—u/c 
y 一 y， 力 一 力 ， 
sj . 
之 二 之， J =- 一 J:， 
Ce 2 hn 
三 t— ur/c rr 2 uj/C (13. 35) 


VI— w/e g VI— w/c 
有 了 这 些 方 程式 ,我 们 就 能 把 两 个 参照 系 中 的 电荷 和 电流 互相 联系 起 来 . 取得 其 中 一 种 
参照 系 中 的 电荷 和 电流 后 ,我 们 便 能 通过 应 用 麦克 斯 韦 方程 组 解 出 在 该 参照 系 中 的 电磁 学 
问题 . 不 管 我 们 选取 哪 一 个 参照 系 ,所 获得 的 关于 粒子 运动 的 结果 将 会 彼此 相同 . 稍 后 我 们 
还 将 回 到 有 关 电 磁场 的 相对 论 性 变换 上 来 . 


$13-8 等 加 原理 ;右手 定 则 


我 们 将 通过 对 静 磁 学 这 一 课题 再 作出 两 点 评论 来 结束 这 一 章 . 首先 ,关于 磁场 的 两 个 基 

本 方程 
V. 了 一 0， VxXxB= j/cw 

对 B 和 j 都 是 线性 的 . 这 意味 着 , 秋 加 原理 也 适用 于 磁场 . 由 两 个 不 同 的 恒定 电流 所 产生 的 
场 等 于 每 一 电流 单独 作用 时 的 场 之 和 . 我 们 的 第 二 点 评论 是 关于 以 前 曾 遇 到 过 的 右手 定 则 
(诸如 由 电流 所 产生 之 磁场 的 那个 右手 定 则 ) 的 . 我 们 也 曾 注意 到 ,一 块 磁铁 的 磁化 被 理解 成 
来 自 该 材料 里 的 电子 自 旋 . 一 个 自 旋 电子 的 磁场 方向 也 通过 同样 的 右手 定 则 而 与 其 自 旋 轴 
线 相 联系 . 由 于 B 是 按照 “ 手 " 式 法 则 涉及 一 个 叉 积 或 旋 度 一 一 而 制定 的 ,因而 被 称 为 
轴 矢 量 ( 凡 在 空间 里 的 方向 与 参照 右手 或 左手 都 无 关 的 那些 矢量 则 叫做 极 矢 量 . 例如 ,位 移 、 
速度 力 和 五 都 是 极 矢量 ). 

可 是 ,在 电磁 学 中 物理 方法 上 的 可 观测 量 却 不 是 右手 (或 左手 ) 的 . 电磁 相互 作用 在 反射 
(变换 ) 下 是 对 称 的 ( 见 第 1 卷 第 52 章 ). 每 当 计 算 两 组 电流 间 的 磁力 时 ,改变 手 的 约定 并 不 
会 改变 所 得 的 结果 . 与 右手 约定 无 关 , 我 们 的 方程 组 总 会 导致 同 向 电流 相 吸 而 异 向 电流 相 斥 
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的 最 终结 果 ( 试 用 “左手 定 则 "来 算出 力 ). 吸引 力 或 排斥 力 是 一 种 极 矢 量 . 之 所 以 出 现 这 一 结 
果 , 是 由 于 在 描述 任 一 完整 的 相互 作用 时 ,我 们 两 次 用 了 右 于 定 则 一 一 一 次 是 从 电流 找 出 
B; 再 一 次 则 是 求 出 这 个 B 在 男 一 电流 上 所 产生 的 力 . 使 用 右手 定 则 两 次 与 使 用 左手 定 则 两 
次 是 一 样 的 . 假如 把 约定 改变 成 一 左手 系统 , 则 所 有 的 B 场 都 将 反 向 ,但 所 有 的 力 一 一 或 更 
加 确切 的 乃 是 所 观测 到 的 物体 的 加 速度 一 一 却 仍 保持 不 变 . 

虽然 最 近 物 理学 家 惊讶 地 发 现 ,并 非 自然 界 的 所 有 定律 总 是 对 镜面 反射 保持 不 变 的 ,但 
电磁 定律 的 确 具有 这 样 一 种 基本 对 称 性 . 


第 14 章 ”在 各 种 不 同情 况 下 的 磁场 


$14-1 舌 势 


在 本 章 中 ,我 们 将 继续 讨论 与 恒定 电流 有 关 的 磁场 一 一 静 磁 学 课题 . 磁场 与 电流 之 间 由 
如 下 的 基本 方程 相 联 系 : 
V.B=0; (14.1) 


VvxB= 二 . (14.2) 
《0 


现在 我 们 希望 以 一 种 普遍 的 方式 , 即 不 需要 任何 特殊 对 称 性 或 直观 猜测 ,就 能 在 数学 上 解 出 
这 些 方 程 . 在 静电 学 中 ,我 们 曾 发 现 当 所 有 电荷 的 位 置 均 为 已 知 时 存在 求 场 的 一 种 直接 方 
法 . 人 们 通过 对 电荷 取 积分 一 一 比如 式 (4. 25) 中 的 积分 一 一 就 能 简单 地 算出 标 势 $ 来. 然 
后 ,如 果 还 想 知 道 电场 , 则 可 对 #$ 求 微 商 而 得 到 . 现在 我 们 要 证 明 : 如 果 已 知 记 有 运动 电荷 的 
电流 密度 j, 则 会 有 一 种 求 得 磁场 B 的 相应 方法 . 

在 静电 学 中 ,我 们 就 知道 (由 于 EE 的 旋 度 始终 是 零 ), 有 可 能 把 E 表达 成 一 个 标量 场 $ 
的 梯度 . 现在 B 的 旋 度 却 不 常 等 于 零 ,因而 一 般 说 来 不 可 能 把 它 表 达成 一 梯度 . 然而 ,B 
的 散 度 却 永 远 为 零 , 这 就 意味 着 我 们 总 能 把 B 表达 成 另 一 个 矢量 场 的 旋 度 . 因为 正如 我 
们 以 前 曾 在 $ 2-7 中 见 到 的 , 旋 度 的 散 度 总 等 于 零 . 于 是 ,就 总 能 够 把 B 与 将 被 称 作 有 4 的 
场 互 相 联系 起 来 ， 


B=VXxA. (14. 3) 
或 者 通过 写成 分 量 , 则 有 
BB 一 (VX A)., 一 24. _ 34, 
9y gz 
a _a4。 ah. 
B,= (VXA),= 5 5 (14.4) 
B.= (VXA). = 2 — 24。 
Ck 9y 


既然 写 出 了 B = VX A, 就 能 保证 式 (14. 1) 被 满足 ,因为 必然 有 
V.:B=V.(VxA)=0. 
A 这 个 场 被 称 为 失势 


你 会 记得 , 标 势 $ 并 未 由 其 定义 完全 规定 . 如 果 你 对 某 一 问题 已 求 得 了 #$, 你 还 总 能 通 
过 加 上 一 常数 而 找到 另 一 个 同样 好 的 势 岁 ， 


内 一 多 十 C. 
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这 个 新 的 势 # 会 给 出 相同 的 电场 ,因为 梯度 V C 为 零 .$8 与 $# 代表 相同 的 物理 现象. 

同样 ,我 们 也 可 以 有 能 够 给 出 同一 磁场 的 不 同 矢 势 4. 而 且 , 由 于 B 是 由 4 的 微 商 得 到 
的 ,因而 , 若 在 A 上 加 一 常数 并 不 改变 任何 物理 的 实质 . 可 是 对 于 4 来 说 ,还 有 更 加 广阔 的 
活动 余地 . 我们 可 以 对 4 加 进 任何 场 ,只 要 它 等 于 某 一 标量 场 的 梯度 ,就 不 致 改变 其 物理 情 
况 . 这 可 证 明 如 下 . 假设 对 某 个 实际 问题 我 们 已 有 了 一 个 4, 它 正确 地 给 出 了 磁场 B, 并 试问 
在 什么 情况 下 某 一 个 新 的 矢 势 4 才能 在 代入 式 (14. 3) 中 时 ,会 给 出 同一 个 场 B. 于 是 ,A 和 
4 必定 具有 相同 的 旋 度 : 

B=VxXA’ 一 VX4. 

因此 ， VXA’—VXA=VX(A’—A)=0. 


但 若 一 矢量 的 旋 度 为 零 , 则 它 必然 是 菜 一 标量 场 一 一 比如 说 y 一 一 的 梯度 ,因而 A 一 A = 
Vy 这 就 意味 着 , 若 4 为 适合 于 某 一 问题 的 矢 势 , 则 不 论 对 于 任何 y， 


4 =A+Vy (14.5) 


仍 将 是 一 个 同样 令 人 满意 的 矢 势 ,因为 它 导 致 相同 的 场 B. 
这 样 做 往往 很 方便 , 即 任意 使 4 受 另 一 条 件 限制 ,因而 将 其 某 些 “活动 范围 "扣除 出 去 
(正如 我 们 经 常 选取 在 无 限 远 处 的 标 势 上 等 于 零 也 很 方便 一 样 ). 例如 ,可 以 任意 规定 4 的 散 
度 必 须 是 什么 而 对 A 加 以 限制 . 我 们 总 能 够 这 样 做 ,而 不 致 影响 B. 这 是 因为 :虽然 4' 和 A 
都 具有 同一 旋 度 ,从 而 给 出 了 相同 的 B, 但 它们 却 不 需要 具有 相同 的 散 度 . 事实 上 ,了 .A = 
VV .A 十 Vy, 因而 通过 选取 某 一 适当 的 y, 就 可 以 使 . A’ 成 为 我 们 所 希望 要 的 任何 东西 . 
对 于 V .4 到 底 应 该 如 何 选取 呢 ? 这 一 选择 应 为 获得 最 大 的 数学 方便 而 做 出 ,并 将 取 
决 于 我 们 所 要 解决 的 问题 . 对 于 静 磁 学 来 说 ,我 们 将 做 这 种 简单 选择 ，; 
V.A=0 (14.6) 
( 往 后 , 当 考 虑 电动 力学 时 . 将 改变 这 种 选择 ). 于 是 ,目前 我 们 对 4 的 完整 定义 * 为 : 
VxA=B 和 V:.:A=0. 


为 了 对 矢 势 得 到 一 些 经 验 , 让 我 们 首先 看 看 对 于 匀 强 磁场 B。 来 说 , 它 的 矢 势 是 什么 . 选 
取 xz 轴 作 为 B。 的 方向 ,我 们 就 应 有 : 


= 394: _ 394,_ 

B. = 9y 和 
= 24: _34. _ 0， 

B, = 就 一 让 =0; (14.7) 
_9A, 9394. 

二 9y = B,. 

经 检查 可 知 这 些 方程 的 一 个 可 能 解 为 : 
A,=zB。; A,=0; A.=0. 


* 我 们 的 定义 仍 未 唯一 地 确定 4. 对 于 一 个 唯一 的 规定 ,我 们 还 得 说 明 在 某 个 边界 上 或 在 无 限 远 处 场 
和 的 行为 如 何 . 例如 ,选取 在 无 限 远 处 场 趋向 于 零 有 时 是 方便 的 . 
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或 者 ,我 们 也 同样 可 以 取 : 
A,; =—yBo; A,=0; A.,.=0. 
还 有 另 一 个 解 则 是 上 述 两 个 解 的 线性 组 合 : 


A: = 一 去 ?Bo A, 一方 zBo; A. 一 0， (14. 8) 


很 明显 ,对 于 任 一 特定 场 B 来 说 , 矢 势 A 有 许多 可 能 性 ,因而 不 是 唯一 的 . 
上 面 第 三 个 解 , 即 式 (14. 8) ,具有 某 些 有 趣 的 特性 . 由 于 其 x 分量 正 比 于 一 >, 而 其 y 分 
量 正比 于 十 x, 所 以 A 必定 垂直 于 与 > 轴 同 方向 的 矢量 . 我 们 把 这 个 矢量 叫 作 普 (之 所 以 加 
上 一 撤 是 为 了 要 提醒 我 们 ,并 不 是 从 原点 出 发 的 一 个 位 移 和 拓 量 ). 并 且 ,4 的 大 小 仍 正比 于 
VY? 十 六 ,因而 也 就 正比 于 x. 所 以 (对 于 我 们 的 匀 强 磁场 来 说 )4 可 以 简单 写成 


A=3BXr. (14.9) 


这 矢 势 4 具有 大 小 Br /2 并 绕 着 z 轴 旋 转 ,如 图 14-1 所 示 . 例如 , 若 B 场 为 螺 线 管内 的 轴 
向 磁场 , 则 这 个 矢 势 便 和 螺 线 管 上 的 电流 一 样 沿 着 同一 指向 环行 . 
关于 一 匀 强 场 的 矢 势 也 可 由 另 一 种 方式 获 
得 .4 绕 任 一 闭合 回路 卫 的 环流 与 立 X4 的 面积 
分 可 以 由 斯 托 克 斯 定理 、 即 式 (3. 38) 相 联系 : 
$a a dr = | (vxa) “da, 
(14. 10) 


但 右边 的 积分 等 于 B 穿 过 回路 的 通 量 ,因而 
pA.ds=| B .nda. (14.11) 
r 在 内 


因此 ,4 绕 任 一 回路 的 环流 等 于 B 穿 过 该 回路 的 
通 量 . 如 果 在 与 匀 强 场 B 垂直 的 平面 上 取 一 半径 
为 r "的 圆 形 回路 , 则 通 量 恰恰 为 


La 
nar’B. 


图 14-1 一 个 沿 z 方 向 的 匀 强 磁场 B 对 应 
如 果 把 原点 选取 在 对 称 轴 上 , 则 可 以 认为 4 沿 着 。 于 线 着 z 轴 旋 转 而 又 具有 大 小 为 A = Br'/2 


圆周 并 且 仅仅 是 的 函数 ,所 以 4 的 环流 将 为 的 矢 势 4(r 是 从 z 轴 出 发 的 位 移 ) 


和 ,ds 一 2rr'A = nr’B. 


同上 面 一 样 ,我 们 得 到 


Br 
4A= 也 . 


在 刚才 所 述 的 例子 中 ,我 们 已 从 磁场 算出 了 矢 势 ,这 与 正常 做 法 恰好 相反 . 在 复杂 
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问题 中 ,往往 先 解 得 矢 势 , 然 后 才 由 它 来 确定 磁场 , 那 就 比较 容易 . 接 下 来 ,我们 将 说 明 
如 何 才能 做 到 这 一 点 . 


$14-2 已 知 电流 的 矢 势 


由 于 B 是 由 电流 确定 的 ,所 以 A 也 如 此 . 我 们 现在 要 由 电流 来 求 4. 从 基本 方程 式 
(14. 2) 出 发 ; 


VxB= 工 ， 
“vx(vx4)=. (14. 12) 
这 一 方程 对 于 静 磁 学 ,正如 同方 程 
V.vV#$=—2£ (14. 13) 
对 于 静电 学 一 样 . 
如 果 我 们 应 用 矢 最 恒等式 (2. 58), 将 YX (VxXA4) 改写 成 : 
VxX(VxXA) = V(V. 4) 一 VA4， (14.14) 


则 关于 矢 势 的 式 (14. 12) 看 来 就 更 像 关 于 #$ 的 式 子 . 由 于 我 们 已 决定 使 .4 = 0 (而 现在 就 
会 看 出 个 所 以 然 来 了 ) ,所 以 式 (14. 12) 变 成 


V24 = 一 二 (14. 15) 
当然 ,这 个 矢量 方程 包括 下 列 三 个 方程 ， 


《0 koc2 《0C 


VA = 一 点， YA， 一 一 A (14. 16) 


而 这 三 个 方程 中 的 每 一 个 在 数学 上 均 与 下 列 方程 全 同 ， 


Vv’$ =— £. (14. 17) 


所 有 以 前 曾 学 习 过 的 由 已 知 p 解 出 势 的 方法 ,都 可 用 来 由 已 知 j 解 出 4 的 每 一 个 分 量 ! 
在 第 4 章 中 ,我 们 已 经 知道 ,静电 学 方程 式 (14. 17) 的 一 个 通 解 为 


$(1) = 2(2)dV, 
Neo riz 
因而 我 们 就 立即 知道 ,关于 A, 的 通 解 为 


A(D = | 2a 


4neoc’ rz 


(14.18) 


A, 和 A 与 此 相仿 (图 14-2 将 向 你 们 提醒 x。 和 dV: 的 约定 ). 我 们 可 以 将 这 三 个 解 合并 在 
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一 个 矢量 式 中 
4(1) = pr A (14. 19) 

如 果 你 乐意 ,还 可 直接 对 各 分 量 取 微分 而 证 
实 : 关 于 4 的 这 一 积分 满足 V.A4 = 0, 只 要 
VY. j= 二 0, 而 我 们 早已 知道 对 于 恒定 电流 来 
说 这 是 理所当然 的 . 

el lss h iene 图 14-2 点 1 处 的 矢 势 4 是 对 所 有 点 2 处 的 电 
pitied be as 和 流 元 jdy 积分 而 得 出 的 
产生 的 矢 势 的 z 分 量 与 从 一 等 于 j -vc: 的 电 
荷 密度 p 所 该 产生 的 电势 $ 相同 而 > 和 zx 分量 也 与 此 相仿 (这 一 原则 只 对 在 固定 方向 
上 的 分 量 才 适用 . 例如 ,4 的 “ 径 向 ”分量 不 能 用 同样 的 办 法 从 了 的 “ 径 向 "分量 算 出 来 ). 因 
此 ,从 电流 密度 矢量 j, 便 可 以 应 用 式 (14. 19) 求 出 4 一 一 即 通 过 求解 电荷 分 布 为 p, = j./c?， 
pr 二 jy/c* 和 ps = jc: 的 三 个 想象 中 的 静电 学 问题 ,从 而 求 得 4 的 每 一 分 量 . 然后 ,又 可 通 
过 4 的 各 种 微 商 算出 VX4, 最 后 获得 B. 这 比 静 电学 稍微 复杂 一 些 ,但 想法 是 相同 的 . 现 
在 ,我 们 将 通过 在 几 种 特殊 情况 下 矢 势 的 求解 例子 来 说 明 这 一 理论 . 


$14-3 直 导 线 


作为 第 一 个 例子 ,我 们 将 再 次 求 一 直 导 线 的 场 一 一 这 在 上 一 章 中 已 经 应 用 式 (14.2) 和 一 
些 关 于 对 称 性 的 论据 而 解 出 .我 们 考虑 半径 为 e 而 通 有 恒定 电流 了 的 一 根 长 直 导 线 . 与 静电 学 
中 电荷 分 布 于 一 导体 上 的 情况 不 同 ,导线 中 的 恒定 电流 乃 均匀 地 分 布 在 该 线 的 横 截 面 内 . 如 果 
选取 如 图 14-3 所 示 的 坐标 系 , 则 电流 密度 矢量 j 便 只 有 一 
个 z 分 量 ,其 大 小 在 导线 内 为 
I 


和 一 (14. 20) 


而 在 导线 外 则 为 零 . 
既然 J)。 和 j, 都 是 零 ,我 们 便 立 即 有 
A:=0; A,=0. 
为 求 得 4, ,我 们 可 以 利用 带 有 均匀 电荷 密度 p = j./e? 的 
导线 , 解 出 其 电势 $. 在 一 无 限 长 均匀 带电 圆柱 体 之 外 的 各 
点 ,其 电势 为 


图 14-3 沿 着 x 轴 而 通 有 均匀 电 A 7 
流 密度 7 的 一 根 长 圆柱 形 导 线 一 7， 


式 中 二 Vz 十 多 , 而 》 则 为 单位 长 度 的 电荷 , 即 razp. 所 以 对 于 通 有 均匀 电流 的 长 直 导线 
之 外 的 某 点 ,A 应 该 为 


na / 
4: 一 一 J In Ps 
2reoc 
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由 于 xa?j: 一 了 , 上 式 还 可 以 写成 
A (14. 21) 
TreoC 


现在 就 可 由 式 (14. 4) 求 出 B. 这 里 ,在 六 个 微 商 中 只 有 两 个 不 等 于 零 . 因而 得 出 


,| . 
en 2rec? 六 (14.22) 
,Ml 
Sr 2rec 5 2reocz rs (14. 23) 
B. = 0. 
我 们 得 到 了 与 以 前 相同 的 结果 :B 环绕 着 导线 ,其 大 小 为 
1 2 
加 dnec’ r‘ (14., 24) 


$14-4 长 螺 线 管 


其 次 ,再 来 考虑 一 个 无 限 长 螺 线 管 . 沿 管 的 表面 单位 长 度 通 有 nl 的 环行 电流 (我 们 设想 
每 单位 长 度 绕 有 三 通 了 电流 的 导线 ,并 略 去 绕 圈 时 的 微小 螺 距 ). 

正如 曾经 定义 过 的 “ 面 电 荷 密度 "o 那样 ,这 里 我 们 
也 定义 “ 面 电流 密度 "J, 它 等 于 在 该 螺 线 管 表面 上 单位 
长 度 的 电流 (这 当然 恰好 就 是 平均 电流 密度 了 乘 以 该 
薄 线 圈 层 的 厚度 ). J 的 大 小 在 这 里 等 于 nI. 这 一 表面 
电流 ( 见 图 14-4) 具 有 如 下 分 量 : 

J :一 一 Jsing， J,= Jcos$, J.=0. 

现在 我 们 必须 对 这 样 一 种 电流 分 布 找 出 4 来 . 

首先 ,我们 希望 找 出 在 螺 线 管 外 面 各 点 处 的 A,， 
这 结果 与 带 有 面 电荷 密度 


o= osing 


(其 中 m = Je ) 的 圆柱 外 的 电势 相同 . 我 们 从 未 解 过 


图 14-4 通 有 面 电 流 密 度 本 的 长 
螺 线 管 这 样 一 种 电荷 分 布 ,但 却 求解 过 某 种 相似 的 问题 . 这 一 


电荷 分 布 相当 于 两 根 各 带 正 电 和 负电 的 实心 圆柱 ,在 
> 方向 上 它们 的 轴 有 了 微小 的 相对 位 移 . 这 样 一 对 带电 柱 体 的 势 , 与 单独 一 根 均匀 带电 柱 体 
的 势 对 y 的 微 商 成 正比 . 这 一 比例 常数 是 可 以 算得 的 ,但 暂时 无 需 对 它 操心 . 
一 根 带电 柱 体 的 势 正比 于 ln ~ ,于 是 该 对 柱 体 的 势 便 为 


ycc anr oy 
一 一 一 -六 ， 
9y r 


因此 我 们 知道 
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A, = 一 起 (14. 25) 
式 中 天 是 某 一 常数 . 根据 相同 的 论证 ,我 们 会 求 出 
刀 = 开放， (14. 26) 


尽管 以 前 曾经 说 过 在 螺 线 管 之 外 没有 磁场 ,但 现在 我 们 却 发 现 有 一 个 4 场 环绕 着 轴 , 如 
图 14-4 所 示 . 问题 在 于 , 它 的 旋 度 是 否 等 于 零 ? 
显然 ,B. 和 B, 都 等 于 零 , 而 
冯 (K 苏 )- 萝 (-K 功 )=K( 志 -所 + 声 -人 )=0 
因此 ,在 一 个 十 分 长 的 螺 线 管 外 面 磁场 的 确 为 零 ,即使 和 撩 势 并 不 等 于 零 . 

.上 止 述 结果 我 们 还 可 以 利用 其 他 已 知 的 东西 来 核对 : 矢 势 绕 螺 线 管 的 环流 应 等 于 管内 B 
的 通 量 ( 式 14. 11). 这 环流 为 A， 2xr' ,或 者 ,由 于 A = K/r , 所 以 环流 为 2xK. 注意 ! 这 与 
"无 关 . 如 果 管 外 不 存在 B 的 话 ,这 恰好 就 是 应 得 的 结果 ,因为 通 量 仅 仅 是 螺 线 管内 B 的 大 
小 乘 以 xa*. 对 于 半径 r >> a 的 所 有 圆周 这 通 量 都 相同 . 在 上 一 章 中 我 们 曾经 得 出 管内 的 场 
为 mL(eoc: ), 因而 可 以 确定 常数 KK: 

nl 


2xK = rna’ —;, 
《0C 


B. = 


即 


Ja: 1 
A= 2 一 ， (14. 27) 


并 且 总 是 垂直 于 矢量 

我 们 刚才 考虑 的 是 一 个 由 导线 绕 成 的 螺 线 管 ， 
假如 旋转 一 根 表面 带 有 静电 荷 的 长 柱 体 ,也 会 产生 
那 相同 的 场 . 车 有 一 根 半径 为 a、 带 有 面 电荷 密度 。 
的 薄 圆 柱 壳 , 则 当 把 它 旋 转 时 就 会 形成 一 个 表面 电 
流 J = ov, 其 中 v= aw 是 面 电荷 的 速度 .这 样 ,在 
该 柱 内 就 将 有 一 个 B = oaw/ (wc?) 的 磁场 

现在 ,可 以 提出 一 个 有 趣 的 问题 . 假设 我 们 把 
一 根 短 导线 W 安置 成 垂直 于 柱 轴 ,从 轴 心 伸 至 柱 
面 ,并 固定 于 柱 面 上 ,以 便 随 柱 旋转 ,如 图 14-5 所 
示 . 由 于 这 根 导线 是 在 磁场 中 运动 ,因而 vxX B 所 
产生 力 就 会 引起 该 导线 两 端 带电 (两 端 将 被 充电 get ie ei 
直至 由 这 些 电 荷 所 产生 的 EE 场 的 力 恰好 抵消 w X 导线 会 有 电荷 感 生 于 其 两 端 上 
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B 之 力 为 止 ). 如 果 该 柱 壳 带 有 正 电 荷 , 则 导线 在 柱 轴 那 一 端 将 有 负电 荷 . 通过 测量 这 根 导线 
一 端的 电荷 ,我 们 能 测 得 该 系统 的 旋转 速率 . 这 样 ,也 就 有 一 种 “角速度 计 ” 了 1! 

但 你 还 在 怀疑 :“ 要 是 把 自己 置身 于 该 旋转 柱 的 参照 系 上 又 将 如 何 呢 ?这 时 不 过 是 一 根 
静止 不 动 的 带电 圆柱 壳 , 而 我 知道 那些 静电 方程 说 明 并 没有 电场 存在 于 该 柱 壳 之 内 ,因而 也 
就 没有 任何 力 会 把 电荷 推 向 轴 心 . 因此 一 定 是 出 了 某 种 差错 ”. 但 却 没有 发 现 什 么 东西 弄 错 
了 .原来 不 存在 “转动 的 相对 性 ”. 由 于 一 个 转动 系统 并 不 是 一 个 惯性 参照 系 ,因而 物理 规律 
是 不 同 的 . 我 们 必须 确实 保证 ,只 相对 于 惯性 坐标 系 才 应 用 电磁 学 方程 组 . 

要 是 我 们 能 够 运用 这 么 一 个 带电 圆柱 壳 来 测量 地 球 的 绝对 转动 , 那 该 多 好 ,但 可 惜 该 效 
应 过 于 微小 ,即使 采用 目前 能 够 得 到 的 最 精密 仪器 也 无 法 观察 出 来 . 


$ 14-S ”一 个 小 电流 回路 的 场 ; 磁 偶 极 子 


让 我 们 应 用 矢 势 的 方法 求 出 一 个 小 电流 回路 的 场 . 所 谓 “ 小 ”者 ,照例 它 仅仅 指 我 们 所 感 
兴趣 的 乃 是 远 比 回路 尺度 大 得 多 的 那些 距离 处 的 场 . 结果 将 得 出 , 任 一 个 小 回路 就 是 一 个 
“ 磁 偶 极 子 ” 这 就 是 说 , 它 所 产生 的 磁场 类 似 于 一 个 电 侦 极 子 的 电场 . 

首先 考虑 一 矩形 回路 ,并 按照 图 14-6 所 示 选 择 我 们 的 坐标 系 . 由 于 沿 z 方向 并 没有 电 
流 ,因而 A, 为 零 . 在 长 度 各 等 于 a 的 两 边 则 都 有 沿 z 向 的 电流 . 每 一 段 中 ,电流 密度 (以 及 
电流 ) 都 是 均匀 的 . 因此 关于 A 的 解 就 恰好 像 来 自 两 根 带电 棒 的 静电 势 ( 见 图 14-7). 既然 
这 两 根 棒 各 带 相反 电荷 ,所 以 它们 在 远 处 的 电势 只 可 能 是 一 个 偶 极 子 的 势 (8$ 6-5). 在 图 
14-6 中 的 PP 点 ,这 势 应 为 


$= Per (14. 28) 


a 
CE 
十 十 十 十 二 十 
J.— 


图 14-6 通 有 电流 了 的 一 个 矩形 回路 . 在 已 点 的 磁场 有 多 图 14-7 在 图 14-6 的 电流 回 
大 ( 尺 污 a, 或 6) 路 中 ) 的 分 布 


式 中 p 为 该 电荷 分 布 的 偶 极 矩 . 在 这 种 情况 下 , 偶 极 和 矩 等 于 一 根 棒 上 的 总 电荷 乘 以 两 棒 
间 的 距离 : 
p = Map， (14. 29) 


这 偶 极 矩 指向 负 y 方 向 ,因而 R 与 p 夹 角 的 余弦 为 一 y/R( 其 中 y 是 PP 点 的 坐标 ). 所 以 我 
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们 有 


$=— -228 2 
dxneo 2 R° 


简单 地 用 Ice 代替 ,我 们 就 得 到 A,: 


kb y 14. 30 
A dnaoc: 及 3- (14. 30) 
同 理 可 得 A,= -J 工 (14. 31) 


男 外 ,A, 正比 于 xz, 而 A, 则 正比 于 一 y, 所 以 该 矢 势 (在 远 处 ) 绕 z 轴 围 成 圆 环 ,与 回路 中 的 
电流 工 有 相同 的 指向 ,如 图 14-8 所 示 . 

4 的 强度 与 Iab 成 正比 , 即 是 电流 乘 以 该 回路 的 
面积 . 这 一 乘积 称 为 该 回路 的 磁 偶 极 符 ( 常 简称 “ 磁 
矩 ”). 我 们 用 jy 来 表示 : 


p= Jab. (14. 32) 
一 个 具有 任何 形状 ( 圆 .三 角 、 或 其 他 ) 的 平面 小 回路 
的 矢 势 也 是 由 式 (14. 30) 和 (14. 31) 给 出 的 ,只 要 我 们 
用 下 式 来 代替 Tab: 


A 一 了 X (回路 面积 ). (14. 33) 
这 留 给 读者 去 证 明 . 
如 果 把 w 视 作 矢量 ,并 将 其 方向 规定 为 垂直 于 该 图 14-8 在 (zy 平面 的 ) 原 点 处 一 小 电 
回路 的 平面 ,由 右手 定 则 给 出 其 正 的 向 指 (图 14-8)， 流 回路 的 矢 势 ;一 个 磁 偶 极 子 的 场 


则 可 把 有 关 4 的 方程 写成 如 下 的 矢量 形式 : 


dnoc Ri 4rocz R? mi 
现在 仍 需 找 出 B 来 . 应 用 式 (14. 33) 和 (14. 34) ,连同 式 (14.4), 便 可 得 到 : 
—— 2_L Xx... 
到 一 充 让 二 着 渤 (14. 35) 
[其 中 我 们 用 … 来 代表 yy/(4xee?) ] ， 
3 
3, = 总 )= Ea 
9 并 9 1 3z° 
一 关 (" 关 9 


可 见 B 场 分 最 的 表现 与 由 一 指向 z 轴 的 电 偶 极 子 产生 的 场 的 表现 完全 一 样 [ 见 式 
(6.14) 和 (6.15) 以 及 图 6-5] ,这 就 是 为 什么 我 们 把 回路 叫 作 磁 偶 极 子 的 缘故 ,“ 偶 极 子 " 这 
个 词 , 当 应 用 于 磁场 时 ,是 有 点 令 人 迷惑 不 解 的 ,因为 并 没有 与 电荷 相对 应 的 磁 “ 荷 ". 磁 * 偶 
极 子 场 "不 是 由 两 个 “ 荷 " 所 产生 的 ,而 是 起 因 于 一 电流 回路 元 . 
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然而 ,事情 显得 有 点 奇怪 :从 完全 不 同 的 两 定律 V.E= p/o 和 VXB = j/(we) 出 发 ， 
竟 会 得 出 形式 相同 的 场 . 为 什么 会 这 样 呢 ? 那 是 由 于 偶 极 子 场 只 出 现在 与 所 有 电荷 或 电流 
的 距离 都 很 远 处 . 因此 通过 大 部 分 有 关 空 间 ,E 和 B 的 方程 就 相同 :两 者 各 具有 零散 度 和 零 
旋 度 . 所 以 它们 给 出 相同 的 解答 . 然而 ,我们 用 偶 极 矩 来 概括 的 那些 源 的 位 形 在 物理 上 却 很 
不 相同 一 一 对 于 彼此 互相 对 应 的 场 ,在 一 种 情况 下 源 是 一 环行 电流 ,而 在 另 一 种 情况 下 源 则 
是 位 于 该 回路 平面 上 与 下 的 一 对 电荷 


$14-6 电路 的 矢 势 


我 们 经 常 感 兴趣 的 是 导线 直径 与 整个 系统 的 线 度 相 比 非常 小 的 那 种 电路 所 产生 的 磁场 . 
在 这 种 情况 下 ,我 们 就 能 简化 磁场 的 方程 组 . 对 细小 导线 来 说 ,我 们 可 以 把 体积 元 写成 


dV = Sd;s, 
式 中 S 是 导线 的 横 截 面积 ,而 ds 则 是 沿 导线 的 距离 元 . 实际 上 ,由 于 矢量 ds 与 方向 相同 ， 


如 图 14-9 所 示 ( 而 且 我 们 也 可 假定 ,j 在 任 一 给 定 截面 上 各 处 保持 不 变 ) ,我 们 便 可 写 出 一 
个 矢量 方程 : 


jdV = 1Sds. (14. 37) 
但 JS 恰好 就 是 我 们 所 称 的 导线 中 的 电流 了 ,因而 关于 矢 势 式 (14. 19) 中 的 积分 就 变 成 


A(1) = 1L_ [rd (14. 38) 


2 
4rreoc riz 


( 见 图 14-10). 我 们 假定 通过 电路 的 电流 处 处 相同 ,但 若 有 几 条 各 载 有 不 同 电 流 的 支 路 , 则 
对 于 每 条 支 路 当然 就 应 各 自 采 用 适当 的 工 
我 们 又 一 次 可 由 直接 对 式 (14. 38) 进 行 积分 或 由 对 相应 的 静电 学 问题 求解 而 把 场 求 出 来 . 


图 14-9 对 于 一 根 细小 导线 来 说 ， 图 14-10 ”导线 的 磁场 可 以 通过 环绕 
jdV 与 fds 相同 该 电路 取 积分 而 获得 


$14-7 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 


在 学 习 静 电学 时 我 们 了 解 到 , 某 一 已 知 电荷 分 布 的 电场 可 直接 由 积分 式 (4. 16) 获 得 : 


p(2)eizdV， 
E(1) | ri 
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正如 我 们 曾经 见 到 的 ,要 算出 这 一 积分 一 一 实际 上 是 三 个 积分 ,每 一 分 量 各 有 一 个 一 一 比 起 
算出 势 的 积分 并 求 出 它 的 梯度 来 ,通常 要 花费 更 多 工夫 . 

有 一 个 相似 的 积分 , 它 把 磁场 同 电流 联系 了 起 来 . 我 们 已 有 一 个 关于 4 的 积分 , 即 式 
(14. 19), 就 可 以 通过 对 该 式 两 边 取 旋 度 而 获得 关于 B 的 积分 : 


B(1) = VXA() = Vx [ss 六 ee | (14. 39) 


4reoc: rz 


现在 我 们 必须 小 心 :该 旋 度 算 符 的 含义 是 取 4(1) 的 旋 度 ,这 就 是 说 , 它 仅 对 坐标 (zt ，wi， 
zi ) 进 行 运算 . 如 果 我 们 记 住 , V Xx 这 个 算 符 只 对 附 有 脚 标 1 的 那些 变量 才 进 行 运算 ,而 这 些 
rz = [(zi—Zz2) + (yO—y) + (zm 2 ) (14. 40) 


中 , 则 可 将 该 算 符 移 进 积分 符号 之 内 .对 于 B 的 x 分量 ,我 们 得 
_ah. aa 1 fr, 3/1) .3/1 
Bb. = By Br 人 re 9yi Fs J GE ( 直 )]v 
| /hh / .4 Wn 2 
三 sal 5 各社 Jav:. (14.41) 


方 括号 内 的 量 恰好 就 是 


j Xr Ew j X el2 
ri riz 


的 分量 .对 于 其 他 分 量 , 我 们 将 会 找 出 相应 结果 ,因而 有 


B(1) = 二 | {Desay,. (14. 42) 


dneoc’ 


这 一 积分 直接 由 已 知 的 电流 给 出 了 B. 这 里 所 涉及 的 几何 性 质 与 图 14-2 中 所 示 的 相同 . 

若 电 流 仅 存在 于 细小 导线 的 电路 中 , 则 如 同上 一 节 , 我 们 可 立即 从 导线 的 一 头 到 另 一 头 加 
以 积分 , 即 用 Ids 代替 jdV ,其 中 ds 是 导线 的 长 度 元 . 这 时 ,采用 图 14-10 上 的 符号 , 便 得 ; 
_1 [le Xds, 
4xeoc’ riz 
〈 负 号 之 所 以 出 现 是 由 于 我 们 自 倒 了 该 叉 积 的 次 序 ). 这 一 有 关 B 的 方程 ,以 它 的 发 现 者 的 
名 字 命名 , 称 为 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 . 它 提供 一 个 直接 获得 载 流 导 线 所 产生 的 磁场 的 公式 . 

你 可 能 会 觉得 奇怪 :“ 如 果 能 直接 由 那个 矢量 积分 找 出 B 来 , 则 矢 势 还 有 什么 用 处 呢 ? 
毕竟 4 也 含有 三 个 积分 !1" 因 为 有 关 B 的 积分 中 存在 叉 积 , 所 以 该 积分 往往 较为 复杂 ,正如 
由 式 (14. 41) 显 然 可 见 . 并 且 , 由 于 4 的 积分 同 静电 学 的 那些 相仿 ,所 以 我 们 可 能 已 经 懂得 
它们 了 . 最 后 ,我 们 还 将 见 到 :在 更 高 一 级 的 理论 材料 (比如 相对 论 ,力学 定律 的 更 高 级 描述 
方式 , 像 以 后 将 要 讨论 到 的 最 小 作用 原理 ,以 及 量子 力学 等 ) 中 , 矢 势 起 着 重要 的 作用 . 


B(1) =— (14.43) 
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$ 15-1 作用 于 一 电流 回路 上 的 力 ; 偶 极 子 能 量 


上 一 章 我 们 研究 了 由 一 和 矩形 小 电流 回路 所 产生 的 磁场 . 并 发 现 那 是 一 个 偶 极 子 场 , 其 偶 
极 矩 由 


x= IA (15. 1) 
给 出 , 式 中 了 为 电流 而 A 为 回路 面积 . 矩 的 方向 垂直 于 该 回路 平面 ,因而 也 就 可 以 写成 
k= IAn, 


式 中 是 该 面积 A 的 法 向 单位 矢量 . 

一 个 电流 回路 或 磁 偶 极 子 不 仅 会 产生 磁场 ,而 且 当 置 于 其 他 电流 的 磁场 中 时 也 会 感受 
到 力 的 作用 . 我 们 将 首先 考察 在 一 匀 强 磁场 中 作用 于 一 矩形 回路 上 的 力 . 设 x 轴 沿 磁场 方 
向 ,而 回路 平面 则 被 置 于 通过 y 轴 并 与 zy 面 成 9 角 , 如 图 15-1 所 示 . 这 样 ,该 回路 的 垂直 于 
回路 平面 的 磁 矩 就 将 与 磁场 成 0 角 . 

由 于 在 矩形 对 边 上 的 电流 互相 反 向 ,所 以 作用 在 上 的 那 
些 力 也 将 反 向 ,从 而 不 会 有 净 力 作用 于 该 回路 上 ( 当 磁 场 均 匀 
时 ). 然而 ,由 于 图 中 标明 为 1 和 2 的 两 边 上 存在 作用 力 , 因 此 
就 有 一 个 倾向 于 把 该 回路 绕 着 y 轴 旋转 的 力矩 . 这 两 个 力 FF 
和 F; 的 大 小 为 


F = F, 1Bb. 
它们 的 力 筑 为 
asin 0， 
从 而 该 力矩 为 
t= labB sin 0， 
图 15-1 一 个 通 有 电流 1 的 或 者 ,由 于 Iab 是 该 回路 的 磁 矩 ,所 以 
矩形 回路 位 于 一 匀 强 磁场 B + = uBsinb. 


( 沿 z 方 向 的 ) 中 . 这 样 作用 
于 该 回路 上 的 力矩 就 是 * = 这 力矩 还 可 以 写成 矢量 形式 : 


4AXB, 其 中 磁 矩 六 一 lab tr=u.XB. (15. 2) 


尽管 仅仅 在 一 个 相当 特殊 的 情况 下 证 明了 力矩 由 式 (15. 2) 所 给 出 ,但 这 一 结果 对 于 任何 形 
状 的 小 回路 都 正确 ,正如 我 们 将 会 看 到 的 . 你 会 记得 ,对 作用 于 一 电 侦 极 子 上 的 力矩 我 们 也 
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曾 求 得 相间 类 型 的 关系 式 : 
t=pXE. 
现在 我 们 要 询问 这 一 电流 回路 的 机 械 能 . 由 于 存在 力矩 ,所 以 这 能 量 显然 与 取向 有 关 . 
虚 功 原理 讲 ,力矩 等 于 能 量 相 对 于 角度 的 变化 率 , 因 而 我 们 可 写 出 
dU 一 一 rd0. 
令 r 二 jyBsin0 并 积分 , 则 能 量 可 以 写成 : 
U = 一 jyBcos 0 十 常数 (15. 3) 
(符号 之 所 以 为 负 , 是 因为 该 力矩 企图 把 磁 矩 旋转 至 与 磁场 同 向 , 当 p 与 B 平 行 时 能 量 最 低 ). 
由 于 今后 将 会 讨论 到 的 一 些 原因 ,这 一 能 量 并 不 是 该 电流 回路 的 总 能 量 (首先 ,我 们 未 
曾 把 回路 中 维持 电流 的 那 种 能 量 计 算 在 内 ). 因此 ,将 这 一 能 量 称 为 Uawe ,就 是 要 提醒 我 们 


它 只 是 能 量 的 一 部 分 并且, 由 于 无 论 如 何 我 们 总 已 漏 掉 了 某 些 能 量 , 所 以 可 令 式 (15. 3) 中 
的 常数 等 于 零 . 因而 可 把 上 式 写 成 


Unw =—k.B. (15. 4) 
这 再 次 与 对 电 偶 极 子 所 曾 获得 的 结果 相对 应 : 
U=—p.:E. (15.5) 


原来 , 式 (15. 5) 中 的 静电 能 是 真实 的 能 量 , 但 式 (15. 4) 中 的 Un 却 不 是 实际 的 能 量 . 然 
而 ,凭借 虚 功 原理 它 仍 可 用 来 计算 力 ,假设 回路 中 的 电流 或 至 少 是 py 保持 不 变 的 话 . 

我 们 能 够 证 明 : 对 于 一 个 矩形 回路 来 说 ,Unm 也 相当 于 把 该 回路 拿 进 场所 需 做 的 机 械 功 . 
只 有 在 匀 强 磁场 中 施 于 回路 上 的 总 力 才 等 于 零 ; 在 非 均 匀 场 中 , 则 始终 有 一 净 力 作用 于 通 有 电 
流 的 回路 上 . 在 把 该 回路 置 于 场 中 时 ,我 们 势必 经 过 其 中 场 并 非 均 匀 的 一 些 地 方 , 因 而 就 做 了 
功 . 为 使 计算 简单 起 见 ,我 们 将 设想 该 回路 被 带 进 场 时 它 的 矩 沿 着 场 的 指向 (在 到 达 了 指定 
位 置 之 后 ,还 可 以 转 至 最 后 位 置 ). 

试 设想 我 们 希望 把 该 回路 沿 z 方向 
移 至 场 较 强 的 区 域 ,而 该 回路 的 指向 按 
图 15-2 所 示 . 我 们 从 场 等 于 零 的 某 处 出 
发 ,并 对 回路 移 进 场 中 时 所 受 的 力 乘 距 
离 后 进行 积分 . 

首先 ,让 我 们 分 别 计 算 对 每 边 所 做 
的 功 ,然后 取 其 和 (并 非 在 积分 之 前 就 把 
力 加 起 来 ), 作用 于 边 3 和 边 4 上 的 力 与 
运动 方向 垂直 ,因而 没有 做 任何 功 . 作用 
于 边 2 上 的 力 为 5B(z), 在 xz 方 向 , 因 图 15-2 一 个 回路 沿 zx 方向 移动 ,通过 与 x 轴 正 交 
而 要 获得 抵抗 磁力 所 做 的 功 就 必须 从 场 的 BB 场 
为 零 的 某 处 .比方 说 从 z = 一 ee 处 积 至 它 目 前 所 处 的 位 置 ， 


w=— | Frdz =—16|” B(x)dz. (15.6) 
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间 理 ,为 抵抗 磁力 而 对 边 1 所 做 的 功 为 
W, =- 也 4 信 二 1[" B(z)dz. (15.7) 


为 求 得 每 个 积分 ,我 们 需要 知道 B(z) 是 怎样 依赖 于 z 的 . 但 要 注意 , 边 1 紧 跟 在 边 2 之 后 ， 
因而 对 它 的 积分 就 包括 对 边 2 做 功 的 大 部 分 . 事实 上 , 式 (15.6) 与 (15.7) 之 和 恰好 就 是 


W' = 1|*B(z)dz. (15. 8) 
但 若 在 一 个 区 域 里 边 1 与 边 2 处 的 场 B 几乎 相等 , 则 可 将 该 积分 写成 
六 az)dz x BB 


式 中 B 是 在 该 回路 中 心 处 的 场 .我们 所 加 进去 的 总 机 械 能 为 
机 坡 一 一 labB 一 一 /有 . {15.9) 


这 个 结果 同 我 们 把 式 (15. 4) 作 为 能 量 相 一 致 . 
当然 ,要 是 在 进行 积分 以 求 得 功 之 前 先 将 作用 于 回路 上 的 力 相 加 起 来 ,也 应 该 获得 同样 
的 结果 . 如 果 令 Bi 为 边 1 处 而 B: 为 边 2 处 的 场 , 则 沿 z 方 向 总 的 力 为 


EK, = lb(B; -Bi) * 
老 该 回路 很 “小 ”, 也 就 是 说 , 若 B, 和 B, 相差 不 多 , 则 可 写成 


B, = B, +92Ar = B+ 9s. 


因而 力 为 


F, = Iab 一 . (15. 10) 
Ghs 


由 外 力 对 该 回路 所 做 的 总 功 为 
-| Pdz 三 ab| 32dz =— JabB, 


这 恰好 又 是 一 yB. 直到 如 今 我 们 才 看 出 为 什么 作用 于 一 小 电流 回路 上 的 力 会 与 磁场 的 微 商 
成 正比 ,正如 我 们 从 
FAz = 一 AUww =— A(—p + B) (15.11) 
中 预料 到 的 ， . 
上 述 结果 表明 :即使 Ua& = 一 jp. B 可 能 并 未 包括 系统 的 所 有 各 种 能 量 在 内 一 一 它 是 一 
类 麻 造 的 能 量 一 一 但 它 仍 能 同 虚 功 原理 一 起 被 用 来 求 得 作用 于 恒定 电流 回路 上 的 力 . 


$15-2 机械 能 与 电能 


现在 我 们 要 来 证 明 ,为 什么 上 一 节 所 讨论 的 能 量 Unw 并 不 是 与 恒定 电流 相关 的 正确 的 
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能 量 一 一 它 并 未 包括 世界 上 的 总 能 量 . 固然 ,我 们 曾经 强调 过 它 仍 是 一 种 能 量 ,可 用 它 由 虚 
功 原理 算出 力 来 ,只 要 在 回路 中 的 电流 (以 及 所 有 其 他 电流 ) 都 维持 不 变 . 让 我 们 来 看 看 为 什 
么 会 是 这 样 . 

试 设想 图 15-2 上 的 回路 正在 沿 正 zx 向 运动 ,并 选取 z 轴 在 B 的 方向 ,在 边 2 中 的 传导 
电子 将 感受 到 一 个 沿线 即 沿 y 向 的 力 . 但 由 于 这 些 电 子 的 流动 一 一 造成 电流 一 一 就 会 有 一 
个 与 此 力 同 向 的 运动 分 量 . 因此 ,每 一 电子 将 得 到 功率 为 F,v, 的 功 ,其 中 v, 是 电子 沿 导线 
的 速度 分 量 . 我 们 将 称 对 电子 所 做 的 这 个 功 为 电 功 . 现在 证 明 : 如 果 该 回路 在 一 匀 强 场 中 运 
动 , 则 总 电 功 为 零 ,因为 对 回路 的 某 些 部 分 做 的 正 功 等 于 对 其 他 部 分 做 的 负 功 . 但 如 果 该 电 
路 是 在 一 非 均匀 场 中 运动 , 那 就 不 正确 了 ,此 时 将 会 对 电子 做 净 功 . 一 般 说 来 ,这 功 会 倾向 于 
改变 电子 的 流动 ,但 若 电流 维持 不 变 , 则 能 量 必然 会 被 那些 维持 电流 恒定 的 电池 组 或 其 他 电 
源 所 吸收 或 输出 . 上 面 当 我 们 由 式 (15. 9) 计 算 Usw 时 ,这 能 量 还 未 包括 进去 ,因为 我 们 的 计 
算 仅 仅 包括 施 于 导线 整体 上 的 那些 机 械 力 . 

你 可 能 在 想 : 但 作用 于 电子 上 的 力 取决 于 导线 运动 得 多 快 , 若 导线 运动 得 足够 慢 ,也 许 
这 一 电能 便 可 以 略 去 . 真 的 ,电能 被 输出 的 功率 与 导线 运动 的 速率 成 正比 ,但 输出 的 总 能 量 
却 也 与 这 一 功率 所 持续 的 时 间 成 正比 . 因此 ,总 电能 就 正比 于 速度 乘 时 间 , 那 刚好 是 移动 的 
距离 . 对 于 在 场 中 移动 给 定 的 距离 ,就 做 了 相同 数量 的 电 功 . 

让 我 们 考虑 单位 长 度 的 一 段 导线 ,其 中 通 有 电流 了 并 沿 与 其 本 身 及 磁场 B 均 成 直角 的 
方向 以 速率 vag 运动. 由 于 通 有 电流 ,所 以 导线 中 那些 电子 将 具有 沿 导线 的 漂移 速度 vng. 
对 每 一 电子 所 施 的 磁力 在 漂移 方向 上 的 分 量 为 gvsw B. 因此 做 出 电 功 的 功率 为 Fomg = 
(qvsB)vmg . 设 每 一 单位 长 度 的 导线 里 共有 N 个 传导 电子 , 则 所 做 电 功 的 总 功率 为 


dU 
dt 


但 Ng .v 沼 移 = 了 即 导 线 中 的 电流 ,因而 


dUs 
dt 

现在 由 于 电流 保持 恒定 ,所 以 作用 于 那些 传导 电子 上 的 力 并 不 引起 它们 加 速 , 也 就 是 说 
这 电能 将 不 会 成 为 电子 所 有 而 是 归于 维持 电流 不 变 的 那个 电源 所 有 . 

但 要 注意 作用 于 导线 上 的 力 为 JB, 因 而 1Bvgw 也 是 对 导线 做 机 械 功 的 功率 , 即 
dUaw/d 一 TBuse .因此 我 们 断言 :对 导线 所 做 的 机 械 功 恰好 等 于 对 电流 源 所 做 的 电 功 , 因 
而 回路 的 能 量 保持 不 变 ! 

这 并 不 是 偶然 的 ,而 是 我 们 所 已 知 定律 的 一 个 推论 . 对 导线 中 每 个 电荷 的 总 作用 力 为 

F=agq(E+vrvx 8B). 


= Ng.vsu Buam$. 


Tusu B. 


其 做 功 的 功率 为 
v.F= glv. E+v. (vx B)]. (15. 12) 
如 果 没 有 电场 , 便 只 有 第 二 项 ,而 这 项 总 是 等 于 零 . 以 后 我 们 将 见 到 ,一 个 正在 变化 着 的 磁场 
会 产生 电场 ,因而 我 们 的 论证 就 只 适用 于 在 恒定 磁场 中 移动 着 的 导线 . 
那么 虚 功 原理 又 怎 会 给 出 正确 的 答案 呢 ? 那 是 由 于 我 们 还 未 曾 把 世界 上 的 总 能 量 都 计 
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算 进去 .我们 未 曾 把 正在 产生 磁场 (该 磁场 正 被 着 手 进行 处 理 ) 的 电流 能 量 也 包括 在 内 . 

设想 有 一 个 如 图 15-3(a) 所 绘 的 那 种 完整 系统 ,其 中 我 们 正在 把 带 有 电流 了 的 回路 移 
进 磁场 B, 中 去 ,而 这 磁场 是 由 线圈 中 的 电流 1 产生 的 . 原来 回路 里 的 电流 入 也 将 在 线圈 
那里 产生 某 个 磁场 B. 如 果 回 路 正在 移动 , 则 场 Bs 将 正在 变化 . 正如 我 们 将 在 下 一 章 见 到 
的 ,一 个 变化 着 的 磁场 会 产生 一 个 EE 场 ,而 这 一 E 场 则 将 对 导线 中 的 电荷 做 功 . 这 样 一 个 能 
量 也 应 包括 在 我 们 关于 总 能 量 的 出 纳 表 中 . 


= 
地 


图 15-3 试 求 一 个 小 回路 在 磁场 中 的 能 量 


我 们 本 来 可 以 等 到 下 一 章 才 来 求 出 这 个 新 的 能 量 项 ,但 若 按照 下 述 办 法 应 用 相对 性 原 
理 , 则 我 们 也 可 见 到 它 将 是 什么 . 当 把 回路 朝 静止 线圈 移动 时 ,我 们 知道 回路 中 的 电能 恰 与 
所 做 的 机 械 功 相 等 而 符号 相反 . 所 以 


Un 十 Uw (回路 ) = 0 


现在 假设 从 一 个 不 同 的 观点 来 考察 所 发 生 的 事情 , 即 在 其 中 回路 静止 不 动 ,而 线圈 向 着 
它 运动 . 这 时 线 轿 正在 移 进 由 回路 所 产生 的 场 中 .同样 的 论证 会 给 出 


Un 大 十 UR (线圈 ) = 0. 


在 上 述 两 种 情况 下 所 做 的 机 械 功 相同 ,因为 它 来 自 两 电路 之 间 的 作用 力 . 
这 两 个 方程 之 和 给 出 


2Ui 梳 十 Un (回路 ) 十 Un (线圈 ) 二 0. 
整个 系统 的 总 能 量 , 当然 就 是 这 两 项 电能 再 加 上 仅 取 一 次 的 机 械 能 . 因此 我 们 有 
Ug 二 Uw (回路 ) 十 Uw (线圈 ) 十 Un 二 一 Untm. (15. 13) 
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世界 上 的 总 能 量 确实 等 于 Un 的 负 值 . 比方 , 若 我 们 需要 磁 偶 极 子 的 真实 能 量 , 则 应 写成 : 
Ug = 二 pg “B. 


只 有 当 我 们 假定 一 切 电 流 都 维持 不 变 的 那 种 条 件 时 才能 只 用 其 中 某 一 部 分 能 量 、 即 Us 
(这 始终 等 于 真实 能 量 的 负 值 ) 来 求 那 机 械 力 . 在 更 普遍 的 问题 中 ,我们 就 必须 细心 地 把 所 有 
一 切 能 量 都 包括 进去 . 
在 静电 学 中 ,我 们 已 见 过 类 似 的 情况 .我 们 曾经 证 明 , 一 个 电容 器 的 能 量 等 于 Q@/(2C). 
当 我 们 应 用 虑 功 原理 去 求 作 用 于 电容 器 两 板 上 的 力 时 ,能 量 的 改变 等 于 @/2 乘 以 1/C 的 
改变 ,这 就 是 说 ， 
AU= Fa(tE)=-e Ac . (15. 14) 
现在 假设 我 们 曾 在 保持 两 导体 间 的 电压 不 变 的 条 件 下 ,计算 把 两 个 导体 向 不 同位 置 移 
动 时 所 做 的 功 . 那么 若 我 们 做 某 些 假定 , 则 可 以 从 虚 功 原理 获得 关于 力 的 正确 答案 . 由 于 


Q = CV, 所 以 真实 的 能 量 就 是 却 CV:. 但 车 我 们 定义 一 个 等 于 一 二 CV 的 人 为 能 量 ,以 及 坚 
持 使 电压 V 维持 不 变 , 并 令 这 一 人 为 能 量 的 变化 等 于 机 械 功 , 则 可 应 用 虚 功 原理 来 求 力 . 于 是 
<) 下 


2 


2 AC, (15. 15) 


AUnwm 一 sf{— 


上 式 与 式 (15. 14) 相 同 . 即使 我 们 忽略 了 为 维持 电压 不 变 而 由 电 系统 所 做 的 功 ,也 仍 能 获得 
正确 结果 . 这 个 电能 又 刚好 是 两 倍 的 机 械 能 而 符号 相反 . 

这 样 , 若 不 顾 电 压 源 必须 作 功 以 维持 电压 不 变 这 个 事实 ,而 人 为 地 进行 计算 , 则 还 是 能 
够 获得 正确 的 答案 . 这 与 静 磁 学 中 的 情况 完全 相似 . 


$15-3 恒定 电流 的 能 量 


现在 我 们 可 以 应 用 关于 Us = 一 Unw 这 一 点 知识 来 求 出 恒定 电流 在 磁场 中 的 真实 能 
其 . 可 以 从 一 个 小 电流 回路 的 真实 能 量 出 发 ,简单 地 称 Us 为 U, 便 可 写成 
U=p.:B. (15. 16) 
尽管 这 个 能 量 是 对 平面 矩形 回路 算出 来 的 ,但 这 同样 的 结果 对 于 任何 形状 的 小 平面 回路 均 适 用 . 
一 个 任意 形状 的 电路 可 以 设想 为 由 许多 小 的 电流 
回路 构成 ,从 而 可 以 求 出 该 电路 的 能 量 . 比方 说 ,有 一 
条 如 图 15-4 所 示 的 回路 了 那 种 形状 的 导线 . 我 们 用 一 
个 S 面 来 填 满 该 曲线 ,并 在 该 面 上 划 出 大 量 的 小 回路 ， 
其 中 每 一 个 都 可 以 认为 是 平面 . 如 果 让 电流 工 沿 每 一 
小 回路 环行 , 净 结 果 将 犹如 电流 环绕 太一 样 ,因为 在 下 
内 的 那些 电流 将 在 所 有 线段 上 都 互相 抵消 . 物理 上 ,这 
个 小 电流 系统 与 原来 的 电路 是 不 能 区 别 的 , 能 量 也 必 。 图 15-4 _ 个 大 回路 在 磁场 中 的 能 基 可 
然 会 相同 , 即 刚好 是 那些 小 回路 的 能 量 之 和 以 认为 等 于 许多 个 小 回路 的 能 量 之 和 
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设 每 一 小 回路 的 面积 为 Aa, 则 它 的 能 量 为 TAaB, ,其 中 B, 为 垂直 于 Aa 的 分 量 . 总 能 量 为 
U = >)TIB,Aa. 
当 各 回路 趋 于 无 限 小 的 极限 时 , 求 和 变 成 积分 , 即 
让 二 中 B.da 二 rs sd (15. 17) 


式 中 中 是 垂直 于 da 的 单位 矢量 . 
如 果 令 B 二 V XA, 则 可 利用 斯 托 克 斯 定理 把 一 个 面积 分 与 一 个 线 积分 联系 起 来 : 


中 (VXA) -nda = IhA. ds, (15. 18) 
S r 
式 中 ds 是 沿 古 的 线 元 . 因此 我 们 就 有 了 对 于 任意 形状 的 电路 的 能 量 : 
太一 吉 A. ds. (15. 19) 
电路 


在 这 一 个 表 式 中 ,4 当然 是 指 产 生 了 导线 所 在 处 之 B 场 的 那些 电流 (而 不 是 该 导线 中 的 电流 
1) 所 造成 的 和 撩 势 . 

现在 ,恒定 电流 的 任何 分 布 都 可 以 设想 成 由 平行 于 电流 线 的 一 些 细 线 所 构成 . 对 于 每 一 
对 这 样 的 电路 ,能 量 由 式 (15. 19) 给 出 , 式 中 的 积分 是 环绕 其 中 一 个 电路 取 的 ,同时 应 用 那 来 
自 另 一 个 电路 的 矢 势 A. 为 求 得 总 能 量 ,我 们 需要 对 所 有 各 对 求 和 . 如 果 不 保持 一 对 一 对 求 
和 ,而 是 把 全 部 电流 线 都 相 加 起 来 , 则 会 计算 能 量 两 次 (以 前 在 静电 学 中 也 曾 见 过 类 似 的 结 
果 ) ,因而 总 能 量 可 写成 


三 去 | . AdV. (15. 20) 
这 一 公式 相当 于 我 们 以 前 对 静电 能 所 求 得 的 结果 : 
和 |osav. (15. 21) 


因此 ,如 果 我 们 愿意 , 便 可 在 静 磁 学 中 将 4 看 成 是 关于 电流 的 一 种 势能 . 可 惜 ,这 一 概念 不 
大 有 用 ,因为 它 只 适用 于 静 场 . 实际 上 ,当场 随时 间 变 化 时 , 则 无 论 式 (15. 20) 或 (15. 21) , 均 
不 会 给 出 正确 的 能 量 . 


$1S-4 B 与 4 的 对 比 


在 本 节 中 我 们 愿意 讨论 下 述 问题 : 矢 势 是 否 只 是 一 种 用 作 计算 的 工具 一 一 如 同 在 静电 
学 中 所 用 的 标 势 那 样 一 一 或 者 矢 势 是 一 个 “真实 "的 场 ? 难道 磁场 ,由 于 造成 了 作用 于 一 个 
运动 粒子 上 的 力 , 它 就 是 一 个 “真实 "的 场 吗 ? 首先 ,我 们 应 该 说 “一 个 真实 的 场 " 这 一 短语 并 
不 非常 有 意义 . 其 一 ,无 论 如 何 你 可 能 不 会 感觉 到 磁场 十 分 “真实 ", 因为 甚至 整个 有 关 场 的 
概念 都 相当 抽象 . 你 不 能 伸 出 手 来 感受 磁场 . 而 且 ,磁场 之 值 并 不 十 分 确定 ,例如 ,通过 选用 
一 适当 的 运动 坐标 系 ,你 可 以 使 在 某 一 给 定 地 点 的 磁场 消失 . 
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我 们 这 里 所 谓 “ 真 实 " 的 场 是 :一 个 真实 的 场 就 是 被 用 来 避免 超 距 作用 概念 的 一 个 数学 
函数 . 如 果 有 一 个 带电 粒子 位 于 位 置 P, 它 会 受到 放 在 离 P 点 某 个 距离 处 的 其 他 电荷 的 影 
响 . 描述 这 相互 作用 的 一 种 方法 是 讲 其 他 电荷 会 在 P 点 周围 形成 某 种 “状况 ” 
能 是 什么 状况 . 倘若 知道 了 该 状况 ,并 通过 给 出 电场 和 磁场 来 加 以 描述 , 则 我 们 便 能 完全 确 


换 句 话说 , 若 其 他 电荷 以 某 种 方式 发 生 了 改变 ,但 由 P 点 的 电场 和 磁场 所 描述 的 P 点 
的 状况 却 依然 未 变 , 则 该 电荷 的 运动 也 将 保持 一 样 . 这 么 一 来 ,一 个 真实 的 场 就 是 我 们 用 某 
种 方法 规定 的 一 组 数字 , 即 在 茶点 所 发 生 的 无 论 什么 事情 都 仅 取决 于 该 点 的 这 些 数字 . 我 们 
不 必 知 道 其 他 地 方 将 发 生 的 更 多 事情 . 正 是 在 这 -- 种 意义 上 我 们 将 要 来 讨论 和 撩 势 是 否 是 一 
种 “真实 ”的 场 . 

你 可 能 对 这 个 事实 感到 奇怪 , 即 矢 势 并 不 是 单 值 的 , 它 可 以 通过 加 上 任 一 标量 的 梯度 而 
改变 ,但 丝毫 不 会 改变 施 于 粒子 上 的 力 . 然而 ,这 却 与 我 们 现在 所 谈 的 这 种 意义 上 的 真实 性 
问题 毫 不 相干 . 比如 ,在 某 种 意义 上 磁场 (E 和 4 场 也 都 如 此 ) 可 以 通过 相对 论 性 变换 而 改 
变 , 但 我 们 却 不 会 去 操心 如 果 场 可 以 这 样 改变 而 发 生 的 事情 . 这 实际 上 并 不 会 造成 任何 差 
别 , 与 矢 势 是 否 是 一 种 用 来 描述 磁场 的 适当 的 “真实 " 场 或 只 是 一 个 有 用 的 数学 工具 的 问题 
毫 无 关系 ， 

关于 矢 势 4 的 用 处 我 们 也 应 作出 一 些 评论 . 我 们 已 见 到 ,利用 它 并 通过 正常 步骤 即 可 
以 计算 已 知 电流 的 磁场 ,正如 可 用 多 来 求 电场 . 在 静电 学 中 我 们 曾 看 到 ,% 是 由 一 个 标量 积 
分 给 出 的 : 

二- 2(2) 


4reo riz 


$(1) = 一 一 dV:. (15. 22) 
通过 三 次 微分 运算 , 便 可 从 这 个 $ 获得 E 的 三 个 分 量 . 这 个 步骤 通常 要 比 在 下 列 矢 量 式 中 
算出 三 个 积分 较 易于 掌握 : 


二 | dv (15. 23) 


™ gw 
首先 这 里 就 有 三 个 积分 ,其 次 ,每 个 积分 一 般 又 较 困 难 . 
对 静 磁 学 来 说 ,优点 远 没有 那么 明显 .4 的 积分 就 已 经 是 一 个 矢量 积分 : 
1 72dV, 
dnc riz 
这 当然 包含 了 三 个 积分 . 并 且 , 当 我 们 取 4 的 旋 度 以 获得 B 时 ,不 得 不 做 六 次 微 商 把 它们 一 
对 一 对 地 结合 起 来 , 在 大 多 数 问题 中 ,这 一 步骤 是 否 确实 比 直 接 从 下 式 算出 B 来 较为 容易 ， 
就 不 是 立即 能 看 清楚 的 : 


4(1) = 一 -一 (15. 24) 


| 了 (2) X elz 
B(1) = pr tay,, (15. 25) 


对 于 简单 问题 ,应 用 矢 势 往往 较为 困难 , 那 是 由 于 下 述 原因 . 假设 我 们 只 对 一 点 的 磁场 
B 感 兴趣 ,而 问题 又 具有 某 种 好 的 对 称 性 一 一 比如 说 ,我 们 要 求 出 在 一 环形 电流 的 中 轴 上 某 
一 点 的 场 . 由 于 对 称 性 ,我 们 可 以 通过 对 式 (15. 25) 的 积分 而 很 容易 地 获得 B. 然而 ,假如 我 
们 先 求 出 A, 则 还 得 从 4 的 微 商 算出 B ;因而 就 一 定 要 知道 在 所 注意 点 邻近 所 有 点 的 4 值 . 


192 费 恩 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


而 这 种 点 大 多 数位 于 对 称 轴 的 外 面 , 从 而 使 4 的 积分 变 得 较 复 杂 . 例如 ,在 那 圆 环 问题 中 ， 
我 们 不 得 不 用 到 椭圆 积 分 . 在 这 样 的 问题 中 ,4 显然 不 是 十 分 有 用 . 但 对 于 许多 复杂 问题 ,用 
4 来 计算 比较 容易 , 那 却 是 真 的 . 不 过 为 了 证 明 技 术 上 的 这 点 方便 就 认为 使 你 多 学 习 一 种 矢 
量 场 是 正当 的 , 那 就 有 点 困难 了 . 
我 们 引进 了 4 是 因为 它 的 确 具 有 重要 的 物理 意义 . 它 不 仅 与 电流 的 能 量 有 关 , 如 在 上 
节 中 我 们 曾经 见 到 的 ;而 且 它 还 是 在 上 述 意 义 上 的 一 种 “真实 ”的 物理 场 . 在 经 典 力学 中 我 们 
显然 可 把 作用 于 一 粒子 上 的 力 写成 下 式 : 
F= a(E++vrXx 8B). (15. 26) 


因而 若 给 出 了 力 , 则 关于 运动 的 一 切 事情 就 都 确定 了 . 在 任何 B = 0 的 区 域 中 即使 A 不 为 
零 , 诸 如 在 一 螺 线 管 外 面 ,那里 并 没有 可 觉察 到 的 4 的 效应 . 因此 人 们 早已 相信 4 不 是 一 个 
“真实 "的 场 . 然而 事实 却 证 明 ,存在 着 涉及 到 量子 力学 的 现象 ,它们 表明 场 4 实际 上 就 是 我 
们 定义 过 的 那 种 意义 的 “真实 "的 场 . 在 下 一 节 中 我 们 将 向 你 们 说 明 那 是 怎么 回 事 . 


$15-5 矢 势 与 量子 力学 


当 我 们 从 经 典 力学 过 渡 到 量子 力学 时 ,在 什么 概念 是 重要 的 方面 有 了 很 多 改变 . 我 们 曾 
在 第 1 卷 中 谈 过 其 中 的 一 些 , 特 别 是 , 力 的 概念 逐渐 消失 ,而 能 量 和 动量 的 概念 却 成 为 最 重 
要 的 了 . 你 应 当 记得 ,人 们 与 之 打交道 的 乃 是 在 空间 和 时 间 里 变化 着 的 概率 幅 ,而 不 是 粒子 
的 运动 . 在 这 些 振幅 中 , 既 有 与 动量 相 联系 的 波长 ,又 有 与 能 量 有 关 的 频率 . 因此 ,那些 能 确 
定 波 函 数 相位 的 动量 和 能 量 就 成 了 量子 力学 中 重要 的 量 了 . 我 们 处 理 的 是 改变 波 的 波长 的 
相互 作用 ,而 不 是 力 . 力 的 概念 变 得 十 分 次 要 ,如 果 它 多 少 还 存在 一 点 的 话 . 比方 , 当 人 们 谈 
论 核 力 时 ,他 们 经 常 加 以 分 析 和 计算 的 是 两 个 核子 间 的 相互 作用 能 量 ,而 不 是 它们 之 间 的 
力 . 从 没有 人 会 为 了 找 出 力 是 个 什么 样子 而 对 能 量 取 微分 . 在 这 一 节 中 我 们 要 描述 矢 势 和 标 
势 是 怎样 进入 量子 力学 的 . 实际 上 , 正 因为 动量 和 能 量 在 量子 力学 中 起 着 重要 作用 , 才 使 得 
A 和 提供 了 把 电磁 效应 引进 量子 描述 的 最 直接 途径 . 

我 们 必须 稍微 复习 一 下 量子 力学 是 如 何 处 理 问 题 的 . 让 我 们 再 次 考虑 在 第 1 卷 第 37 章 
中 曾经 描述 过 的 假想 实验 ,在 其 中 电子 经 两 个 狭 颖 而 衍射 . 这 个 装置 再 次 表示 在 图 15-5 上 . 
能 量 几乎 相同 的 电子 离开 了 源 而 向 具有 两 条 狭 颖 的 壁 前 进 . 在 壁 的 外 面 是 “ 挡 板 ” ,在 其 上 有 
一 个 可 移动 的 探测 器 ,我们 称 之 为 T, 它 是 用 来 测量 电子 到 达 挡 板 上 距离 对 称 轴 为 = 处 的 一 
个 小 区 域 中 的 比率 . 这 比率 正比 于 各 个 别 电 子 在 离开 了 源 之 后 到 达 该 挡 板 区 的 概率 . 这 概率 
具有 如 图 所 示 的 那 种 复杂 形状 的 分 布 ,我 们 认为 这 是 由 于 两 个 波 一 每 个 来 自 一 个 狂 
缝 一 一 相互 干涉 所 致 . 这 两 个 波 的 干涉 结果 取决 于 它们 间 的 相位 差 . 也 就 是 说 , 若 振幅 分 别 
为 Ce% 和 C2e% , 则 相位 差 6 = ,一 GB 就 确定 了 它们 的 干涉 图 样 [ 见 第 1 卷 , 式 (29. 12) ]， 
设 屏 与 狭 颖 之 间 的 距离 为 工 ,又 若 通过 两 狭 颖 的 电子 所 走 过 的 程 差 为 ,如 图 所 示 , 则 这 两 
个 波 的 相位 差 为 


和 一 (15. 27) 


|S 


照例 ,我 们 令 站 = MX(2x), 其 中 4 就 是 概率 幅 空 间 变 化 的 波长 .为 简单 起 见 ,将 只 考虑 那些 
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图 15-5 用 电子 做 的 一 个 干涉 实验 (同时 参阅 第 1 卷 第 37 章 ) 


远 小 于 上 的 xz 值 ,这 样 便 可 令 


和 


_zrd 
和 一 充 . (15. 28) 


过 
L 
当 工 等 于 零 时 ,8 为 零 ,两 波 同 相 , 因 而 概率 有 一 个 极 大 值 . 当 6 等 于 x 时 ,两 波 反 相 ,它们 就 
会 干涉 相 消 ,而 概率 成 为 极 小 . 因此 ,我 们 将 得 到 有 关 电 子 强 度 的 那 种 波形 函数 . 

现在 我 们 想 要 说 明 用 来 代替 力 的 定律 = gv xX B 的 量子 力学 定律 . 这 将 是 用 来 确定 具 
有 量子 力学 性 质 的 粒子 在 电磁 场 中 的 行为 的 那 种 定律 . 由 于 发 生 的 事件 都 要 由 概率 幅 来 确 
定 , 所 以 这 一 定律 就 必然 会 告诉 我 们 磁 效 应 如 何 影响 概率 幅 ;我 们 不 再 与 粒子 的 加 速度 打 交 
道 了 . 这 定律 是 这 样 的 :经 过 任 一 轨道 的 粒子 ,其 概率 幅 的 相位 因 磁 场 存在 而 改变 的 量 , 等 于 
天 势 沿 整个 轨道 积分 乘 该 粒子 的 电荷 再 除 以 普 朗 克 常 量 . 也 就 是 ， 


磁 所 引起 的 相位 变化 = 虽 ， pe (15. 29) 


要 是 没有 磁场 ， 让 到 法 时 会 有 某 一 一 定 的 相位 . 但 若菜 处 存在 磁场 , 则 到 达 波 的 相位 增加 了 式 
(15. 29) 中 的 积分 . 

尽管 对 于 目前 的 讨论 不 必用 上 它 , 但 我 们 还 是 要 提出 静电 场 的 效应 在 于 产生 一 个 相位 
变化 , 它 等 于 标 势 $ 的 时 间 积 分 的 负 值 : 


电 所 引起 的 相位 变化 一生 |$dr. 


上 述 两 式 不 仅 对 于 静 场 正确 ， 而 且 合 起 来 对 于 静 的 或 动 的 任何 电磁 场 也 都 正确 . 这 就 是 用 来 
代替 FF = gq(E 十 v XB) 的 定律 .然而 ,现在 我 们 只 考虑 静 磁 场 . 

假设 在 双 狭 实验 中 存在 磁场 , 则 我 们 要 问 ,通过 两 狭 颖 的 两 个 波 在 到 达 屏 上 时 其 相位 如 
何 . 两 波 的 干涉 确定 概率 的 极 大 值 将 出 现在 何 处 . 我 们 可 把 沿路 径 (1) 的 波 的 相位 叫 作 @. 
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若 @(B = 0) 为 在 没有 磁场 时 的 相位 , 则 当 加 上 磁场 时 这 个 相位 便 将 是 

@ =B(B=0)+ 久 | A .ds. (15. 30) 

(1) 

同 理 ,关于 路 径 (2) 的 相位 为 

=— BlB=—0)+| ,A ds. (15. 31) 
这 两 个 波 在 探测 器 上 的 干涉 取决 于 其 相位 差 

38=@(B=0)—(B=0)+ 和 | A ds—| Ad (15. 32) 


无 场 时 的 相位 差 我 们 将 称 之 为 6(B = 0), 那 恰好 就 是 在 上 面 式 (15. 28) 中 曾经 算出 来 的 那 
个 相位 差 . 并 且 , 我 们 注意 到 ,这 两 个 积分 还 可 以 写成 一 个 沿路 径 (1) 向 前 并 沿路 径 (2) 返 回 
的 积分 ,我 们 称 这 个 路 径 为 闭合 路 径 (1-2). 因而 有 


$= 6(B=0)+ 如 .4 - ds. (15. 33) 


上 式 告诉 我 们 ,电子 的 运动 如 何 被 磁场 所 改变 . 有 了 这 个 式 子 ,我们 就 能 求 出 在 挡 壁 上 强度 
为 极 大 和 极 小 的 那些 新 位 置 . 

可 是 ,在 做 这 件 事 之 前 ,我 们 要 提出 下 面 有 趣 而 又 重要 的 一 点 . 你 会 记 起 , 矢 势 函数 具有 
某 种 任意 性 . 其 差 为 某 一 标量 函数 梯度 Vy 的 两 个 不 同 的 矢 势 函数 4 和 A“ ,都 代表 同一 个 磁 
场 ,因为 梯度 的 旋 度 为 零 . 因此 ,它们 将 给 出 相同 的 经 典 力 gy XB .如果 在 量子 力学 中 影响 乃 
取决 于 矢 势 , 则 在 许多 可 能 的 4 函数 中 究竟 哪 一 个 是 正确 的 呢 ? 

答案 是 ,4 同样 的 任意 性 在 量子 力学 中 依然 存在 . 如 果 我 们 把 式 (15. 33) 中 的 4 改变 成 
A = A 十 Vy, 则 对 于 A 的 积分 变 成 


$a.ds=| 4 .ds+ 中 YY ds 
(1-2) (1-2) (1-2) 


VyY 的 积分 仍 环绕 闭合 路 径 (1-2) ,但 根据 斯 托 克 斯 定理 ,梯度 的 切 向 分 量 沿 一 闭合 路 径 的 
积分 总 等 于 零 . 因此 ,A 和 4“ 两 者 都 给 出 相同 的 相位 差 和 相同 的 量子 力学 干涉 效应 . 在 经 典 
和 量子 力学 的 两 种 理论 中 只 有 4 的 旋 度 才 是 要 紧 的 ,对 4 函数 的 任何 选择 , 凡 具 有 正确 旋 
度 的 ,都 给 出 了 正确 的 物理 意义 . 

如 果 我 们 引用 $ 14-1 的 那些 结果 , 则 结论 明显 相同 . 那里 我 们 曾 求 得 4 沿 一 闭合 路 径 
的 线 积分 为 穿 过 该 路 径 的 B 的 通 量 ,在 这 里 就 是 穿 过 路 径 (1) 与 (2) 之 间 的 通 量 . 如 果 我 们 
愿意 , 式 (15. 33) 便 可 以 写成 : 


6 二 8(B 二 0) 十 全 [路 径 (1) 与 (2) 之 间 B 的 通 量 ]， (15. 34) 


式 中 B 的 通 量 通常 指 B 的 法 向 分 量 的 面积 分 . 这 结果 仅 取 决 于 B, 从 而 也 仅 取 决 于 4 的 旋 度 . 
由 于 用 B 或 用 A 都 能 写 出 结果 ,因此 你 可 能 倾向 于 认为 B 保持 它 本 身 为 “真实 "的 场 ， 

而 4 仍 可 视 作 为 一 种 人 为 的 结构 . 但 我 们 原来 提出 的 “真实 场 " 的 定义 ,是 建筑 在 真实 场 不 

会 对 粒子 做 超 距 作用 的 概念 上 的 . 然而 ,我 们 能 够 举 出 一 个 例子 ,其 中 在 有 某 种 机 会 找到 粒 
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子 的 任何 地 方 ,B 都 等 于 零 或 至 少 任意 地 小 ,因而 不 可 能 认为 磁场 会 直接 对 粒子 作用 

你 应 当 记 得 ,对 于 通 有 电流 的 长 螺 线 管 ,管内 
有 B 场 ,但 管 外 全 无 ;而 却 有 许多 4 环绕 在 管 的 外 
面 ,如 图 15-6 所 示 . 若 我 们 安排 一 种 情况 ,其 中 电 
子 只 在 螺 线 管 外 被 发 现 一 一 即 在 那个 只 有 4 的 地 
方 一 则 按照 式 (15. 33) 对 其 运动 的 影响 依然 存 
在 . 从 经 典 方面 看 ,这 是 不 可 能 的 . 按 经 典 理论 是 ， 
力 仅 取决 于 B; 为 了 知道 螺 线 管 是 否 正 通 有 电流 ， 
就 必须 使 粒子 穿 过 它 . 但 从 量子 力学 方面 看 ,通过 
粒子 围绕 螺 线 管 运转 ,甚至 不 用 靠近 它 , 你 就 能 发 
现 有 磁场 存在 于 螺 线 管内 ! 

假设 我 们 把 一 个 直径 很 小 的 长 螺 线 管 恰 好 放 
在 障壁 后 面 的 两 终 之 间 , 如 图 15-7 所 示 . 螺 线 管 直 
径 要 比 两 狭 锋 间 的 距离 d 小 得 多 . 在 这 种 情况 下 ， 
电子 在 狭 颖 处 的 衍射 不 会 提供 电子 接近 该 螺 线 管 。 ” 四 -6 一 个 长 螺 线 管 的 磁场 和 矢 势 
的 相当 大 的 概率 . 这 对 我 们 的 干涉 实验 将 会 发 生 什么 影响 呢 ? 


图 15-7 磁场 能 够 影响 电子 的 运动 ,哪怕 场 仅 存 在 于 其 中 找到 电子 的 概率 是 任意 小 的 区 域 里 


试 比较 电流 有 否 流 经 螺 线 管 的 两 种 情况 . 若 没 有 电流 ,我 们 便 不 会 有 B 或 4, 因而 就 
得 到 挡 板 处 电子 强度 的 原来 图 样 . 但 车 对 螺 线 管 通电 流 并 在 管内 建立 磁场 B, 则 在 管 外 便 
有 4. 于 是 就 存在 一 个 正比 于 管 外 4 的 环流 的 相位 差 方面 的 移动 ,这 意味 着 整个 极 大 和 极 
小 的 图 样 被 移 至 一 个 新 位 置 . 事实 上 ,由 于 对 任 一 对 路 径 来 说 , 穿 过 其 中 的 B 的 通 量 是 党 
数 ,因而 4 的 环流 也 是 常数 . 对 于 每 一 到 达 点 来 说 就 有 相同 的 相位 变化 ;也 就 是 相当 于 使 
整个 图 样 在 zx 方向 上 移动 一 个 常数 ,比方 说 mn , 那 是 容易 算出 的 . 极 大 强度 将 出 现在 两 
个 波 的 相位 差 为 零 的 地 方 . 应 用 关于 8 的 式 (15. 32) 或 (15. 33) 以 及 关于 3(B = 0) 的 式 
(15. 28) ,我 们 得 
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二 = 一 于 4 ds, (15.35) 
或 
zo 一 一 于 4[ 路 径 (1) 与 (2) 之 间 B 的 通 量 ]. (15. 36) 


从 螺 线 管 所 在 的 位 置 来 看 ,出 现 的 图 样 * 应 如 图 15-7 所 示 . 至 少 ,这 是 量子 力学 的 预言 . 

的 确 如 此 ,这 一 实验 最 近 已 经 做 成 了 . 它 是 一 个 十 分 难 做 的 实验 ,由 于 电子 的 波长 很 短 ， 
所 以 仪器 必须 以 微小 的 尺度 来 观察 干涉 现象 . 两 狭 颖 必须 互相 紧 靠 ,这 意味 着 需要 有 一 个 非 
常 细 的 螺 线 管 . 事实 证 明 ,在 某 些 场合 下 , 铁 晶体 将 会 生长 成 十 分 长 而 又 只 在 显微镜 下 才能 
看 得 到 的 细 丝 , 即 所 谓 晶 须 . 当 这 些 铁 晶 须 被 磁化 时 , 像 微小 的 螺 线 管 , 因 而 除了 靠近 两 端的 
地 方 ,外 面 就 没有 任何 磁场 . 电子 相干 实验 ,是 把 这 种 晶 须 放 在 两 狭 颖 之 间 做 出 来 的 ,而 所 预 
言 的 电子 图 样 中 的 移动 被 观测 到 了 . 

于 是 ,在 我 们 的 意义 上 4 场 是 “真实 "的 . 你 可 能 会 说 :“ 但 磁场 本 来 就 有 的 . ”本 来 就 有 ， 
不 过 要 记 住 我 们 原来 的 概念 一 一 所 谓 场 是 “真实 "的 , 那 只 要 它 是 为 了 得 到 运动 而 就 必须 在 
粒子 所 在 的 位 置 被 规定 的 . 在 晶 须 里 的 如 场 却 有 着 超 距 的 作用 . 如 果 我 们 不 愿意 用 超 距 作 
用 来 描写 它 的 影响 , 则 非得 用 矢 势 不 可 . 

这 一 课题 曾 有 过 一 段 有 趣 的 历史 ,我 们 所 描述 的 理论 从 1926 年 量子 力学 问世 时 人 们 就 
知道 了 . 矢 势 出 现在 量子 力学 的 波动 方程 ( 薛 定 刘 方程 ) 中 的 事实 ,从 该 方程 最 初 被 写 出 来 的 
那 一 天 起 就 已 经 明显 了 . 它 不 可 能 以 任何 轻易 的 方式 由 磁场 代替 ,这 已 由 企图 做 此 种 尝试 的 
人 们 陆续 注意 到 了 . 从 我 们 对 于 在 没有 磁场 的 区 域 里 运动 的 电子 仍然 受到 影响 的 例子 来 看 ， 
那 也 是 清楚 的 .但 由 于 在 经 典 力学 中 A 没有 显示 出 任何 直接 的 重要 性 ,并 且 由 于 它 可 以 通 
过 加 上 一 梯度 而 改变 ,人 们 便 不 断 地 说 矢 势 不 具有 直接 的 物理 意义 一 一 即使 在 量子 力学 
中 也 只 有 磁场 和 电场 才 是 “正确 "的 ,在 进行 回顾 时 似乎 觉得 奇怪 ,为 什么 从 没有 人 想 要 
讨论 这 一 实验 ,一 直到 了 1956 年 才 由 博 姆 和 阿 哈 罗 诺 夫 最 先 对 此 提出 建议 ,从 而 使 整个 
问题 明朗 化 . 其 意义 始终 存在 ,但 就 是 没有 人 曾 注意 到 它 . 于 是 , 当 这 一 事情 被 提起 时 许 
多 人 都 正 受 震动 . 这 就 是 为 什么 会 有 人 认为 值得 做 实验 以 刑 明白 它 确 实 是 对 的 ,尽管 这 
么 多 年 来 已 被 人 们 确信 的 量子 力学 给 出 过 明确 的 答案 . 有 趣 的 是 , 像 这 样 一 件 事情 竞 搁 
轩 达 30 年 之 久 , 只 是 由 于 对 什么 东西 有 意义 而 什么 东西 没有 意义 的 某 些 偏见 ,就 使 这 件 
事 一 直 被 忽视 . 

现在 我 们 希望 继续 做 稍微 进一步 的 分 析 . 要 证 明 量 子 力学 公式 与 经 典 公式 间 的 关系 , 即 
证 明 为 什么 结果 是 : 若 以 足够 大 的 尺度 来 考察 事件 , 则 它 看 起 来 好 像 粒 子 被 等 于 qv XVXA4 
的 力 所 作用 着 似 的 . 为 要 从 量子 力学 得 到 经 典 力学 ,需要 考虑 这 种 情况 ,其 中 所 有 波长 比 起 
如 场 那样 的 外 加 条 件 做 出 可 观 变化 所 跨越 的 距离 来 都 远 为 微小 , 我 们 将 不 在 最 普遍 的 场合 
下 证 明 这 一 结果 ,而 只 是 以 一 个 十 分 简单 的 例子 表明 它 是 如 何 得 出 来 的 . 我 们 再 次 考虑 相同 
的 狭 颖 实验 ,但 不 再 把 所 有 磁场 都 局 限 在 两 狭 颖 间 的 一 个 十 分 微小 的 区 域 里 ,而 是 设想 磁场 
延伸 至 狭 颖 后 面 较 广阔 区 域 中 ,如 图 15-8 所 示 . 我 们 将 考虑 一 种 理想 情况 ,其 中 磁场 在 与 L 
相 比 相当 小 的 、 宽 度 为 ww 的 狭窄 长 条 中 是 均匀 的 ( 那 很 容易 安排 , 挡 板 可 以 随意 地 放 在 某 一 


* 如 果 且 是 从 图 面向 外 , 则 根据 我 们 曾 对 其 下 过 的 定义 , 通 量 为 负 , 而 zx 为 正 . 
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远 处 ). 为 了 要 算出 相位 的 移动 ,必须 算出 沿路 径 (1) 和 (2) 的 两 个 积分 . 正如 我 们 曾经 见 到 
的 ,它们 间 的 差 值 恰好 就 是 在 两 路 径 间 如 的 通 量 . 对 于 我 们 的 近似 程度 ,这 通 最 为 Bwd. 这 
样 ,对 于 这 两 路 径 的 相位 差 就 是 


$= 6(B = 0) + $Bwd. (15. 37) 
我 们 注意 到 ,对 于 我 们 所 取 的 近似 程度 ,这 一 相位 移动 与 角度 无 关 . 因此 ,这 一 效应 又 把 整个 
图 样 向 上 移动 一 个 距离 Ax. 利用 式 (15. 28)， 


LX 


= Lis = Ltrs_ s(B= 
Az 一 了 Ab 了 [6 6(B = 0)]. 


图 15-8 由 狭长 条 磁场 所 引起 的 干涉 图 样 的 移动 


对 于 6 一 6 (B = 0), 利用 式 (15. 37) 后 得 
Az = Li$Bw. (15. 38) 
这 样 的 移动 相当 于 把 所 有 轨道 都 偏转 了 一 个 角度 a( 见 图 15-8) ,这 里 
“一 年 = Bw. (15. 39) 


原来 按照 经 典 理论 ,我 们 也 会 期 待 薄 狭 长 条 磁场 会 把 所 有 轨道 都 偏转 某 一 个 小 角度 , 比 
如 说 a’, 如 图 15-9(a) 所 示 . 当 电子 通过 磁场 时 ,它们 将 感受 到 一 个 持续 了 时 间 w/v 的 横向 
力 qv X B. 它们 横向 的 动量 的 改变 就 恰好 等 于 这 个 冲 量 , 因 此 

Ap: = gwB. (15. 40) 
角 偏转 [图 15-9(b)] 等 于 这 一 横向 动量 对 总 动量 p 的 比 . 我 们 得 到 


= (15.41) 
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可 以 把 这 个 结果 同 由 量子 力学 算出 来 的 
相同 的 量 a 做 比较 . 但 经 典 力学 与 量子 力学 
之 间 的 关系 则 是 这 样 :一 个 具有 动量 p 的 粒 
子 相当 于 随 波 长 + = 所/p 变化 的 量子 振幅 . 
应 用 这 个 等 式 ,a 和 a’ 就 彼此 全 等 . 经 典 的 与 
量子 的 两 种 计算 给 出 相同 的 结果 . 

从 这 个 分 析 我 们 看 到 ,在 量子 力学 中 以 明 
显 的 形式 出 现 的 矢 势 怎样 产生 一 个 仅 取决 于 
其 微 商 的 经 典 力 . 在 量子 力学 中 重要 的 是 邻近 
路 径 间 的 相干 作用 ,结果 往往 是 该 效应 仅 取决 
于 从 一 点 至 另 一 点 A 场 变化 了 多 少 ,因而 仅 取 
决 于 4 的 微 商 而 并 不 取决 于 A 本 身 之 值 . 虽然 
如 此 , 矢 势 4( 以 及 与 相 随 的 标 势 $) 看 来 似乎 


给 出 了 物理 学 的 最 直接 描述 . 我 们 越 是 深入 到 
Pe i 量子 理论 中 去 ,这 一 点 就 变 得 越 清楚 . 在 量子 
a 电动 力学 的 普遍 理论 中 ,入 们 把 矢 势 和 标 势 作 

为 代替 麦克 斯 韦 方程 的 一 组 方程 中 的 基本 量 : 

图 15-9 粒子 通过 狭长 条 磁场 时 被 偏转 E 和 B 逐渐 从 物理 定律 的 现代 表示 式 中 消失 ， 


它们 正在 被 A 和 # 所 代替 . 
$ 15-6 对 静态 是 对 的 而 对 动态 将 是 错 的 


我 们 现在 处 于 探索 静 场 这 一 主题 的 末尾 了 .在 这 一 章 中 ,我们 已 经 角 险 地 开始 接近 必须 
对 付 场 随 时 间 变 化 时 所 发 生 的 情况 . 我 们 过 去 处 理 磁场 能 量 时 ,仅仅 依靠 租 入 相对 性 论证 的 
避难 所 才 逃 避 了 它 .即使 如 此 ,我们 对 能 量 问题 的 处 理 还 是 多 少 带 着 人 为 性 和 也 许 甚 至 是 神 
秘 性 ,因为 曾经 忽略 了 实际 上 运动 的 线圈 必定 产生 变化 的 场 这 个 事实 . 现在 正 是 学 习 处 理 随 
时 间 变 化 的 场 一 一 电动 力学 这 一 门 学 科 的 时 候 . 我 们 将 在 下 一 章 中 做 这 件 事 . 然而 ,首先 将 
要 强调 下 面 几 点 . 

尽管 在 这 一 课程 中 ,我 们 是 从 一 组 完整 而 又 正确 的 电动 力学 方程 的 表达 方式 出 发 的 ,但 
我 们 立刻 开始 学 习 某 些 不 完整 的 部 分 一 一 因为 那 是 比较 容易 的 . 从 静 场 的 简单 理论 出 发 ,并 
只 在 后 来 才 逐 步 进入 包括 动态 场 在 内 的 更 复杂 的 理论 ,是 有 很 大 优越 性 的 . 马上 要 学 习 的 新 
材料 比较 少 ,因而 也 就 有 时 间 给 你 去 发 展 智力 ,为 更 加 艰巨 的 任务 做 准备 . 

但 在 我 们 开始 了 解 全 部 事情 之 前 的 这 一 过 程 中 会 存在 这 样 的 危险 性 ,我 们 以 这 种 方式 
学 习 过 的 那些 不 完整 真理 可 能 变 成 了 根深 蒂 固 的 东西 并 误 认为 是 全 部 真理 一 一 把 那些 正确 
的 与 那些 有 时 才 是 正确 的 理论 互相 混淆 起 来 . 因此 ,我 们 在 表 15-1 中 提供 一 个 我 们 已 经 接 
触 过 的 重要 公式 的 总 结 ,把 那些 普遍 正确 的 与 那些 只 有 对 静态 才 正 确 、 而 在 动态 则 是 错误 的 
东西 区 别 开 来 . 这 个 总 结 表 也 部 分 地 表达 了 我 们 今后 的 动向 ,因为 在 今后 处 理 动态 时 就 将 详 
细 地 发 展 此 刻 我 们 必定 仅仅 提出 来 而 没有 加 以 证 明 的 那些 东西 . 

对 这 张 表 做 一 些 说 明 可 能 会 有 用 处 . 首先 ,你 应 该 注意 到 ,我 们 最 初 处 理 的 那些 方程 都 
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是 还 确 方 程 一 一 在 那里 并 没有 给 你 错误 的 印象 . 电磁 力 ( 常 称 为 阁 伦 兹 力 ) F = gq(E 十 vXB) 
是 正确 的 .只 有 库仑 定律 才 是 错误 的 , 它 仅 适用 于 静态 . 关于 EE 和 B 的 四 个 麦克 斯 韦 方程 
也 是 正确 的 . 当然 ,那些 我 们 对 静态 取 的 方程 则 是 错 的 ,因为 已 删 去 了 所 有 含有 时 间 微 商 
的 项 了 . 

高 斯 定律 Y . 巨 = ove 依然 正确 ,但 EE 的 旋 度 一 般 并 不 等 于 零 . 所 以 EE 不 能 总 是 等 于 -一 
个 标量 一 一 静电 势 一 一 的 梯度 . 我 们 将 看 到 标 势 依然 保存 ,但 它 是 一 个 随时 间 变 化 着 的 量 
了 ,必须 与 矢 势 一 起 配合 才能 用 作对 电场 的 完整 描述 . 所 以 ,那些 支配 这 个 新 标 势 的 方程 也 
必然 都 是 新 的 . 

我 们 也 必须 把 在 导体 里 EE 等 于 零 的 概念 丢掉 . 当场 正在 变化 时 ,导体 里 的 电荷 一 般 没 
有 时间 安 排 它们 本 身 使 得 电场 为 零 . 它们 被 迫 运动 ,但 却 永远 达 不 到 平衡 . 唯一 普遍 的 说 法 
是 :导体 里 的 电场 产生 了 电流 .所 以 在 变化 的 场 中 导体 并 不 是 一 个 等 势 体 . 由 此 可 知 ,电容 器 
的 概念 不 再 是 准确 的 . 


表 15-1 
一 般 是 错 的 (只 有 对 静态 才 正确 ) 总 是 对 的 
~V:.E= 二 (高 斯 定律 ) 


VxE=0 

mY 一 台 x 下 = 一 红 (法 拉 第 定律 ) 
= _1_fe(C2)eadv __D 34 

RE = 人 Be V3 


对 于 导体 , E = 0, $= 常数 ,Q= CV 在 导体 中 ,E 造成 电流 


阅 V .B= 0 (不 存在 磁 荷 ) 
B=VxA 


>cVxB= 二 + 址 


VXB = 二 (安培 定律 
B(1) = 二 | LOXeay, 
Nog rf; 


V's— -2 


oc? 9t2 «0 


V's$ ee ( 泊 松 方程 ) 


和 
和 1 324 _ 
Va 涉 V4 去 ear oe 
用 用 
V.4-o 六 


CV:A+t3r =0 


#1, 0 = 夺 - &C2， ep)dv 


Treo riz 


$(1) ms ™ eay, 和 (2 ) 
a 12 j(2, 1 
4(1) = 2 ay. i 
a ns 用 


ri 
C 


攻 一 2 一 于 


那些 用 箭头 (一 ) 标 明 的 方程 都 是 麦克 斯 韦 方程 . 
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由 于 不 存在 磁 荷 ,所 以 B 的 散 度 就 永远 为 零 , 因 此 ,B 总 可 以 等 于 VXA4 (一切 都 不 变 ). 
但 B 的 产生 不 仅 来 自 电流 :VXB 正 比 于 电流 密度 加 上 一 个 新 的 项 9E/3i. 这 意味 着 ,A 由 一 
个 新 的 方程 同 电流 相 联 系 ,而 且 也 同 风 有 关 . 如 果 为 了 我 们 自身 的 方便 而 利用 对 V ,4 进行 
选择 的 自由 , 则 可 以 把 关于 4 或 $ 的 方程 安排 成 一 种 简单 而 又 优美 的 形式 . 因此 ,建立 cv: 
A = 一 98/931 的 条 件 , 就 能 使 有关 4 或 #$ 的 微分 方程 表现 出 如 表 中 所 列 的 形式 . 

A 和 #$ 这 两 种 势 仍 可 通过 对 电流 和 
电荷 的 积分 而 求 得 ,但 已 不 同 于 静态 积 
分 . 然而 ,最 令 人 惊异 的 是 ,真实 的 积分 
很 像 静 态 的 积分 ,只 有 一 个 小 小 的 、 在 
物理 方面 引入 注意 的 修改 . 当 我 们 计算 
积分 求 某 一 点 、 比 如 图 15-10 中 的 点 (1) 
的 势 时 ,就 必须 使 用 较 早 时 刻 : = :一 
m2/c、 位 于 点 (2) 处 的 二 和 p 值 . 正如 你 
所 预期 的 ,影响 以 速率 从 点 (2) 传 播 至 
图 15-10 通过 把 在 游 动 点 (2) 处 源 的 每 个 体积 元 中 较 。 ”点 (1). 用 这 一 点 小 改变 ,人 们 就 能 求解 关 
早 时 刻 :一 mayc 的 电流 和 电荷 的 贡献 相 加 起 来 ,而 给 ”于 变化 电流 和 电荷 的 场 . 因为 一 旦 我 们 

出 上 时 刻 点 (1) 处 的 势 知道 了 A 和 $, 就 能 像 以 前 那样 从 VX 有 A 
得 到 B, 而 又 从 一 V $ 一 94/31 得 到 EE. 

最 后 ,你 将 注意 到 ,有 些 结果 一 一 比如 ,在 电场 中 的 能 量 密度 为 aoE*/2 一 一 对 于 电动 力 
学 与 对 于 静电 磁 学 一 样 都 是 正确 的 . 你 应 当 不 会 误解 以 致 认为 这 完全 是 “自然 "的 . 在 静态 中 
导出 的 任何 公式 的 正确 性 都 必须 在 动态 情况 下 再 度 加 以 论证 . 一 个 相反 的 例子 是 ,由 p# 的 
体积 分 所 表达 的 有 关 静 电能 的 表示 式 , 这 个 结果 仅仅 对 于 静态 才 正 确 . 

在 适当 的 时 候 我 们 将 更 加 详细 地 考虑 上 述 所 有 这 些 内 容 , 但 记 住 这 个 总 结 表 也 许 是 有 
用 的 ,这样 你 就 会 知道 哪些 可 以 忘记 ,哪些 作为 永远 正确 的 东西 应 该 记 住 . 
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$16-1 电动 机 与 发 电机 


1820 年 对 电 和 磁 间 密切 关系 的 发 现 曾 令 人 十 分 兴奋 一 在 那 以 前 , 电 和 磁 这 两 个 课题 
一 直 被 认为 是 完全 互相 独立 的 . 首先 发 现 的 是 导线 中 的 电流 会 产生 磁场 ,接着 于 同一 年 中 ， 
又 发 现 载 流 导线 在 磁场 中 会 受到 力 的 作用 . 

每 当 机 械 力 存在 时 , 令 人 兴奋 的 一 件 事 是 ,利用 它 在 机 器 中 做 功 的 可 能 性 . 当 上 述 现象 
被 发 现 后 ,几乎 立即 就 有 人 开始 利用 这 些 作用 于 载 流 导线 上 的 力 来 设计 电动 机 了 . 这 种 电磁 
式 发 动机 的 原理 如 图 16-1 中 裸露 轮廓 图 所 示 . 用 一 块 永 磁铁 一 一 通常 配合 一 些 软 铁 片 一 在 
上 下 两 权 里 产生 磁场 . 在 每 一 个 模 的 对 面 都 有 南北 两 极 , 如 图 所 示 , 在 每 个 权 中 放置 钢 制 矩形 
线圈 的 一 边 . 当 电流 通过 线 图 时 ,在 两 模 处 的 电流 互相 反 向 ,因而 力也 反 向 ,这 样 便 产生 一 个 环 
绕 轴线 的 力矩 . 如 果 线圈 安装 在 传动 轴 上 以 便 转动 ， 
则 可 与 滑轮 或 齿轮 互相 配合 而 做 功 了 . 

同样 的 设想 也 可 用 来 制作 电学 测量 方面 的 灵 
敏 仪 器 . 自从 该 力 的 规律 被 发 现 之 后 ,电学 测量 的 
精确 度 就 大 大 提高 了 . 首先 , 可 以 使 电流 绕 行 许多 
中 而 不 仅仅 是 一 茵 , 以 促使 这 种 电动 机 的 力矩 大 大 
增加 . 于 是 ,这 个 线圈 又 可 以 装配 得 用 一 个 很 小 的 
力矩 便 能 够 转动 一 或 者 把 它 的 转轴 装 在 一 个 十 
分 精致 的 宝石 轴承 上 ,或 者 用 十 分 细小 的 金属 丝 或 
石英 丝 来 悬挂 该 线圈 . 于 是 一 个 极 小 电流 便 能 使 线 
圈 转 动 ,而 对 于 小 角度 来 说 这 转动 的 大 小 将 与 电流 
成 正比 . 把 一 指针 粘 紧 在 该 线圈 上 ,或 对 于 最 精密 
的 仪器 , 则 通过 安装 在 线圈 上 的 一 个 小 镜子 来 观察 
标尺 的 像 的 移动 ,这 转动 的 大 小 就 可 以 测 到 了 . 这 
样 的 仪器 叫 作 电 流 计 . 至 于 伏特 计 和 安培 计 ,也 是 
基于 相同 的 原理 工作 的 . 图 16-1 一 部 简单 电磁 式 发 动机 的 示意 

这 一 概念 也 可 用 来 大 规模 地 制造 提供 机 械 We 
动力 的 大 型 电动 机 . 利用 安装 在 轴 心 上 的 一 组 触 点 可 使 线圈 每 转 半 周 接 法 就 变换 一 
次 ,这 样 ,线圈 便 能 不 断 旋 转 , 于 是 力矩 将 始终 朝 同一 方向 . 小 型 直流 电动 机 就 是 这 样 
制 成 的 . 较 大 型 的 电动 机 ,无 论 是 直流 的 或 交流 的 ,往往 利用 一 个 由 电源 激励 的 电磁 铁 
来 代替 永 磁铁 

在 认识 了 电流 能 够 产生 磁场 之 后 ,人 们 立即 提出 ,也 可 以 设法 使 磁铁 产生 电场. 各 种 实 
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验 都 尝试 过 . 例如 ,将 两 根 导线 平行 排列 , 当 电 流通 过 其 中 之 一 时 就 希望 能 在 另 一 根 导线 中 
也 找到 电流 . 当时 的 想法 是 :磁场 或 许 会 用 某 种 方法 在 第 二 根 导线 中 拖 动 着 电子 前 进 , 给 出 
诸如 “同类 喜欢 以 同样 的 方式 运动 "的 规律 . 结果 是 否定 的 ,尽管 已 利用 了 当时 可 资 用 的 最 大 
电流 ,以 及 为 探测 电流 用 的 最 灵敏 电流 计 . 把 大 块 磁铁 置 于 导线 旁边 也 产生 不 出 可 观测 到 的 
效应 . 最 后 ,法拉第 于 1840 年 发 现 最 重要 的 特点 给 漏 掉 了 一 一 只 有 当 某 种 东西 正在 变化 时 
电 效应 才 存 在 . 如 果 两 导线 之 一 中 存在 着 正 变化 着 的 电流 时 , 则 另 一 根 导 线 中 会 有 电流 感 
生 , 或 者 如 果 一 块 磁铁 在 一 电路 附近 运动 , 则 在 该 电路 中 会 有 电流 存在 . 我 们 讲 , 这 些 电 
流 是 给 感 生 出 来 了 . 这 就 是 法 拉 第 所 发 现 的 电磁 感应 效应 . 它 把 相当 沉闷 的 静 场 课题 转 
变 成 包括 大 量 奇异 现象 的 、 十 分 激动 人 心 的 动力 学 课题 . 本 章 专 为 其 中 某 些 现象 做 出 定 
性 描述 . 正如 以 后 将 会 见 到 的 ,人 们 很 快 就 将 遇 到 难以 详细 做 出 定量 分 析 的 一 些 相当 复 
杂 的 情况 . 但 不 要 紧 ,这 一 章 的 主要 目的 首先 在 于 使 你 熟悉 所 涉及 的 现象 ,我 们 在 以 后 才 
做 详细 分 析 . 

从 我 们 所 学 过 的 知识 可 以 容易 理解 磁感应 现象 的 一 个 特性 ,尽管 在 法 拉 第 时 代 还 没 
有 被 人 知道 . 它 来 自作 用 于 运动 电荷 的 vxXB 这 种 力 , 而 该 力 正比 于 电荷 在 磁场 中 的 速度 . 
假设 有 一 根 导 线 在 一 块 磁铁 附近 经 过 ,如 图 16-2 所 示 , 并 将 这 根 导线 的 两 端 连接 至 一 电 
流 计 . 如 果 移 动 导 线 使 其 通过 磁铁 的 一 端 ,电流 计 的 指针 就 会 摆动 . 


图 16-2 一 根 导线 在 磁场 中 运动 会 产生 电流 ,并 由 电流 计 显示 出 来 


磁铁 产生 了 某 个 竖 向 磁场 ,而 当 我 们 将 导线 推 过 该 磁场 时 ,导线 里 的 电子 便 会 感受 到 一 
个 侧身 力 一 一 既 垂 直 于 场 也 垂直 于 运动 . 该 力 沿 着 导线 推动 电子 . 但 为 什么 会 使 电流 计 摆动 
呢 , 它 与 那个 力 相距 有 那么 远 ? 这 是 由 于 当 那 些 感受 到 磁力 的 电子 试图 运动 时 ,它们 一 一 通 
过 电 的 排斥 一 一 沿 导线 推 稍 远 的 电子 ,这 些 被 推 的 电子 又 依次 推 斥 更 远 一 些 的 电子 ,以 此 类 
推 , 在 一 个 长 距离 上 的 电子 也 受到 推 斥 ,简直 令 人 吃惊 . 

最 早 制 成 电流 计 的 高 斯 和 韦伯 感到 如 此 惊异 ,以 致 试图 弄 清楚 这 些 力 在 导线 中 会 传 到 
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多 远 . 他 们 把 导线 跨越 整个 市 区 . 在 一 端 ,高 斯 先生 将 导线 接 至 电池 组 (电池 在 发 电机 之 前 就 
为 人 们 所 熟悉 ) ,而 韦伯 先生 则 在 另 一 端 观察 电流 计 的 摆动 .于 是 他 们 有 了 一 种 在 长 距离 上 
通讯 的 办 法 一 一 这 就 是 电报 的 起 源 ! 当然 ,这 并 非 直接 与 感应 有 关 , 它 只 是 使 导线 载 流 必须 
用 的 方法 ,不管 电流 是 不 是 由 感应 推动 的 . 

现在 假设 在 图 16-2 的 装备 中 ,我 们 让 导线 静止 不 动 而 令 磁铁 运动 . 这 样 ,仍然 会 看 到 在 
电流 计 上 的 效应 . 正如 法 拉 第 所 发 现 的 那样 ,把 磁铁 在 导线 下 面 朝 某 一 方向 移动 与 将 导线 在 
磁铁 上 面 朝 反 向 移动 ,具有 相同 的 效应 . 但 当 磁 铁 被 移动 时 ,就 不 再 有 作用 于 导线 内 部 电子 
上 的 任何 vxB 力 了 .这 是 法 拉 第 找到 的 一 个 新 效应 . 今天 ,我 们 也 许 希 望 从 相对 论 性 的 论证 
中 来 理解 它 . 

我 们 已 经 了 解 到 一 块 磁铁 的 磁场 是 来 自 它 的 内 部 电流 .所 以 如 果 不 用 图 16-2 上 的 那 块 
磁铁 ,而 是 用 一 个 载 有 电流 的 线圈 ,我 们 预料 也 会 观察 到 相同 的 效应 . 如 果 使 导线 运动 并 经 
过 线圈 , 则 将 有 电流 流 经 该 电流 计 ,或 如 果 让 线圈 运动 并 经 过 导线 ,情形 也 是 如 此 . 但 现在 有 
一 个 更 动人 的 事态 发 生 了 : 若 我 们 不 是 通过 运动 而 是 通过 改变 其 中 的 电流 变更 线圈 的 磁场 ， 
那么 在 电流 计 中 又 再 度 会 发 生效 应 . 例如 , 设 有 一 导线 回路 放 在 一 线圈 附近 ,如 图 16-3 所 
示 , 此 时 若 保持 回路 与 线圈 两 者 都 不 动 ,而 断 开 线圈 中 的 电流 ,就 会 有 一 电流 脉冲 通过 电流 
计 . 当 我 们 再 对 线圈 通 上 电流 时 ,电流 计 则 将 向 相反 的 方向 摆动 . 

每 当 在 诸如 图 16-2 或 图 16-3 所 示 情 况 
中 电流 计 有 电流 通过 时 ,导线 里 的 电子 总 会 
受到 沿 着 导线 某 一 方向 的 一 个 净 推力 . 在 不 
同位 置 可 能 有 不 同方 向 的 推力 ,但 在 某 一 方 
向 的 推力 比 其 他 方向 的 大 . 这 推力 绕 整 个 电 
路 的 累积 是 什么 ,这 个 净 的 累积 起 来 的 推力 
叫 作 该 电路 的 电动 势 (emf). 更 准确 地 说 , 电 
动 势 被 定义 为 导线 中 单位 电荷 所 受 的 沿线 切 
向 力 对 整个 电路 环绕 一 周 的 路 程 所 作 的 积 
分 . 法 拉 第 的 整个 发 现在 于 可 以 由 三 种 不 同 
方法 在 导线 中 产生 电动 势 : 通 过 使 导线 运动 ， 
通过 使 磁铁 在 导线 附近 运动 ,或 通过 改变 邻 
近 导 线 中 的 电流 . 


让 我 们 再 考虑 图 16-1 的 那 部 简单 机 器 ， 电流 计 
只 是 现在 不 再 输入 电流 通过 导线 使 之 转动 ， 
图 16-3 如 果 移 动 一 个 载 流 线圈 或 将 其 中 的 电流 变 
而 是 由 一 外 力 ,比如 是 用 手 或 水 轮机 使 该 回 egies ew aid 


路 旋转 . 当 线 圈 转 动 时 , 它 的 导线 在 磁场 中 运 
动 ,而 我 们 便 将 在 该 线圈 电路 中 发 现 电动 势 . 电 动机 变 成 了 发 电机 . 

发 电机 的 线圈 由 于 运动 就 有 感 生 电 动 势 . 这 电动 势 大 小 由 法 拉 第 所 发 现 的 一 个 简单 法 
则 给 出 (目前 仅 陈述 这 一 法 则 ,等 待 以 后 再 详细 分 析 ). 法 则 是 这 样 的 : 当 穿 过 回路 的 磁 通 量 
(这 通 量 就 是 中 的 法 向 分 量 对 整个 回路 所 包围 面积 的 积分 ) 随 时 间 变 化 时 ,电动 势 等 于 这 通 
量 的 变化 率 . 我 们 称 这 一 法 则 为 “ 通 量 法 则 ”. 你 看 到 当 图 16-1 中 的 线圈 转动 时 , 穿 过 它 的 通 
量 改变 了 . 开始 时 有 某 一 通 量 朝 一 个 方向 穿 过 ,然后 当 线圈 转 过 了 180*" 时 相同 的 通 量 朝 另 
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一 个 方向 穿 过 . 如 果 继 续 转动 线圈 ,该 通 量 首 先是 正 ,然后 是 负 , 再 又 是 正 , 如 此 等 等 . 通 量 的 
变化 率 必然 也 是 正 负 交替 地 改变 的 . 因而 在 该 线圈 中 就 有 一 个 交 变 电 动 势 . 如 果 将 这 线圈 的 
两 端 通过 某 种 滑动 接触 一 一 称 为 汇 电 环 一 一 (只 有 这 样 导线 才 可 不 至 于 扭 绕 起 来 ) 与 外 面 导 
线 连接 , 则 我 们 具有 了 一 部 交流 发 电机 . 
或 者 ,也 可 以 这 样 安排 :通过 某 些 滑动 接触 ,使 在 每 转动 半 圈 之 后 线圈 端点 与 外 导线 之 
闻 的 连接 便 反 转 过 来 ,因而 当 电 动 势 反 转 时 ,连接 方式 也 反 转 了 . 因而 电动 势 的 脉冲 始终 在 
同一 方向 推动 电流 通过 外 电路 . 这 样 ,我 们 就 有 一 部 所 谓 的 直流 发 电机 . 
图 16-1 上 的 那 部 机 器 既是 电动 机 也 是 发 电机 . 利用 两 部 结构 全 同 的 永 磁 式 直流 “电动 
机 ”, 在 它们 的 线圈 间 用 两 根 铜 线 相 连 , 则 关于 电动 机 与 发 电机 之 间 的 互 易 性 就 可 以 漂亮 地 
显示 出 来 . 当 其 中 一 个 线圈 的 轴 做 机 械 旋 转 时 , 它 便 成 为 一 部 发 电机 而 推动 另 一 部 作为 电动 
机 . 如 果 将 第 二 部 的 轴 旋 转 , 则 它 变 成 发 电机 而 把 第 一 部 当成 电动 机 驱动 . 因此 ,这 里 是 自然 
界 中 新 型 等 效 性 的 一 个 有 趣 例子 :电动 机 与 发 电机 彼此 等 效 . 事实 上 ,这 种 定量 的 等 效 性 并 
非 完全 出 于 偶然 , 它 是 与 能 量 守恒 律 密切 相关 的 . 
能 够 用 来 既 产 生 电动 势 又 响应 电动 势 的 装置 的 另 一 种 例子 ,是 一 部 标准 电话 机 的 接收 
器 一 一 即 “ 听 简 ” 贝尔 原来 的 电话 机 由 用 两 根 长 导线 连接 起 来 的 这 样 两 个 听 简 构成 ,其 基本 
原理 如 图 16-4 所 示 . 一 块 永 磁铁 在 由 软 铁 制 成 的 两 块 “ 诺 铁 " 以 及 在 一 注 铁 膜 片 中 产生 了 磁 
场 , 该 膜 片 则 由 声 压 引起 运动 . 当 这 膜 片 运动 时 ,改变 了 思 铁 中 的 磁场 大 小 . 因此 , 当 声 波 撞 
击 膜 片 时 ,在 环绕 其 中 一 块 抱 铁 的 线圈 中 所 穿 过 的 磁 通 量 就 改变 了 . 因而 在 该 线圈 中 就 有 电 
动 势 . 如 果 线 圈 的 两 端 与 一 电路 相连 接 , 则 一 种 以 电 的 方式 表达 声音 的 电流 就 会 建立 起 来 . 
如 果 图 16-4 的 线圈 两 端 用 两 根 导线 连 接 至 
男 一 个 完全 相同 的 装置 , 则 那 变化 着 的 电流 将 在 
第 二 个 线圈 中 流动 . 这 些 电流 将 产生 一 个 变化 着 
的 磁场 ,并 将 对 该 铁 的 膜 片 造成 一 个 变化 的 吸引 
作用 . 这 膜 片 将 上 下 振动 而 造成 声波 ,这 些 声 波 
大 体 上 与 原来 使 膜 片 振动 起 来 的 那些 声波 相似 . 
这 就 是 说 ,利用 几 块 铜 和 铁 就 能 使 人 们 的 声音 在 
导线 上 传递 ! 
图 16-4 电话 的 送 、 受 话 器 (现代 的 家 用 电话 所 用 的 受 话 器 与 上 面 所 描述 
的 相似 ,而 其 送 话 器 改进 了 , 它 利用 了 一 种 新 发 明 以 
获得 较 强 大 的 功率 . 那 就 是 “ 炭 粒 传声器 ”, 它 是 利用 声 压 以 改变 来 自 电池 组 的 电流 . ) 


条 形 水 磁铁 


$ 16-2 变压器 与 电感 


法 拉 第 发 现 的 最 重要 的 特征 之 一 ,不 是 在 一 运动 线圈 中 存在 电动 势 一 一 那 是 可 以 用 磁力 
qv X BB 来 理解 的 一 一 而 是 在 一 个 线圈 中 变化 的 电流 会 在 男 一 个 线 几 中 产生 电动 势 .而 十 分 令 
人 惊奇 的 是 ,在 第 二 个 线圈 中 所 感 生 的 电动 势 其 大 小 也 由 同样 的 “ 通 量 法 则 "给 出 :电动 势 等 于 
穿 过 线圈 的 磁 通 量 的 变化 率 . 假设 我 们 有 两 个 线圈 ,各 绕 在 彼此 分 开 的 一 捆 铁 片上 (这 些 铁 片 
起 着 使 磁场 增强 的 作用 ), 如 图 16-5 所 示 . 现在 把 其 中 一 个 线圈 a 连接 到 一 交流 发 电机 上 . 
那 不 断 变化 的 电流 产生 一 个 不 断 变 化 的 磁场 . 这 变化 的 磁场 就 在 第 二 个 线圈 5 中 产生 一 个 
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交 变 电 动 势 . 这 一 电动 势能 够 ,例如 ,产生 足够 大 的 能 量 
使 一 个 灯泡 发 亮 . 

线圈 5 中 的 电动 势 的 频率 当然 与 原来 发 电机 的 频率 
相同 .但 线圈 5 中 的 电流 则 可 能 大 于 或 小 于 线圈 a 中 的 电 
流 . 线圈 2 中 的 电流 取决 于 其 中 的 感应 电动 势 以 及 线路 中 
其 余部 分 的 电阻 和 电感 . 这 电动 势 可 能 比 发 电机 的 小 , 例 
如 , 若 通 量 的 变化 较 少 . 要 不 然 ,线圈 5 中 的 电动 势 可 以 通 
过 增加 围绕 其 的 线圈 熙 数 而 比 发 电机 中 的 大 许多 ,因为 在 
一 给 定 磁 场 中 此 时 穿 过 线圈 的 通 量 增加 了 (或 者 , 若 你 嘉 
欢 用 另 一 种 方式 来 看 它 , 则 由 于 每 一 下 的 电动 势 彼此 相 
同 ,而 总 电动 势 等 于 分 开 的 各 于 的 电动 势 之 和 ,所 以 如 有 
许多 压 串 联 起 来 就 会 产生 一 个 较 大 的 电动 势 ). 

两 个 线圈 的 这 种 组 合 一 一 通常 用 配置 的 铁 片 来 引导 
磁场 一 一 称 为 变压器 . 它 能 把 一 个 电动 势 ( 也 叫 “ 电 压 ”")“ 变 
换 成 男 一 个 电动 势 " 图 16-5 各 围绕 在 一 括 铁 片 外 面 的 

在 单个 线圈 中 也 会 有 感应 效应 发 生 . 例如 在 图 16-5 ”两 个 线 图 ,能 让 -部 发 电机 在 没有 
的 那 种 装置 中 ,有 一 个 变化 的 磁 通 县 不 但 穿 过 线圈 5 以 直接 连接 的 情况 下 使 一 个 灯泡 发 亮 
使 灯泡 发 亮 , 而 且 也 穿 过 线圈 a. 在 线圈 a 中 变化 着 的 电 
流 会 在 它 自己 内 部 产生 一 个 变化 着 的 磁场 ,因而 这 个 场 的 通 量 也 就 不 断 变化 ,结果 在 线圈 a 
中 有 一 个 自 感 电动 势 . 当 任 何 电 流 正在 建立 磁场 时 一 一 或 更 普遍 地 说 , 当 它 的 场 以 任何 方式 
变化 时 一 一 便 有 一 个 电动 势 作 用 于 该 电流 上 . 这 个 效应 称 为 自 感 . 

当 我 们 在 上 面 给 出 “ 通 量 法 则 ”“ 即 电动 势 等 于 磁 通 臣 连 数 的 变化 率 时 ,还 未 确定 电动 势 
的 方向 . 有 一 个 简单 法 则 , 叫 楞 次 法 则 ,就 是 为 了 判断 电动 势 指向 的 :电动 势 企图 反抗 任何 磁 
通 变 化 . 也 就 是 说 , 感 生 电 动 势 的 方向 总 是 这 样 :如 果 电 流 沿 该 电动 势 的 方向 流动 , 则 它 总 会 
一 个 如 通 量 ,该 通 量 抗拒 产生 该 电动 势 的 如 发生 变化. 楞 次 法 则 可 以 用 来 找 出 图 16-1 中 那 
部 发 电机 的 电动 势 方向 ,或 图 16-3 中 变压器 绕组 内 电动 势 的 方向 . 

特别 是 , 如果 在 单一 线圈 (或 任何 导 
线 ) 中 存在 变化 的 电流 , 则 在 该 电路 中 就 会 
有 “ 反 " 电 动 势 . 在 图 16-5 的 线圈 a 中 ,这 
个 反 电动 势 作 用 于 流动 的 电荷 上 以 反抗 磁 
场 的 变化 ,从 而 也 处 在 反抗 电流 改变 的 方 
向 . 它 为 图 保持 电流 恒定 不 变 , 当 电流 增加 
时 它 与 电流 反 向 , 当 电 流 减 少时 则 与 电流 
同 向 .在 自 感 中 的 电流 具有 “惯性 ” ,因为 该 
感应 效应 力图 保持 电流 恒定 ,正如 机 械 惯 
性 力图 保持 物体 的 速度 恒定 一 样 . 


图 16-6 电磁 铁 的 电路 连接 法 . 灯泡 允许 在 开关 打 


开 时 仍然 有 电流 通过 ,这 是 为 了 避免 出 现 过 高 的 电 
动 势 任何 大 型 电磁 铁 中 都 会 有 大 的 自 感 . 


假设 一 个 电池 组 连接 于 一 个 大 型 电磁 铁 
的 线圈 上 ,如 图 16-6 所 示 , 则 一 个 强 磁场 就 被 建立 起 来 了 (电流 达到 了 一 个 由 电池 组 电 


206 费 轧 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


压 和 线圈 中 导线 电阻 所 确定 的 稳 恒 值 ). 但 现在 假定 我 们 试图 通过 打开 开关 而 切断 电池 
组 . 要 是 真 的 断 开 电路 ,电流 就 会 迅速 趋 于 零 ,而 在 这 样 做 时 会 产生 一 个 巨大 电动 势 . 在 
大 多 数 情 况 下 ,这 一 电动 势 会 大 到 足以 在 开关 的 断路 接点 间 发 展 成 一 个 跨越 接点 的 电 
弧 . 这 样 出 现 的 高 电压 也 许 会 损害 线圈 中 的 绝缘 一 一 甚至 会 把 你 击 伤 , 如 果 你 正 是 打开 开 
关 的 那个 人 ! 由 于 这 些 原因 ,电磁 铁 往往 被 接 成 像 图 16-6 所 示 的 那 种 电路 . 当 开 关 打 开 
时 ,电流 并 不 做 迅速 变化 ,而 是 保持 稳定 ,这 是 由 于 受 线圈 中 的 自 感 电动 势 所 驱使 的 电流 
正在 流 经 灯泡 . 


$ 16-3 ”作用 于 感 生 电流 上 的 力 


你 也 许 曾 经 见 过 利用 如 图 16-?7 所 示 的 那 种 装置 来 戏剧 性 地 演示 楞 次 法 则 . 这 是 一 个 电 
磁铁 ,非常 像 图 16-5 中 的 线圈 a, 一 个 铝 质 贺 环 放 在 电磁 铁 的 顶端 . 当 闭 合 开关 使 线圈 连接 
至 一 交流 发 电机 时 ,这 个 环 就 飞 向 空中 . 当然 , 力 来 自 环 中 的 感 生 电流 . 环 会 飞 开 这 一 事实 表 
明 , 环 里 的 电流 反抗 穿 过 其 中 的 磁场 的 变化 . 当 电 磁铁 正在 其 顶端 形成 北极 时 ,在 环 里 的 感 
生 电 流 正 在 形成 一 个 朝 下 的 北极 . 环 与 线圈 的 互相 排斥 犹如 两 块 同 极 磁铁 那样 互相 排斥 ,但 
如 果 在 环 里 制造 一 个 狭窄 的 径 向 裂缝 , 力 就 会 消失 ,这 表明 力 确实 来 自 环 中 的 电流 . 

如 果 不 采 用 圆 环 而 改 用 一 个 铝 盘 或 铜 
盘 横 放 在 图 16-7 中 磁铁 上 端 , 它 也 被 推 开 ; 
感 生 电流 在 盘 的 材料 里 形成 环流 ,再度 产生 
了 排斥 作用 . 

其 根源 与 此 相 类 似 的 一 个 重要 的 效应 
发 生 在 一 片 理 想 的 导体 中 . 要 知道 ,理想 导 
体 无 论 对 于 什么 电流 都 不 会 有 电阻 ,所 以 
如 果 电 流 一 旦 在 其 中 产生 ,它们 就 能 够 永 
远 保持 下 去 . 事实 上 ,一 个 最 微小 的 电动 势 
都 会 产生 一 个 任意 大 的 电流 一 一 这 实际 上 
意味 着 完全 可 以 没有 电动 势 . 任何 要 把 磁 
通 量 送 进 这 样 一 片 理想 导体 里 的 尝试 都 产 
生 引 起 相反 B 场 的 电流 一 一 所 有 这 一 切 都 
图 16-7 一 个 导电 环 会 被 -- 块 通 有 变化 电流 的 由 于 无 限 小 的 电动 势 ,因而 没有 磁 通 量 进 

电磁 铁 强烈 推 开 入 理想 导体 中 . 

如 果 有 一 片 理想 导体 并 把 一 块 电磁 铁 
放 在 其 附近 , 则 当 我 们 接 通电 磁铁 的 电流 时 ,被 叫 作 涡流 的 那 种 电流 会 出 现在 该 片 导体 里 ， 
使 得 磁场 不 能 进入 其 中 . 场 线 看 来 会 像 图 16-8 所 示 . 当然 ,如 果 把 一 条 形 磁铁 移 近 一 理想 导 
体 ,这 同样 的 情况 也 会 发 生 . 由 于 涡流 正在 产生 相反 的 磁场 ,磁铁 就 受到 导体 的 排斥 . 这 样 就 
有 可 能 让 一 条 形 磁 铁 悬 浮 在 形状 有 点 像 个 盘子 那样 的 理想 导体 片 之 上 ,情形 如 图 16-9 所 
示 . 这 磁铁 受到 理想 导体 里 感 生 涡流 的 排斥 而 被 悬浮 于 空中 . 在 通常 温度 下 不 存在 理想 导 
体 ,但 某 些 材料 在 足够 低 的 温度 下 会 变 成 理想 导体 . 例如 ,在 3. 8 K 以 下 的 锡 , 导 电 就 十 分 完 
美 . 它 被 称 为 超导体 . 
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图 16-8 靠近 一 块 理想 导电 板 的 电磁 铁 


如 果 图 16-8 中 的 那 块 导 体 不 是 很 理想 的 导体 ， 
则 对 于 涡流 的 流动 会 有 一 些 阻力 . 电流 将 逐渐 消失 而 
磁铁 便 将 慢 慢 落下 . 在 一 非 理 想 导 体 中 ,涡流 需要 电 
动 势 来 维持 ,而 要 有 电动 势 , 通 量 必须 保持 不 断 变化 . 


这 样 , 磁 通 量 就 会 逐渐 透 入 导体 中 去 . 


在 正常 导体 中 ,来 自 涡流 的 不 仅 有 推 斥 力 ,而 且 


也 可 能 有 侧 向 力 . 例如 , 若 把 一 块 磁铁 沿 导体 表面 向 


图 16-10 ” 择 的 制 动 表明 有 起 因 于 涡流 的 力 


图 16-9 由 于 受到 涡流 排斥 ,一 根 条 形 
磁铁 会 悬浮 在 一 个 超导体 碗 上 面 


旁边 移动 ， 
则 涡流 将 产生 一 个 阻力 ,因为 这 些 感 生 电流 正在 
反抗 通 量 配置 的 变化 . 这 种 力 的 大 小 与 速度 成 正 
比 , 像 一 种 黏 性 力 . 

这 些 效应 在 图 16-10 所 示 的 仪器 中 得 到 令 
人 满意 的 表现 . 一 块 方形 铜 片 悬挂 在 一 根 棒 的 下 
端 而 构成 一 个 摆 . 这 铜 片 在 一 电磁 铁 的 两 极 间 来 
回 摆动 . 当 电 磁铁 的 电流 接 通 时 ,摆动 突然 被 抑 
制 . 这 块 金属 板 当 进入 电磁 铁 的 缝隙 中 时 , 板 里 
就 有 感 生 电流 , 它 起 着 抗拒 通过 该 板 磁 通 量变 化 
的 作用 . 假若 该 板 是 理想 导体 , 即 其 中 电流 会 大 
到 足以 将 板 重新 推出 去 一 一 即 它 会 反弹 回去 . 若 
采用 的 是 一 块 铜 板 , 由 于 板 里 有 一 些 电阻 ,因而 
当 它 开始 进入 磁场 中 时 , 板 中 的 电流 将 先 把 该 板 
阻止 到 几乎 停止 运动 的 地 步 . 然后 , 当 电 流 降低 
时 , 板 就 会 在 磁场 中 缓慢 地 降 到 静止 . 

钢 摆 中 涡流 的 性 质 如 图 16-11 所 示 . 这 种 电 
流 的 强度 及 几何 图 形 对 梳 的 形状 很 敏感 . 例如 ， 
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若 像 图 16-12 所 示 , 用 一 块 中 间 制 成 几 条 狭 模 的 铜板 来 代 蔡 原来 的 铜板 , 则 涡流 效应 会 剧烈 
地 减弱 . 摆 通 过 磁场 摆动 , 仅 有 一 微小 的 阻尼 力 . 原因 是 :在 铜板 的 每 个 截面 内 激励 电流 的 磁 
通 量 减少 了 ,因而 使 每 个 回路 电阻 的 作用 增 大 . 电流 变 小 而 阻力 也 就 小 了 . 如 果 把 一 块 铜 板 
放 在 图 16-10 的 磁铁 两 极 间 然 后 释放 , 则 力 的 黏 滞 特性 还 会 看 得 更 加 清楚 . 铜板 不 会 掉 落 下 
来 ,只 是 缓慢 地 下 沉 . 涡流 对 该 运动 会 施加 一 个 强大 阻力 一 一 就 像 蜂蜜 中 的 黏 性 阻力 一 样 . 


图 16-11 铜 摆 中 的 涡流 图 16-12 在 钢板 中 割 出 一 些 狭 档 ,涡流 效应 会 剧烈 下 降 


如 果 不 是 将 一 块 导体 拉 着 经 过 磁铁 ,而 是 在 磁场 中 尝试 转动 导体 , 则 将 有 来 自 同样 效应 
的 抵抗 力矩 . 反之 , 若 在 导电 板 或 导电 环 附近 旋转 一 块 磁铁 则 板 或 环 将 被 拖 着 在 一 起 旋转 ， 


图 16-13 构成 一 个 旋转 磁场 
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板 或 环 里 的 电流 将 产生 一 个 倾向 于 使 其 跟随 磁铁 旋转 的 力矩 . 

一 个 恰好 像 那 转动 磁铁 的 磁场 可 以 用 如 图 16-13 所 示 的 那 种 排列 的 线圈 来 完成 . 我 
们 取 一 个 铁 环 (也 就 是 一 个 像 炸 面 图 那样 的 铁 环 ) 并 绕 上 六 个 线圈 . 如 果 如 图 (a) 所 示 使 
(1) 和 (4) 两 绕组 通 有 电流 ,就 会 有 一 个 如 图 所 示 方向 的 磁场 . 现在 若 把 电流 转移 到 (2) 和 
(5) 两 绕组 上 , 则 磁场 将 指向 图 (b) 所 示 的 新 方向 . 继续 这 个 步骤 , 便 会 得 到 图 上 其 他 部 分 
所 示 的 磁场 顺序 . 倘若 这 一 过 程 顺 利 地 进行 ,就 会 有 一 “旋转 ”磁场 了 . 把 各 线圈 连接 至 一 
套 三 相 电源 线 上 就 能 轻易 地 获得 所 需 的 电流 顺序 ,因为 
三 相 电 源 线 正好 提供 这 种 电流 .“ 三 相 电 源 " 是 利用 图 
16-1 的 原理 在 一 部 发 电机 中 形成 的 ,只 是 有 三 个 回路 以 
对 称 的 方式 一 起 固定 在 同一 根 轴 上 一 一 也 就 是 说 ,一 个 
回路 与 邻近 的 一 个 回路 之 间 要 相隔 120". 当 各 回路 作为 整 
体 旋转 时 ,先是 在 一 个 线圈 中 的 电动 势 为 极 大 ,然后 在 下 
一 个 线圈 中 达到 极 大 ,以 此 类 推 . 三 相 电源 有 许多 实际 优 
点 ,其 中 之 一 就 是 可 能 造成 一 个 旋转 磁场 . 由 这 种 旋转 磁 
场 在 导体 中 所 产生 的 力矩 可 轻易 地 由 刚好 在 铁 环 上 面 的 
绝缘 台 上 一 个 竖立 的 金属 环 来 演示 ,如 图 16-14 所 示 . 这 
旋转 磁场 会 引起 该 导电 环绕 着 一 根 垂直 轴线 旋转 . 在 这 里 
看 到 其 基本 原理 与 在 一 部 大 型 商用 三 相 感 应 电动 机 中 实际 上 起 作用 的 原理 完全 相同 . 

感应 电动 机 的 另 一 种 形式 如 图 16-15 所 示 . 这 里 所 示 的 配置 对 一 部 实用 的 高 效率 电动 
机 虽 不 适用 ,但 能 说 明 原 理 . 电磁 铁 M 由 一 捆 多 层 铁 片 和 在 其 外 面 绕 着 的 螺 线 管 式 线圈 构 
成 ,用 一 部 发 电机 的 交 变 电流 来 提供 动力 . 这 电磁 铁 会 产生 一 个 穿 过 该 错 盘 的 变化 着 的 B 
通 量 . 但 如 果 我 们 仅仅 有 这 两 个 部 件 ,如 图 (a) 中 所 示 的 , 则 还 不 能 构成 一 部 电动 机 . 盘 中 虽 
然 有 了 涡流 ,但 它们 是 对 称 的 ,因而 不 会 产生 任何 力矩 (由 于 这 些 感 生 电 流 , 盘 里 多 少 总 会 发 
生 一 些 热 ), 现在 若 用 一 个 铝板 刚好 遮盖 磁极 的 一 半 , 如 图 (b) 所 示 , 则 盘 便 将 开始 转动 ,而 
我 们 便 有 一 部 电动 机 . 这 种 运转 有 赖 于 两 个 涡流 效应 . 首先 ,在 铝板 中 的 涡流 抗拒 着 穿 过 它 
的 通 量变 化 ,因而 在 这 块 板 上 面 的 磁场 就 总 会 落后 于 不 受 遮盖 的 一 半 磁 极 在 上 面 产生 的 磁 
场 . 这 种 所 亩 “屏蔽 磁极 "效应 在 那 “ 被 屏蔽 "区 中 会 产生 一 个 其 变化 非常 像 在 “ 非 屏 项 "区 中 
的 磁场 ,只 不 过 在 时 间 上 被 延迟 了 一 个 恒定 的 值 . 整个 效应 就 像 只 有 一 半 宽 的 一 块 磁铁 不 断 


16-14 图 16-13 中 的 旋转 磁 
场 可 用 来 对 一 个 导电 环 提供 力矩 


图 16-15 磁极 屏蔽 式 感应 电动 机 的 一 个 简单 例子 
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从 非 屏蔽 区 移 至 屏蔽 区 . 于 是 ,这 些 正在 变化 着 的 磁场 就 会 与 铝 盘 中 的 涡流 互相 作用 而 产生 
一 个 作用 于 铝 盘 上 的 力矩 . 


$16-4 电工 技术 


当 法 拉 第 最 初 将 其 著名 的 发 现 一 一 即 关 于 变化 着 的 磁 通 量 会 产生 电动 势 一 一 公 诸 于 世 
时 ,他 曾 被 人 质问 ( 像 任何 人 在 发 现 自然 界 的 新 事物 时 被 人 质问 一 样 ):“ 这 有 什么 用 处 呢 ?” 
其 实 他 所 发 现 的 不 过 是 当 他 在 一 块 磁铁 近 旁 移动 一 根 导 线 时 就 会 有 一 小 电流 产生 的 奇 事 . 
这 有 什么 被 “利用 ”的 可 能 呢 ? 他 的 回答 是 :“ 一 个 新 生 的 婴儿 有 什么 用 处 呢 ?” 

然而 想 一 想 他 的 发 现 已 经 导致 多 么 巨大 的 实际 应 用 . 我 们 上 面 所 描述 的 不 只 是 一 些 玩 
具 , 但 是 选择 的 这 些 例子 在 大 多 数 情况 下 是 为 了 说 明 某 种 实用 机 器 的 原理 的 一 些 例子 . 例 
如 ,在 一 旋转 磁场 中 的 转动 环 就 是 一 部 感应 电动 机 . 当然 , 它 与 实际 的 感应 电动 机 之 间 存 在 
某 些 区 别 . 那个 环 只 有 很 小 的 力矩 ,你 用 手 就 可 以 止 住 它 . 对 于 一 部 优良 电动 机 ,结构 就 必须 
安排 得 更 加 紧凑 :不 紫 让 那么 多 的 磁场 “浪费 "在 外 面 空 气 中 . 首先 ,利用 铁 芯 以 集中 磁场 . 我 
们 还 未 讨论 过 铁 芯 如 何 会 完成 这 一 使 命 ,但 铁 芯 的 确 能 使 磁场 比 单 靠 铜 线 图 时 强 几 万 倍 . 其 
次 , 铁 片 与 铁 片 闻 的 缝隙 被 缩小 了 ,为 此 ,有 些 铁 片 甚至 被 乌 入 该 旋转 环 之 中 . 每 一 件 东 西 都 
被 安排 得 能 够 获得 最 大 的 力 和 最 高 效率 ,也 就 是 说 ,把 电功率 转变 成 机 械 功率 ,一 直到 该 
“ 环 " 不 再 能 够 用 手 去 阻止 它 转动 并 使 其 停 下 来 . 

封闭 缝隙 以 及 使 事情 按 最 实用 的 方式 进行 ,这 些 问题 属于 工程 技术 . 这 需要 对 设计 做 认 
真 的 研究 ,尽管 从 获得 力 来 说 并 不 存在 任何 新 的 基本 原理 . 但 要 从 基本 原理 过 渡 到 一 种 实用 
而 又 经 济 的 设计 却 仍然 有 一 段 省 长 的 道路 要 走 . 然而 , 正 是 这 种 细致 的 工程 技术 设计 才 使 得 
像 博 尔 德 (Boulder) 水 坝 * 那 类 庞然大物 及 其 所 有 附属 的 东西 成 为 可 能 . 

博 尔 德 水 坝 是 什么 ? 一 条 大 河 给 一 座 混凝土 的 墙壁 挡住 了 . 但 究竟 是 怎样 的 墙壁 呢 ? 
它 是 按 一 条 经 过 十 分 仔细 计算 过 的 理想 曲线 来 建造 的 ,使 用 了 最 少量 的 混凝土 , 便 能 挡住 整 
条 河流 . 它 的 底部 得 到 了 加 厚 , 它 的 奇妙 形状 为 艺术 家 们 所 喜欢 ,而 工程 师 们 对 它 则 能 够 理 
解 ,因为 他 们 懂得 这 样 的 加 厚 与 压力 随 水 的 深度 而 增加 有 关 . 但 我 们 却 已 离开 了 电学 . 

然后 ,河水 被 导入 一 条 巨大 的 管道 . 这 件 东西 本 身 就 已 经 是 工程 上 绝妙 的 一 项 成 就 . 管 
道 把 水 提供 给 水 轮 一 一 一 座 巨 大 涡轮 机 一 一 而 使 水 轮 旋转 ( 另 一 项 工程 业绩 ). 但 为 什么 要 
转动 水 轮 呢 ? 它们 同一 大 堆 精 巧 而 复杂 的 、 又 相互 交织 纠缠 在 一 起 的 铜 和 铁 耦 合 起 来 ,其 中 
包括 两 部 分 一 一 一 部 分 在 转动 而 另 一 部 分 不 动 . 几 种 材料 的 复杂 混合 物 ,其 中 绝 大 多 数 是 铁 
和 铜 ,但 也 有 供 绝缘 用 的 一 些 纸 片 和 虫 胶 . 一 件 会 旋转 的 巨大 怪物 ,也 就 是 一 部 发 电机 . 在 这 
一 大 堆 铜 和 铁 之 外 还 有 铜 制 的 几 个 特殊 配件 . 水坝. 轮机 、 铁 和 铜 ,所 有 这 些 都 配置 在 那里 以 
使 某 一 特殊 事物 终于 发 生 在 几 根 铜 杆 之 间 一 一 一 个 电动 势 . 然后 ,这 些 铜 杆 伸 出 去 并 在 一 变 
压 器 的 另 一 铁 块 上 绕 了 几 轿 ,于 是 它们 的 任务 完成 了 . 

可 是 环绕 那 同一 铁 块 的 却 还 有 另外 的 铜 缆 , 看 上 去 它 与 来 自发 电机 的 那 几 根 铜 杆 毫 无 
直接 联系 . 铜 杆 由 于 在 磁场 附近 经 过 而 正 受 影响 一 一 因而 获得 了 电动 势 . 变压器 把 对 发 电机 
的 有 效 设计 所 需 的 那 种 相对 低 的 电压 转变 成 十 分 高 的 电压 ,这 对 于 电能 跨越 长 电缆 而 做 有 


* 博 尔 德 水 坝 位 于 美国 西南 部 科罗拉多 河上 , 坝 长 360 m, 深 222 m, 鞭 水 最 3. 95 X 10" mi .一 一 译 者 注 
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效 传输 是 再 好 不 过 的 了 . 

每 一 件 东西 都 必须 效率 非常 高 一 一 不 能 有 任何 浪费 或 损失 . 为 什么 ?一 个 都 市 的 动力 
全 部 经 由 此 遂 过. 要 是 有 一 小 部 分 损失 了 一 一 比方 说 百 分 之 一 二 一 一 想 一 想 留 给 后 面 的 能 
量 ! 要 是 有 百 分 之 一 的 能 量 留 在 变压器 里 ,这 些 能 量 就 必须 设法 取出 来 ,否则 , 若 它 表现 为 
热 , 就 会 马上 将 全 部 机 件 都 熔 掉 . 当然 ,采取 下 述 做 法 也 有 点 降低 效率 ,然而 这 是 必需 的 . 那 
就 是 要 有 几 部 液 硝 ,使 某 种 油 循 环流 过 散热 器 中 以 保证 变压器 不 致 过 热 . 

从 博 尔 德 水 圾 出 来 的 是 几 十 根 铜 棒 一 一 也 许 有 手腕 那样 粗 的 长 长 的 钢 棒 伸 向 四 面 八 
方 ,越过 数 百 英里 . 这 些小 铜 棒 把 一 条 大 河 的 动力 都 载 上 了 . 然后 这 些 棒 又 分 叉 成 更 多 的 棒 ， 
再 又 接 至 更 多 的 变压器 ,有 时 则 接 至 能 产生 其 他 形式 电流 的 巨大 发 电机 ,有 时 接 至 为 了 庞大 
工业 目标 而 运转 着 的 机 器 , 接 至 更 多 的 变压器 ,然后 又 再 行 分 又 和 散 开 ,直到 最 后 该 河流 就 
遍布 了 整个 城市 一 一 驱动 着 电动 机 发热, 发 光 以 及 使 许多 小 机 器 运转 . 从 600 mile 外 的 冷 
水 变 成 炽热 灯光 这 样 一 种 奇迹 一 一 全 都 由 一 些 特殊 布置 的 铜 铁 块 完成 . 轧钢 用 的 大 型 电动 
机 、 或 牙科 医生 用 来 钻 牙 齿 的 微小 电动 机 , 千 万 个 小 轮子 都 随 着 博 尔 德 水 坝 那 边 巨 轮 的 运转 
而 转动 . 如 果 停 止 该 巨轮 的 转动 ,所 有 一 切 小 轮 就 都 会 停止 ;电灯 也 会 熄灭 . 它们 确实 是 互相 
联系 着 的 . 

此 外 ,还 有 更 多 的 东西 . 获取 河流 的 庞大 动力 ,和 把 这 些 动力 散布 于 各 地 农村 ,直到 几 滴 
水 流 便 足 以 驱动 牙科 医生 用 的 牙 钻 ,都 是 相同 的 一 些 现象 ,它们 也 一 再 出 现在 一 些 非常 精密 
仪器 的 建造 上 ,对 于 异常 微小 电流 的 探测 ,对 于 口语 ,音乐 和 图 像 的 传递 ,对 于 计算 机 ,对 于 
惊人 准确 的 自动 化 机 器 . 

所 有 这 一 切 之 所 以 成 为 可 能 就 是 由 于 对 铜 和 铁 的 精心 设计 安排 一 一 有 效 地 产生 出 来 
的 磁场 ,具有 6 ft 直径 的 铁 块 当 旋 转 时 其 缝隙 才 有 1/16 in 宽 ,为 了 获得 最 高 效率 而 对 
铜 选取 的 最 仔细 比例 ,所 有 一 切 的 古怪 形状 ,都 像 该 水 坝 的 曲线 那样 ,为 的 是 达到 同一 
个 目标 . 

如 果 未 来 的 某 一 位 考古 学 家 发 现 博 尔 德 水 坝 ,那么 我 们 可 能 推测 他 将 对 那些 曲线 的 优 
美加 以 赞叹 . 但 出 自 未 来 某 一 伟大 文明 时 代 的 探险 者 也 将 望 着 该 发 电机 和 变压器 说 :注意 
每 一 块 铁 片 都 各 有 其 美妙 的 有 效 形状 . 想 想 渗透 到 每 块 铜 片 里 面 去 的 思想 吧 !1” 

这 就 是 工程 的 威力 以 及 电工 技术 的 精心 设计 . 在 发 电机 中 已 创造 出 一 种 在 自然 界 其 他 
地 方 都 不 存在 的 东西 ,果然 不 错 , 在 其 他 地 方 存在 感应 的 力 ,在 太阳 和 星球 周围 的 某 些 地 方 
肯定 也 会 有 电磁 感应 . 例如 地 球 磁场 或 许 (虽然 还 不 确定 ) 也 是 由 对 地 球 内 部 的 环行 电流 产 
生 影 响 的 一 种 类 似 发 电机 的 东西 维持 着 . 但 什么 地 方 都 没有 这 样 的 部 件 ,它们 与 运动 的 部 分 
一 起 构成 一 个 整体 一 一 用 很 高 的 效率 和 规则 性 一 一 像 发 电机 那样 产生 电能 . 

你 可 能 会 想 , 设 计 发 电机 不 再 是 一 门 有 趣 科 目 ,而 是 一 门 呆板 的 科目 了 ,因为 各 种 发 电 
机 都 已 被 设计 出 来 了 ,几乎 完美 的 发 电机 或 电动 机 都 可 从 货架 上 取 下 来 .即使 这 是 真 的 ,但 
我 们 可 以 对 这 个 问题 接近 圆满 解决 的 惊人 成 就 表示 钦佩 . 何况 还 保留 着 许多 没有 解决 的 问 
题 ,甚至 发 电机 和 变压器 正 再 度 成 为 问题 . 整个 低温 和 超导体 技术 领域 都 有 可 能 很 快 就 被 用 
于 电力 分 配 课题 上 . 由 于 在 这 一 课题 中 已 经 出 现 了 一 个 根本 上 崭新 的 因素 ,所 以 新 的 最 佳 设 
计 就 非得 创造 出 来 不 可 . 未 来 的 动力 网 可 能 与 今天 的 仅 有 很 少 类 似 之 处 . 

在 学 习 感应 定律 时 你 可 以 看 到 有 数 不 清 的 应 用 和 问题 可 以 供 我 们 研究 . 关于 电机 设计 
的 研究 本 身 就 是 一 项 终身 的 工作 . 虽然 我 们 不 能 在 这 方面 走 得 太 远 ,但 应 该 意识 到 这 个 事 
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实 , 即 当 人 们 发 现 了 电磁 感应 规律 之 后 , 便 突然 把 理论 和 大 量 的 实际 发 展 联系 了 起 来 . 然而 
我 们 总 必须 把 这 一 科目 留 给 那些 对 算出 特殊 应 用 细节 感 兴趣 的 工程 师 和 应 用 科学 家 们 . 物 
理学 只 是 提供 基础 一 一 无 论 哪 一 种 应 用 的 基本 原理 (我 们 还 未 完成 这 种 基础 ,因为 还 得 详细 
考虑 铁 和 铀 的 性 质 . 稍 后 一 些 我 们 将 会 见 到 ,物理 学 对 于 这 些 都 会 有 所 论述 ). 

现代 电工 技术 是 由 于 法 拉 第 的 发 现 而 开始 的 . 那个 毫 无 用 处 的 初生 婴儿 竟 会 发 展 成 一 
位 非凡 的 天 才 , 以 一 种 连 他 那 自 豪 的 父亲 都 从 来 没有 想象 到 的 方式 把 地 球 的 面貌 改变 了 . 


第 17 章 感应 定律 


$17-1 感应 的 物理 过 程 


在 上 一 章 中 我 们 曾 描述 过 许多 现象 ,它们 表明 电感 效应 既 很 复杂 又 很 有 趣 . 现在 我 们 要 
讨论 控制 这 些 效应 的 基本 原理 .我们 已 经 把 导电 电路 中 的 电动 势 定义 为 作用 在 电荷 上 的 力 
对 该 回路 全 长 的 总 累积 . 更 具体 地 说 , 它 是 作用 于 单位 电荷 上 力 的 切 向 分 量 , 沿 该 电路 一 周 
的 线 积分 . 因此 ,在 数量 上 就 等 于 环绕 电路 一 周 对 单位 电荷 所 作 的 总 功 . 

我 们 也 已 给 出 这 样 的 “ 通 量 法 则 ”, 它 讲 :电动 势 等 于 穿 过 这 样 一 个 导电 电路 的 磁 通 重 的 
变化 率 . 让 我 们 来 看 看 能 否 理解 其 中 的 原因 . 首先 ,我 们 将 考虑 由 于 电路 在 恒定 磁场 中 移动 
而 导致 通 量变 化 的 情况 . 

在 图 17-1 中 ,我 们 表示 -- 个 面积 可 以 改变 的 简单 
导线 回路 . 这 回路 有 两 部 分 ,固定 的 U 形 部 分 (a) 和 一 
根 可 以 在 该 U 的 两 腿 上 滑动 的 横 杆 (b). 它 始 终 是 一 
个 完整 电路 ,不 过 其 面积 是 在 变化 的 . 假设 现在 把 该 回 
路 置 于 一 匀 强 磁场 中 ,使 U 形 平面 策 直 于 磁场 . 按照 
通 量 法 则 , 当 横生 移动 时 在 加 路 中 就 流产 生 一 个 电动 训令 证 二 
势 , 它 与 穿 过 回路 通 量 的 变化 率 成 正比 . 这 电动 势 将 在 多 
回路 中 引起 电流 . 我 们 将 假定 导线 中 的 电阻 相 当 大 以 致 ”改变 的 ,由 在 六 国耻 中 会 二 
电流 很 小 ,于 是 便 可 以 略 去 来 自 这 个 电流 的 任何 磁场. 

穿 过 该 回路 的 磁 通 量 为 wLB, 因 而 对 于 电动 势 一 我 们 将 把 它 写 成 5 一 “ 通 量 法 
则 "给 出 


6E= wB VL = uwBo 


dt 


式 中 v* 是 该 横 杆 的 移动 速率 . 
现在 应 该 能 够 从 作用 于 移动 杆 里 电荷 上 的 磁力 vX B 来 理解 这 一 结果 . 这 些 电荷 会 感受 
到 一 个 力 , 该 力 与 导线 相 切 ,每 单位 电荷 所 受 的 力 等 于 vB. 在 沿 横 杆 的 长 度 w 上 这 力 恒 定 ， 
而 在 别处 则 都 是 零 ,因此 力 沿 整 个 电路 的 积分 为 
€ = wvuB, 


这 与 上 面 从 通 量 的 变化 率 所 获得 的 结果 相同 . 

刚才 所 给 出 的 论证 可 以 推广 至 导线 在 固定 磁场 中 移动 的 任何 情况 . 在 一 般 情 况 , 人 们 能 
够 证 明 : 对 于 任何 电路 , 当 其 部 分 在 固定 磁场 中 移动 时 ,产生 的 电动 势 等 于 通 量 对 时 间 的 微 
商 ,而 与 该 电路 的 形状 无 关 . 
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反之 , 若 回 路 固定 不 动 而 改变 磁场 ,情况 将 会 怎样 呢 ? 我 们 不 能 根据 同一 论证 来 导出 对 
这 一 问题 的 解答 . 那 是 法 拉 第 在 实验 上 的 发 现 , 即 不 管 通 量 怎 样 变化 ,该 “ 通 量 法 则 ”总 是 正 
确 的 . 作用 于 电荷 上 的 力 , 普 遍地 说 ,是 由 F = q(E 十 v XB) 给 出 的 ,并 没有 任何 新 的 特殊 
的 “由 于 变化 磁场 而 产生 的 力 ”. 任何 作用 于 固定 导线 中 的 静止 电荷 上 的 力 都 是 来 自 E 的 
项 . 法 拉 第 的 观察 导致 发 现 电 场 和 磁场 是 由 一 个 新 的 规律 联系 起 来 的 :在 一 个 其 中 磁场 正在 
随时 间 变 化 的 区 域 里 ,电场 被 产生 了 . 正 是 这 一 电场 驱使 着 电子 围绕 该 导线 移动 一 一 因而 当 
有 变化 磁 通 量 时 在 一 固定 电路 中 引起 电动 势 . 

对 于 与 变化 磁场 有 关 的 电场 ,其 普遍 的 定律 为 


aB 
vxE=-28. (17.1) 
我 们 将 这 称 之 为 法 拉 第 定律 . 它 是 由 法 拉 第 发 现 的 ,但 首先 是 麦克 斯 书 将 其 写成 一 微分 形式 
并 作为 他 方程 组 中 的 一 个 方程 . 让 我 们 看 一 看 这 方程 怎样 给 出 电路 中 的 “ 通 量 法 则 ”. 
利用 斯 托 克 斯 定理 ,这 一 定律 可 以 写成 积分 形式 : 
bE.ds— | (VXE). nd a .nda, (17. 2) 
式 中 了 通常 指 任意 闭合 曲线 ,而 S 则 是 由 它 所 包 国 的 任何 曲面 . 这 里 应 该 记 住 ,了 是 一 条 固 
定 于 空间 中 的 数学 曲线 ,而 S 则 是 一 个 固定 曲面 . 于 是 该 时 间 微 商 就 可 以 移 至 积分 符号 的 
外 面 , 因 而 我 们 有 


中 王 .ds =—2 | .8 .nda = 一 郊 ( 穿 过 S 的 通 量 ). (17.3) 


把 这 个 关系 式 应 用 到 沿 一 个 固定 的 导电 电路 而 行 的 曲线 了 ,我 们 便 再 度 获 得 “ 通 量 法 则 "”. 左 
边 的 积分 为 电动 势 ,而 右边 积分 则 是 由 该 电路 包围 着 的 通 量 的 负 变 化 率 .所 以 式 (17. 1) 应 用 
侍 一 个 固定 电路 上 时 ,就 相当 于 “ 通 量 法 则 ”. 

. 因此 ,“ 通 量 法 则 "一 一 电路 中 的 电动 势 等 于 穿 过 该 电路 磁 通 量 的 变化 率 一 一 无 论 由 磁 
场 变化 还 是 由 电路 运动 (或 两 者 兼 有 ) 所 引起 的 通 量变 化 都 适用 . 在 该 法 则 的 表述 中 这 两 种 
可 能 性 一 一 “电路 移动 "或 “磁场 变化 ”一 一 不 能 加 以 区 别 . 然而 在 我 们 对 该 法 则 的 解释 中 , 则 
对 于 这 两 种 情况 已 用 了 两 条 完全 不 同 的 定律 一 一 在 “电路 移动 "中 用 vX8B, 而 在 “磁场 改变 ” 
中 则 用 VXE = 一 3B/ar. 

我 们 知道 ,在 物理 学 的 其 他 领域 里 还 没有 一 个 这 么 简单 而 又 准确 的 普遍 原理 ,为 了 真正 
理解 它 需 要 依据 两 种 不 同 现象 的 分 析 . 通常 ,这 么 一 个 优异 的 普遍 性 总 是 发 源 于 一 个 单一 而 
又 深刻 的 基本 原理 . 然而 ,在 我 们 这 种 情况 下 一 点 没有 任何 这 样 的 深刻 的 含意 , 因此 ,我们 得 
把 这 个 “法 则 ”理解 为 两 种 完全 独立 现象 的 组 合 效 应 . 

我 们 必须 按照 下 述 方式 来 看 待 “ 通 量 法 则 ". 一 般 地 说 ,对 单位 电荷 的 作用 力 为 Pa = 
E 十 vX B. 在 移动 导线 时 ,有 一 个 来 自 第 二 项 的 力 . 并 且 , 如 果 某 处 有 变化 着 的 磁场 , 则 该 处 
也 有 一 个 巨 场 . 它们 是 两 个 独立 效应 ,但 环绕 该 导线 回路 的 电动 势 则 始终 等 于 穿 过 其 中 的 
磁 通 量 的 变化 率 . 
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$17-2 “ 通 量 法 则 ”的 一 些 例外 


现在 我 们 将 举 一 些 例子 ,其 中 部 分 起 源 于 法 拉 第 . 这 些 例子 表明 ,在 你 的 心目 中 对 感 生 
电动 势 两 种 效应 之 间 的 差别 保持 清楚 的 认识 ,是 十 分 重要 的 . 下 述 例子 将 包括 “ 通 量 法 则 ”不 
能 够 应 用 的 一 些 情况 一 一 或 者 由 于 根本 没有 导线 ,或 者 由 于 感 生 电流 所 取 的 路 径 在 一 导体 
的 扩展 体积 内 乱 动 . 

作为 开始 ,我们 指出 如 下 一 个 要 点 :来 自 瑟 场 的 那 部 分 电动 势 并 不 依赖 于 实体 导线 (如 
”X 如 那 部 分 所 要 有 的 实体 导线 那样 ) 的 存在 , 豆 场 可 以 存在 在 自由 空间 中 ,而 它 环 绕 任 一 固 
定 在 空间 中 的 想象 曲线 的 积分 就 等 于 穿 过 该 曲线 的 B 通 量 的 变化 率 (注意 ,这 与 由 静止 电 
荷 所 产生 的 瑟 场 完全 不 同 ,因为 在 那 种 情况 下 EE 线 一 闭合 回路 的 线 积分 永远 为 零 ). 

现在 我 们 将 描述 一 种 情况 ,其 中 穿 过 电路 的 通 量 没 有 改变 ,但 仍然 存在 电动 势 . 图 
17-2 表示 一 个 可 以 在 磁场 存在 的 情况 下 绕 一 固定 轴 旋 转 的 导电 盘 ,其 一 个 接触 点 装 在 轴 
上 ,而 男 一 个 接触 点 则 与 该 盘 的 外 缘 上 相 擦 ,通过 电流 计 使 该 电路 闭合 . 当 盘 旋转 时 ,该 
电路 一 一 意思 就 是 在 空间 中 有 电流 经 过 的 那些 地 方 一 一 总 是 一 样 . 但 在 盘 中 的 那 部 分 “ 电 
路 "是 在 运动 着 的 材料 里 . 尽管 穿 过 该 “电路 "的 磁 通 量 固 定 不 变 , 但 仍然 有 一 电动 势 , 可 
以 由 电流 计 的 偏转 观察 到 . 很 清楚 ,这 里 的 情况 就 是 转动 盘 中 的 vxXB 力 产生 了 电动 势 ,但 
它 却 不 能 被 等 同 于 通 量 的 变化 . 


电流 计 


图 17-2 当 金 属 盘旋 转 时 ,有 一 个 来 自 vX B 的 电动 势 ， 图 17-3 当 两 板 在 一 匀 强 磁场 中 轧 转 而 过 
但 在 被 包围 的 通 量 中 却 没 有 什么 变化 时 ,可 以 有 巨大 的 磁 通 量 链 变 化 ,但 却 没有 
电动 势 产生 


现在 作为 一 个 相反 例子 ,我 们 将 考虑 一 种 稍微 有 点 异常 的 情况 , 即 在 其 中 穿 过 “电路 " 
( 义 是 指 在 有 电流 通过 的 那些 地 方 ) 的 磁 通 量 发 生 了 变化 ,但 却 没有 什么 电动 势 设想 两 块 边 
缘 稍 微 弯 曲 的 金属 板 , 如 图 17-3 所 示 , 这 两 块 板 被 放 在 与 其 平面 垂直 的 匀 强 磁场 中 . 每 - 块 
板 连 接 到 电流 计 的 一 端 ,如 图 所 示 . 两 板 在 P 点 相 接 触 ,因而 构成 了 一 个 闭合 电路 . 如 果 现 
在 两 板 轧 转 过 一 个 小 小 角度 ,接触 点 将 转移 至 P'. 如 果 设 想 该 “电路 " 沿 图 中 所 示 的 那 条 虚 
线 经 两 板 而 形成 , 则 当 两 板 往复 加 转 时 , 穿 过 这 一 电路 的 磁 通 量变 化 就 很 大 . 然而 这 种 转动 
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却 可 由 微小 运动 来 完成 ,以 致 v X B 很 小 ,实际 上 不 存在 电动 势 .“ 通 量 法 则 "在 此 不 适用 , 它 
必须 应 用 于 其 中 电路 材料 保持 相同 的 那些 电路 . 当 电 路 的 材料 正在 变化 时 ,就 必须 回 到 基本 
定律 中 去 . 正确 的 物理 意义 总 是 由 这 两 个 基本 定律 

F= qa(E+vX 8B), 


VX 


给 出 的 . 


$17-3 感 生 电场 使 粒子 加 速 ; 电 子 感应 加 速 器 


我 们 已 说 过 ,由 变化 磁场 而 产生 的 电动 势 即 使 在 没有 导体 时 也 能 存在 ,这 就 是 说 ,没有 
导线 也 可 以 有 电磁 感应 . 我 们 仍然 可 以 想象 环绕 空间 中 任意 数学 曲线 的 电动 势 , 它 被 定义 为 
EE 的 切 向 分 量 绕 该 曲线 的 积分 . 法 拉 第 定律 讲 ,这 个 线 积分 等 于 穿 过 该 闭合 曲线 磁 通 量 的 变 
化 率 , 即 式 (17. 3). 

作为 这 种 感 生 电场 效应 的 例子 ,我 们 现在 要 考虑 在 变化 磁场 中 电子 的 运动 . 想象 有 这 么 
一 个 磁场 ,在 一 个 平面 上 处 处 都 指向 其 垂直 方向 ,如 图 17-4 所 示 . 磁场 是 由 电磁 铁 产 生 的 ， 
但 其 细节 我 们 将 不 予 考虑 .对 于 这 一 例子 我 们 将 设想 磁场 对 某 个 轴 是 对 称 的 ,也 就 是 说 , 磁 
场 强 度 将 仅 取决 于 离 轴 的 距离 . 这 一 磁场 也 是 随时 间 变 化 的 . 现在 设想 有 一 个 电子 在 这 磁场 
中 正 沿 以 轴 为 中 心 .半径 恒 定 的 圆周 运动 着 (我 们 稍 迟 将 看 到 ,如 何 才能 安排 这 一 种 运动 ). 
由 于 变化 着 的 磁场 ,因此 就 会 有 一 个 与 电子 轨道 相 切 的 场 马 ,这 将 驱动 电子 环绕 着 该 圆周 运 
动 . 又 由 于 对 称 性 的 缘故 ,这 电场 在 圆周 上 各 处 将 有 相同 的 值 . 若 电 子 轨道 具有 半径 x, 则 E 
环绕 其 轨道 的 线 积分 将 等 于 穿 过 该 圆周 的 磁 通 量 的 变化 率 . E 的 线 积分 恰好 就 是 它 的 大 小 
乘 以 圆 的 周 长 2rr. 一 般 说 来 ,这 磁 通 最 必须 从 一 积分 求 得 . 这 时 ,我 们 令 By 代表 该 圆周 内 
的 平均 磁场 ,于 是 通 量 为 这 平均 磁场 乘 圆 的 面积 ,我 们 将 有 


9 
2xrE = 到 (BY nr ) 


由 于 假定 r 为 常数 ,所 以 E 与 一 平均 场 的 时 间 微 商 成 正比 : 


侧 视 图 俯视 图 
图 17-4 电子 在 一 个 轴 对 称 的 、 随 时 间 而 变 的 磁场 中 被 加 速 
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E= (17.4) 


电子 将 感受 到 电力 gE 并 将 被 加 速 . 想起 有 关 运 动 的 相对 论 性 的 正确 方程 乃 是 动量 的 变化 
率 正比 于 力 , 所 以 我 们 得 
d 
gE = 学 . (17.5) 
对 于 已 假定 的 圆周 轨道 ,电子 所 受 的 电力 始终 指向 其 运动 方向 ,因而 它 的 总 动量 将 按 式 
(17.5) 所 给 出 的 时 间 变 化 率 增加 . 合并 式 (17.5) 和 (17. 4) ,我 们 就 可 将 动量 变化 率 与 平均 磁 
场 的 变化 率 互相 联系 起 来 : 


dp _g dB 
F 2 本 (17.6) 
对 :进行 积分 ,可 得 到 电子 的 动量 
p= po tTABrs, (17: 7) 


式 中 po 为 电子 开始 时 的 动量 ,而 ABxw 则 是 往 后 在 Brw 方 面 的 改变 . 电子 感应 加 速 器 一 一 
一 种 用 来 把 电子 加 速 至 高 能 的 机 器 一 一 的 运行 就 是 以 这 一 概念 为 基础 的 . 

为 了 详细 看 看 电子 感应 加 速 器 是 怎样 工作 的 ,我 们 现在 就 必须 探讨 如 何 才能 把 电子 约 
束 在 一 个 圆周 上 运动 . 我 们 曾 在 第 1 卷 第 11 章 中 讨论 过 所 涉及 的 原理 . 如 果 能 够 这 样 安排 ， 
使 得 在 电子 的 轨道 上 有 一 磁场 B, 则 将 有 一 横向 力 qv X B ,对 于 一 个 适当 选择 的 B, 这 个 力 
就 能 够 使 电子 保持 在 所 预定 的 轨道 上 运动 . 在 电子 感应 加 速 器 中 , 正 是 这 一 横向 力 引 起 了 电 
子 在 一 固定 半径 的 圆周 轨道 上 运动 . 通过 再 度 应 用 关于 运动 的 相对 论 性 方程 (不 过 这 回 却 是 
关于 力 的 横向 分 量 的 ) ,我 们 便 能 找 出 在 该 轨道 上 的 磁场 强度 应 有 多 大 . 在 这 电子 感应 加 速 
器 中 ( 见 图 17-4), 由 于 B 垂直 于 v, 因 而 横向 力 为 avB. 于 是 这 个 力 就 等 于 动量 的 横向 分 量 
Pp' 的 变化 率 : 


qvB = 二 (17. 8) 


当 一 粒子 在 圆周 上 运动 时 , 它 的 横向 动量 的 变化 率 等 于 总 动量 的 大 小 乘 以 转动 角速度 w( 根 
据 第 1 卷 第 11 章 中 的 论证 ): 
dz - 


di = “Pp; (17. 9) 
这 里 ,由 于 是 圆周 运动 ,所 以 
(17. 10) 
合并 式 (17. 8)、(17.9) 及 (17. 10) 得 
qvB4 = pi (17. 11) 


式 中 Bwa 为 半径 > 处 的 磁场 . 
当 电子 感应 加 速 器 运行 时 ,电子 的 动量 会 按照 式 (17.7) 正 比 于 Byw 而 增长 . 而 若 电子 
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继续 在 其 原来 的 圆周 上 运动 , 且 当 其 动量 增 大 时 式 (17. 11) 仍 应 继续 维持 正确 , 则 Bwi 的 值 
就 必须 随 动 量 p 成 比例 地 增 大 . 将 式 (17. 11) 与 确定 p 的 式 (17.7) 做 比较 ,我 们 看 到 ,在 半 
径 为 r 的 轨道 内 的 平均 磁场 By 与 在 轨道 上 的 磁场 By 必须 有 如 下 关系 : 


ABsy» = 2ABya. (17. 12) 


电子 感应 加 速 器 的 正确 运行 要 求 :在 轨道 内 的 于 均 磁 场 的 增长 率 比 轨道 处 磁场 本 身 的 增长 
率 要 大 一 倍 .在 这 种 情况 下 , 当 粒 子 能 量 被 感 生 电 场 增加 时 ,轨道 处 的 磁场 以 维持 该 粒子 在 
圆周 上 运动 所 需要 的 比例 增长 ， 

电子 感应 加 速 器 被 用 来 加 速 电子 ,使 其 达到 几 和 干 万 乃至 几 亿 电子 伏 的 能 景 . 然而 ,要 把 
电子 加 速 至 远 高 于 几 亿 电子 伏 的 能 量 就 变 得 不 切合 实际 ,这 里 有 几 个 原因 . 原因 之 一 是 ,要 
在 该 轨道 内 获得 所 需 的 高 平均 值 磁场 在 实际 上 有 困难 . 另 一 个 原因 则 是 , 式 (17.6) 在 能 量 高 
的 情况 下 已 不 再 正确 ,因为 它 并 没有 把 由 于 粒子 电磁 辐射 ( 即 在 第 1 卷 第 34 章 中 所 称 为 同 
步 加速 器 辐射 的 ) 而 损失 的 能 量 包括 在 内 . 由 于 这 些 原 因 , 要 把 电子 加 速 至 更 高 能 量 一 一 达 
到 几 十 亿 电 子 伏 一 一 就 得 采用 另 一 种 称 为 同步 加 速 器 的 机 器 来 完成 . 


$17-4 一 个 伴 订 


现在 要 向 你 们 描述 一 个 显而易见 的 伴 廖 . 伴 廖 指 的 是 这 样 一 种 情况 , 当 用 一 种 方法 
分 析 时 得 出 一 个 答案 ,而 用 另 一 种 方法 分 析 时 又 得 出 另 一 个 答案 ,因而 对 于 实际 上 究 
竟 会 发 生 什么 我 们 就 会 陷于 某 种 困境 . 当然 ,在 物理 学 中 从 未 有 过 任何 真正 的 伴 廖 , 因 
为 实际 上 只 有 一 个 正确 答案 ,至 少 我 们 相信 自然 界 只 按照 一 种 方式 行动 (不 用 说 , 那 就 
是 正确 方式 ). 因此 ,在 物理 学 中 伴 雇 只 是 我 们 本 身 理解 上 的 一 种 混乱 .下面 是 我 们 将 
要 提出 的 一 个 伴 雇 . 
试想 象 构造 一 个 如 图 17-5 所 示 的 装置 . 一 个 薄 而 圆 的 塑料 盘 被 支撑 在 一 根 装 有 优良 轴 
承 的 同心 轴 上 ,从 而 能 够 十 分 自由 地 旋转 . 在 该 盘 上 ,与 转轴 同心 地 放 着 一 个 短 螺 线 管 形状 
的 线圈 . 通过 这 个 线圈 的 恒定 电流 工 由 一 个 同样 是 装 在 盘 上 的 小 电池 组 供应 . 靠近 盘 的 边缘 
绕 圆周 边 等 距离 地 分 布 着 若干 个 金属 小 球 ,它们 
相互 之 间 以 及 与 线圈 之 间 均 由 制造 该 盘 的 塑料 材 
料 绝缘 . 这 些小 导体 球 ,每 一 个 都 各 带 有 等 量 的 静 
电荷 Q. 每 件 东 西 都 完全 固定 ,而 盘 则 静止 不 动 . 
假设 现在 由 于 某 一 偶发 事件 或 由 于 预先 的 安排 ， 
线圈 中 的 电流 被 中 断 了 ,然而 却 没有 受到 任何 外 
界 干扰 . 只 要 继续 通电 流 , 便 有 或 多 或 少 与 盘 的 轴 
平行 的 磁 通 量 穿 过 该 线圈 . 当 电 流 中 断 时 ,这 通 量 
一 定 会 趋 于 零 . 因此 ,就 必然 会 感 生 一 电场 ,而 这 
电场 将 以 该 轴 为 中 心 环绕 成 一 些 圆周 . 存盘 的 周 
边 那 些 带电 球体 均 将 感到 一 个 与 圆 盘 边 缘 相 切 的 
图 17-5 ”如果 电 流 工 停止 了 ,该 盘 是 否 电场 . 这 个 电力 对 于 所 有 电荷 来 说 都 在 与 圆 盘 边 
会 转动 缘 相 切 的 方向 ,因而 将 产生 一 个 作用 于 该 盘 上 的 


第 17 章 感应 定律 219 


净 力 矩 . 从 上 面 的 论证 ,我 们 预期 当 线圈 中 电流 消失 时 , 圆 盘 将 开始 转动 . 要 是 我 们 已 知道 盘 
的 转动 惯量 、 线 图 中 的 电流 以 及 小 球 上 的 电荷 , 那 我 们 就 能 够 算出 所 要 的 角速度 . 

但 我 们 也 可 轻易 地 做 出 不 同 的 论证 . 利用 角 动 量 守恒 原理 ,我 们 可 以 说 , 盘 及 其 一 切 部 
件 的 角 动 量 在 开始 时 为 零 , 因 而 这 整套 装置 的 角 动 量 就 应 该 保持 等 于 零 . 当 电流 中 断 时 不 应 
有 转动 . 究竟 哪 一 种 论证 才 是 正确 的 呢 ? 盘 将 转动 还 是 不 转动 ? 我 们 将 把 这 一 问题 留 给 你 
们 去 思考 . 

必须 提醒 你 们 一 点 ,正确 的 答案 并 不 有 束 于 任何 非 本 质 的 特征 ,诸如 电池 组 的 非 对 称 位 
置 等 等 . 事实 上 ,你 可 以 想象 一 种 诸如 下 述 的 理想 情况 :该 螺 线 管 是 由 超 导 电 线 绕 成 的 ,里 面 
通 有 电流 . 在 该 盘 已 经 小 心地 被 安置 于 静止 状态 后 ,让 螺 线 管 的 温度 缓慢 上 升 . 当 导 线 的 温 
度 达到 介 平 超 导 电 性 与 正常 导电 性 之 间 的 转变 温度 时 , 螺 线 管 里 的 电流 便 将 因 导线 的 电阻 
而 趋向 零 . 如 前 所 述 磁 通 量 将 降低 至 零 ,因而 环绕 着 该 轴 心 将 产生 一 个 电场 . 我 们 也 应 该 提 
醒 你 ,这 个 解答 并 不 容易 得 到 ,但 也 不 是 一 种 诡计 . 当 你 把 它 想 出 来 时 ,你 已 经 发 现 了 一 个 重 
要 的 电磁 学 原理 . 


§17-5 交流 发 电机 


在 本 章 的 其 余部 分 ,我 们 将 应 用 8$ 17-1 中 的 原理 来 分 析 第 16 章 中 曾 讨 论 过 的 若干 现 
象 . 我 们 首先 要 对 交流 发 电机 更 详细 地 加 以 审 察 . 这 种 发 电机 基本 上 由 一 个 在 匀 强 磁场 中 转 
动 的 导电 线圈 构成 . 这 一 结果 也 可 把 一 固定 线圈 
放 在 一 个 按 上 一 章 所 描述 的 方法 而 使 方向 旋转 
的 磁场 中 得 到 . 我 们 将 仅仅 考虑 前 一 种 情况 . 假 
设 有 一 个 圆 形 线圈 能 够 以 它 的 一 条 直径 为 轴 而 
旋转 . 让 这 个 线圈 安放 在 一 个 垂直 于 该 转轴 的 匀 
强 磁场 之 中 ,如 图 17-6 所 示 . 我 们 并 且 设想 该 线 
圈 两 端 通过 某 种 滑动 触 点 被 引 至 外 电路 . 

由 于 线圈 转动 , 穿 过 它 的 磁 通 量 便 将 发 生 改 
变 . 因此 ,在 线圈 的 电路 中 就 有 一 个 电动 势 . 令 S 
为 该 线圈 的 面积 * ,而 6 为 磁场 与 线圈 平面 法 线 


之 间 的 夹 角 . 于 是 穿 过 线圈 的 磁 通 量 就 是 dh 
类 ek 通才 转 一 一 交流 发 电机 的 基本 原理 


BScos 0. (17.13) 
如 果 线 图 以 匀 角 速度 w 旋 转 , 则 0 随时 间 变化 为 9 = wt. 这 样 , 在 该 线圈 中 的 电动 势 就 是 
6 一 一 号 ( 磁 通 量 ) 一 一 (BScos ur) 


或 
€ = BSwsin wi. (17.14) 


如 果 把 来 自发 电机 的 导线 引导 至 离 转 动 线圈 相当 远 的 地 方 ,那里 的 磁场 为 零 ,或 至 少 磁 


* 现在 由 于 字母 A 已 被 用 于 矢 势 了 ,我 们 建议 用 S 来 表示 表面 积 . 
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场 已 不 随时 间 变 化 ,那么 在 这 个 区 域 里 五 的 旋 度 将 为 零 ,因而 我 们 可 以 定义 一 个 电势 . 事实 
上 ,车 没有 电流 从 发 电机 中 引出 , 则 两 根 导线 间 的 电势 差 V 将 等 于 该 旋转 线圈 中 的 电动 势 . 
这 就 是 说 ， 
V = BSwsin wt = Vosin wi. 

两 根 导线 间 的 电势 差 随 sin wt 变化 . 这 样 变化 的 电势 差 称 为 交 变 电压 . 

既然 两 根 导 线 之 间 存 在 电场 ,那么 它们 就 必然 是 带电 的 . 显然 ,发 电机 的 电动 势 已 经 
把 某 些 超额 电荷 推出 至 导线 上 ,直到 这 些 电 荷 产生 的 电场 强大 到 足以 抵消 该 感应 力 时 为 
止 .从 发 电机 的 外 面 看 ,两 根 导线 表现 出 似乎 像 在 静电 场 中 那样 ,被 充电 至 电势 差 了 ,而 电 
荷 又 似乎 是 随时 间 变 化 的 ,因而 给 出 一 个 交 变 电势 差 . 与 静电 情况 还 有 另 一 个 不 同 . 如 果 
把 发 电机 与 一 个 容许 电流 通过 的 外 电路 连接 , 则 我 们 将 发 现 该 电动 势 并 不 允许 导线 放 
电 , 而 是 当 电 流 从 导线 引出 来 时 继续 对 导线 供应 电荷 ,企图 使 两 导线 之 间 永 远 保持 一 个 
不 变 的 电势 差 . 事 实 上 , 若 发 电机 与 一 总 电阻 为 尺 的 电路 连接 , 则 流 经 该 电路 的 电流 将 与 
发 电机 的 电动 势 成 正比 与 尺 成 反比 . 由 于 电动 势 上 共有 正弦 形式 的 时 间 变 化 ,所 以 电流 也 
是 一 样 . 即 有 一 个 交 变 电流 ; 


关于 这 一 种 电路 的 原理 图 如 图 17-7 所 示 . 
我 们 也 能 看 到 ,电动 势 确定 了 发 电机 供应 能 最 的 多 


一 少 . 导线 中 的 每 个 电荷 都 以 .+ 的 功率 接受 能 量 , 其 中 下 

为 作用 于 该 电荷 上 的 力 , 而 v 为 电荷 的 速度 . 现在 设 单位 长 

交流 Rk ” 度 导线 中 的 运动 电荷 数目 为 w 则 对 导线 的 任意 线 元 ds 所 

发 电机 供应 的 功率 为 
a F. vnds. 
Rn 对 于 一 条 导线 来 说 ,v 总 是 沿 着 ds, 所 以 这 功率 可 以 写成 
图 17-7 包含 一 部 交流 发 电机 te 
和 一 个 电阻 的 电路 


对 整个 电路 提供 的 总 功率 等 于 这 一 表 式 环绕 整个 回路 
的 积分 : 


功率 = fnvF i (17. 15) 


现在 应 当 记得 ,qnv 就 是 电流 了 ,而 电动 势 则 被 定义 为 F/e 环绕 该 电路 的 积分 . 因此 就 得 到 
这 么 一 个 结果 : 
发 电机 提供 的 功率 = 6I. (17. 16) 
当 发 电机 的 线圈 有 电流 通过 时 ,也 将 会 有 机 械 力作 用 于 其 上 . 事实 上 我 们 知道 ,作用 于 
线圈 上 的 力矩 与 它 的 磁 矩 、 磁 场 强度 B 以 及 它们 间 夹 角 的 正弦 成 正比 , 磁 矩 等 于 线圈 中 的 
电流 乘 以 线圈 面积 ,因此 该 力矩 为 
rz 一 IJ9Bsin 0. (17. 17) 


为 维持 线圈 转动 必须 做 机 械 功 ,其 功率 等 于 角速度 w 乘 以 力矩 
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~ = wr = wl Ba (17. 18) 


把 上 式 和 式 (17. 14) 比 较 ,可 见 为 了 转动 线圈 而 抵抗 磁力 所 需 的 机 械 功率 恰好 等 于 61, 即 
发 电机 的 电动 势 所 输送 出 来 的 电能 的 功率 . 在 发 电机 中 用 掉 的 全 部 机 械 能 表现 为 电路 上 
的 电能 . 

作为 由 于 感 生 电 动 势 而 产生 的 电流 和 力 的 另 一 个 例子 ,让 我 们 分 析 在 $17-1 中 曾 描述 
过 、 如 图 17-1 所 示 的 设备 中 发 生 的 事情 . 那里 有 两 根 平行 导线 和 一 根 滑动 横 棒 放置 在 一 个 
垂直 于 该 平行 导线 平面 的 磁场 中 . 现在 让 我 们 假定 该 U 形 “ 底 " 部 (图 中 的 左 端 ) 是 由 高 电阻 
导线 制 成 ,而 那 两 根 侧线 由 像 铜 一 样 的 良 导 体制 成 一 一 于 是 我 们 就 不 必 担 心 当 横 棒 移 动 时 
电路 的 电阻 会 发 生 改变 . 和 以 前 一 样 , 电 路 的 电动 势 为 


€ = vBw. (17. 19) 
电路 中 的 电流 与 这 个 电动 势 成 正比 而 与 电路 的 电阻 成 反比 : 
6 _ Bw 
R RR 
由 于 这 个 电流 ,所 以 就 会 有 作用 于 横 棒 上 的 磁力 ,这 力 与 棒 的 长 度 、 棒 中 的 电流 以 及 磁 
场 均 成 正比 , 即 


I= (17. 20) 


F = BIw. (17. 21) 
由 式 (17. 20) 取 了 ,因而 对 于 力 便 有 


_ Bw 
二 R 


v. (17. 22) 


我 们 看 到 , 力 与 横 棒 的 速度 成 正比 . 正如 你 可 以 很 容易 就 明白 ,这 个 力 的 方向 与 棒 的 移动 速 
度 相反 . 这 种 像 蔡 力 那样 与 “速度 正比 "的 力 , 每 当 在 磁场 中 移动 导体 而 产生 感 生 电流 时 总 会 
出 现 . 在 上 一 章 中 我 们 所 举 的 有 关 涡 流 的 例子 ,也 会 产生 作用 在 导体 上 .与 导体 速度 成 正比 
的 力 ,尽管 一 般 来 说 ,这 样 的 情况 都 会 给 出 难以 进行 分 析 的 复杂 电流 分 布 . 

在 对 机 械 系统 的 设计 中 ,有 一 些 与 速度 成 正比 的 阻尼 力 往 往 是 方便 的 . 涡流 力 提供 一 个 
获得 这 种 与 速度 有 关 的 力 的 最 方便 办 法 . 应 用 这 种 力 的 一 个 例子 就 是 普通 的 家 用 电表 . 在 电 
表 中 有 一 个 旋转 于 永 磁铁 两 极 间 的 薄 铝 盘 . 这 个 盘 由 一 个 小 电动 机 驱动 ,其 力矩 与 家 庭 电 路 
中 所 消耗 的 功率 成 正比 . 鉴于 在 盘 中 的 这 个 涡流 力 , 便 会 有 一 个 正比 于 速度 的 阻力 , 当 平衡 
时 该 速度 与 电能 消耗 的 速率 成 正比 . 利用 一 个 连接 于 转盘 上 的 计数 器 ,就 把 它 的 转 数 记录 下 
来 了 .这 个 数目 就 是 总 能 量 消 耗 、 亦 即 所 用 去 的 瓦 时 数 的 指示 . 

我 们 也 可 以 指出 , 式 (17. 22) 表 明 来 自 感 生 电 流 的 力 一 一 也 就 是 任何 涡 旋 电 流 的 力 一 一 
均 与 电阻 成 反比 . 材料 的 导电 性 能 越 好 ,这 力 就 越 大 . 当然 原因 在 于 电阻 低 ,电动 势 所 产生 的 
电流 就 越 强 , 而 较 强 的 电流 代表 较 大 的 机 械 力 . 

从 那些 公式 我 们 也 可 以 看 出 ,机 械 能 是 如 何 转变 成 电能 的 . 如 前 所 述 , 对 电路 中 电阻 所 
提供 的 电能 为 积 61. 当 移动 导电 横 棒 时 对 其 所 做 的 功率 ,为 棒 受 到 的 作用 力 乘 以 棒 的 速度 . 
利用 关于 力 的 式 (17. 22) 后 ,所 做 的 功率 为 


dW _ vB’w 


dt R “ 
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我 们 看 到 ,这 确实 等 于 由 式 (17. 19) 和 (17. 20) 所 该 获得 的 积 61. 机 械 功 再 次 表现 为 电能 . 
$17-6 互 感 


现在 我 们 想 要 考虑 一 种 导线 线圈 固定 而 磁场 在 变化 的 情形 . 当 我 们 过 去 描述 磁场 由 电 
流产 生 时 , 仅 考虑 恒定 电流 的 情况 . 但 只 要 电流 变化 缓慢 ,磁场 在 每 一 时 刻 就 几乎 与 一 恒定 
电流 的 磁场 相同 . 在 这 一 节 的 讨论 中 ,我 们 将 假定 电流 总 是 足够 缓慢 地 变化 着 ,使 得 这 种 情 

况 保持 正确 . 
导致 变压器 起 作用 的 那些 基本 效应 ,可 由 图 17-8 
| / ”所 示 的 那 两 个 线圈 的 配置 来 加 以 演示 . 线圈 1 由 线 成 长 
\ i 螺 线 管 形状 的 一 根 金属 导线 构成 . 在 这 个 线圈 外 面 一 一 
吕 i ol mp de er De 
A 与 之 绝缘 的 一 “还 绕 上 一 个 仅 有 几 臣 导线 的 线圈 2. 现 


一 一 在 , 若 电流 通过 线圈 1, 我 们 知道 在 其 内 部 将 出 现 一 磁 
> 场 , 这 磁场 也 穿 过 线圈 2. 当 线圈 1 中 的 电流 变化 时 , 磁 
RE 通 量 也 起 变化 ,从 而 将 会 在 线圈 2 中 感 生 一 电动 势 . 现 
Ns 在 我 们 将 计算 这 一 感 生 电动 势 . 
R= 在 $ 13-5 中 我 们 曾 看 到 ,在 一 长 螺 线 管内 磁场 是 
均匀 的 ,而 其 大 小 为 
SS 1 NL 
B= 一 (17. 23) 
oc i 
式 中 N 为 线圈 1 的 历数 ,为 通过 其 中 的 电流 ,而 即 
加 17.8 线 轿 直 的 申 流 全 产生。 。 为 线 因 长度 . 令 线圈 1 的 模 夫 面积 为 S, 那 么 B 的 通 和 
ene S 就 是 它 的 大 小 乘 以 S. 如 果 线 圈 2 共有 N; 应 , 则 这 通 量 
个 穿 过 线圈 2 的 磁场 罗 
与 线圈 2 耦合 了 N。 次 . 因而 在 线圈 2 中 的 电动 势 就 有 
下 式 给 出 ; 
ov 
6& 一 一 NS de (17. 24) 


在 式 (17.23) 中 ,唯一 随时 间 变 化 的 量 为 有. 因此 电动 势 为 


_NNS dl 
koc21 di“ 


我 们 看 到 ,线圈 2 中 的 电动 势 与 在 线圈 1 中 的 电流 变化 率 成 正比 . 该 比例 常数 基本 上 是 
两 线 疾 的 一 个 几何 因数 , 称 为 互感 ,而 往往 被 记 作 M2. 于 是 式 (17.25) 便 可 以 写成 
dl 


6 = Ma a (17. 26) 


& 一 


(17. 25) 


现在 假设 电流 通过 线圈 2 而 要 问 线圈 1 中 的 电动 势 .我 们 应 该 计算 出 磁场 , 它 处 处 与 电 
流 1 成 正比 . 穿 过 线圈 1 的 磁 通 焉 连 数 应 与 几何 形状 有 关 , 但 同时 又 应 与 1; 成 正比 . 因此 ， 
在 线圈 1 中 的 电动 势 再 次 正比 于 d1,/di, 可 以 把 它 写 成 
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(17..27) 


要 算出 Mi , 比 起 刚才 对 于 Mz 所 做 的 计算 更 困难 一 些 .我们 不 打算 现在 就 米 进 行 计 算 , 因 
为 在 本 章 稍 后 将 会 证 明 Mi 必然 等 于 Ma. 

由 于 任何 线圈 中 的 磁场 总 是 与 其 电流 成 正比 ,因此 对 任何 两 个 线圈 就 会 获得 同 种 类 型 
的 结果 . 式 (17. 26) 和 (17. 27) 具 有 相同 形式 ,只 是 常数 Mz 和 Mi 不同 ,它们 之 值 应 取决 二 
两 线圈 的 形状 和 它们 的 相对 位 置 . 

假设 我 们 希望 求 得 任意 两 个 线圈 一 一 比如 如 图 17-9 所 示 的 那 两 个 线圈 一 一 之 问 的 
互感 ,我 们 知道 在 线圈 1 中 的 电动 势 其 一 般 


式 中 B 为 磁场 ,而 积分 是 对 以 电路 1 为 边界 
的 整个 面 进行 的 . 在 $14-1 中 我 们 已 经 知 
道 , 这 种 对 B 的 面积 分 可 以 与 撩 势 的 一 个 线 


Se ee 图 17-9 任何 两 个 线圈 都 有 与 ds * ds;/r 
积分 成 正 9 五感 M 
| B.nda = A.dsi, 的 积分 成 正比 的 互感 
(1) (1) 


式 中 4 代表 矢 势 ,而 ds; 则 是 电路 1 的 一 个 线 元 . 该 线 积分 必须 环绕 电路 1 进行 . 因此 ,在 线 
圈 1 中 的 电动 势 可 以 写成 


= A.ds. (17. 28) 


dt (1) 


现在 让 我 们 假设 在 电路 1 处 的 矢 势 是 由 电路 2 中 的 电流 产生 的 . 于 是 这 矢 势 便 可 以 写 
成 环绕 电路 2 的 一 个 线 积分 : 


> 1 flds 


一 ， 17. 29 
4rreo ee Ti2 ( ) 


式 中 I; 代表 电路 2 中 的 电流 ,而 rs 则 是 从 电路 2 中 的 线 元 ds: 至 电路 1 上 我 们 正在 计算 其 
矢 势 的 那 一 点 之 间 的 距离 ( 见 图 17-9). 合并 式 (17. 28) 和 (17. 29), 则 可 将 电路 1 中 的 电动 
势 表达 成 一 个 双重 的 线 积分 ; 

1 d ds 


4reocz diJ oy) riz 


1 一 


最 dsi. 
式 中 的 积分 全 都 是 对 于 固定 电路 进行 的 . 唯一 与 积分 的 变量 无 关 的 只 有 电流 1;. 因此 ,我们 
可 以 把 它 提 到 两 个 积分 号 之 外 . 于 是 电动 势 就 可 以 写成 


dl; 


5 = Mw 


式 中 系数 Mi 为 
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Ms = 一 7 1 ， dse ds (17. 30) 
TtoC J()J(2) rz 


从 这 一 积分 我 们 见 到 ,Mi: 仅 取决 于 电路 的 几何 结构 , 它 依赖 于 两 电路 间 的 一 种 平均 间距 ， 
而 在 这 个 平均 过 程 中 对 两 线圈 互相 平行 的 那些 节 段 必须 加 权 . 我 们 的 式 子 可 以 用 来 计算 两 
个 任意 形状 电路 间 的 互感 .并且 , 它 表明 Mi 的 积分 与 Ma 的 积分 全 同 . 因此 ,我 们 已 证 明了 
这 两 系数 是 全 等 的 . 对 于 只 含有 两 个 线圈 的 系统 ,这 两 个 系数 Miz 和 Ma2: 常 被 表示 成 没有 任 
何 下 角 标 的 符号 M ,简单 叫 作 互感 : 

Ma = Mz = M. 


$17-7 自 感 


在 对 图 17-8 或 17-9 的 两 个 线圈 中 的 感 生 电 动 势 进行 讨论 时 ,我 们 仅仅 考虑 了 只 在 其 
中 一 个 线圈 中 电流 的 情况 . 如 果 两 个 线圈 中 同时 载 有 电流 , 则 耦合 到 每 一 线圈 的 磁 通 量 就 将 
是 那些 分 开 存在 着 的 两 个 通 量 之 和 ,因为 到 加 定律 对 于 磁场 是 适用 的 . 因此 ,每 个 线圈 中 的 
电动 势 不 仅 正比 于 另 一 线圈 中 的 电流 变化 ,而且 也 正比 于 该 线圈 本 身 的 电流 变化 . 于 是 ,在 
线圈 2 中 的 总 电动 势 就 应 当 写成 


& = Ma + Ma 


同 理 ,线圈 1 中 的 电动 势 将 不 仅 依赖 于 在 线圈 2 中 的 变化 电流 ,而 且 也 依赖 于 本 身 的 变 
化 电流 : 


(17. 31) 


dI;, dl 
= M2 + Mu (17. 32) 
系数 Mz, 和 Mu 都 永远 是 负数 ,通常 被 写成 
Mi 一 一 上 L ，M2 一 一 工 ， (17. 33) 


其 路 , 和 工 , 分 别称 为 两 个 线圈 的 自 感 . 

当然 ,即使 仅 有 一 个 线圈 , 自 感 电动 势 依然 存在 . 任 一 线圈 因 自 身 的 原因 都 有 一 个 自 
感 工 . 电动势 将 正比 于 其 中 电流 的 变化 率 . 对 于 单个 线圈 ,通常 采取 这 样 的 惯例 , 即 如 果 电 
动 势 与 电流 的 方向 相同 , 那 它们 就 被 认为 是 正 的 . 按照 这 种 惯例 ,我 们 可 以 把 单个 线圈 的 
电动 势 写成 


—L (17. 34) 


负 号 指明 该 电动 势 反 抗 电流 的 变化 一 一 故常 称 为 “ 反 电 动 势 ”. 

由 于 任何 线圈 都 有 反抗 电流 变化 的 自 感 , 所 以 线圈 里 的 电流 就 有 一 种 惯性 . 事实 上 ,如 
果 想 要 改变 线圈 里 的 电流 ,就 必须 把 线圈 接 至 某 一 电池 组 或 发 电机 的 外 电压 源 来 克服 这 一 
惯性 ,原理 图 如 图 17-10(a) 所 示 . 在 这 样 一 个 电路 中 ,电流 了 按照 如 下 关系 依赖 于 电压 V; 


* 式 (17.31) 和 (17. 32) 中 Mi 和 M。 的 符号 取决 于 对 该 两 线圈 中 正 电 流向 指 的 任意 选择 . 
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v=Ld (17. 35) 
dz 


2 
| be a 


(a) (b) 


图 17-10 (a) 含有 一 电压 源 和 一 自 感 的 电路 ;(b) 类 似 的 机 械 系统 


这 一 方程 与 粒子 在 一 维 中 情况 下 的 牛顿 运动 定律 具有 相同 形式 . 因此 ,我 们 可 以 按 “ 相 
同 的 方程 具有 相同 的 解 ” 的 原则 来 对 它 进行 研究 . 这 样 , 若 把 外 加 电压 V 对 应 于 所 加 的 外 力 
F ,而 把 线圈 中 的 电流 对 应 于 粒子 的 速度 , 则 该 线圈 的 自 感 就 对 应 于 粒子 的 质量 m* . 看 一 
看 图 17-10(b). 我 们 可 以 编制 一 个 关于 各 相应 量 的 对 照 表 : 


粒子 线 贺 
F( 力 ) V( 电 势 差 ) 
v( 速 度 ) 1( 电 流 ) 
(位 移 ) 9( 电 人 荷 ) 
= 和 于 V=L 由 
mv( 动 其) LI 
去 mx (动能 ) 去 LT ( 磁 能 ) 


$17-8 电感 与 磁 能 


继续 上 一 节 中 所 进行 的 类 比 ,我 们 就 会 预期 ,对 应 于 其 变化 率 为 作用 力 的 机 械 动 量 p = 
mv, 就 会 有 一 个 等 于 LI 的 类 似 量 ,其 变化 率 为 V. 当然 ,我 们 并 没有 任何 权利 讲 LI 就 是 电 
路 的 真实 动量 ,事实 上 , 它 并 不 是 . 整个 电路 可 能 固定 不 动 而 没有 任何 动量 . LI 与 动量 mv 


相 类 似 只 是 在 彼此 都 满足 相对 应 的 方程 这 一 意义 上 说 的 . 同样 ,对 于 动能 亏 mw ,也 有 一 类 


似 量 去 LT 与 之 对 应 , 但 这 里 却 使 我 们 感到 惊异 ,这 六 三 在 电 的 情况 下 的 确 就 是 能 量 . 这 
是 因为 对 电感 做 的 功 的 时 间 变 化 率 为 VI ,而 它 在 力学 系统 中 相应 的 量 为 Fv. 因此 ,就 能 量 
来 说 ,这 些 量 不 但 在 数学 上 彼此 对 应 ,而 且 也 具有 相同 的 物理 意义 . 


从 下 面 所 述 情况 我 们 可 更 详尽 地 明了 这 一 点 . 就 像 在 式 (17. 16) 中 我 们 曾经 求 得 的 那 
样 , 由 感应 力 所 做 的 电 功 其 时 间 变化 率 为 电动 势 与 电流 之 积 : 


* 附带 说 一 下 ,这 并 不 是 在 力学 量 与 电学 量 之 间 能 够 建立 起 对 应 关系 的 唯一 途径 . 
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请 = 6 
将 式 (17. 34) 中 用 电流 表示 的 6 代入 上 式 , 我 们 得 
dW __,rdl 
Pr LI dz 
对 这 一 方程 进行 积分 , 则 就 求 得 在 建立 电流 过 程 中 为 了 克服 自 感 电动 势 而 需要 从 外 部 电源 
获得 的 能 量 * (这 必定 等 于 所 储存 的 能 量 UU) 为 


(17. 36) 


一 多 = 口 = Lr. (17. 37) 


因此 ,储藏 于 自 感 中 的 能 量 为 广 志 玉 ， 
把 与 此 相同 的 论据 应 用 于 诸如 图 17-8 或 17-9 中 的 那 一 对 线圈 ,就 可 以 证 明 该 系统 的 
总 电能 由 下 式 给 出 : 


U 一半 忆 再 十 喜 忆 及 十 MT (17. 38) 


为 此 , 设 开始 时 两 线圈 中 的 工 = 0, 然后 可 以 先 在 线圈 1 中 接 通 电流 ,让 线圈 2 中 的 电流 
1 = 0. 此 时 所 做 的 功 正好 为 读 L 玉 , 但 现在 当 接 遂 1 时 ,就 不 仅 在 电路 2 中 对 抗 电 动 势 做 


功 廊 L: 及 ,而 且 也 做 了 附加 的 功 MTT ,后 者 等 于 电路 1 中 电动 势 [M(dlsydz)] 的 时 间 积分 ， 
再 乘 以 该 电路 中 现在 的 恒定 电流 了. 

假设 现在 希望 求 出 分 别 带 有 电流 I 和 1, 的 任意 两 个 线圈 之 间 的 作用 力 . 我 们 最 初 也 许 
预期 ,可 以 应 用 虚 功 原理 通过 取 式 (17. 38) 中 的 能 量变 化 而 求 得 . 当然 ,还 必须 记 住 , 当 我 们 改 
变 两 线圈 的 相对 位 置 时 ,唯一 变化 的 量 是 互感 M. 这 样 ,我 们 也 许 会 把 虚 功 原理 方程 写成 : 

一 FAz = AU = TDPAM( 错 了 )， 
但 这 个 式 子 却 是 错误 的 . 因为 ,正如 我 们 以 前 曾经 见 过 的 , 它 只 包括 两 线圈 中 的 能 量变 化 ,而 
没有 包括 为 维持 电流 I 和 1 保持 恒定 值 的 那些 电源 的 能 量变 化 . 现在 我 们 能 够 理解 这 些 
电源 必须 在 线 图 移动 时 供应 能 量 以 便 抵抗 线圈 中 的 感 生 电动 势 . 如 果 想 要 正确 地 应 用 虚 功 
原理 ,就 必须 把 这 些 能 量 也 包括 进去 . 然而 ,正如 我 们 曾经 见 到 的 ,可 以 取 一 捷径 ,通过 回忆 
知道 总 能 量 等 于 所 谓 的 “机 械 能 "Uw 的 负 值 后 ,再 应 用 虚 功 原理 . 因此 ,我 们 可 以 把 力 写成 ， 
一 FAz = AUns 一 一 人 AU. (17. 39 ) 
于 是 两 线圈 间 之 力 由 下 式 给 出 : 
FAzx = 11,AM. 


关于 两 线圈 系统 的 能 量 表 示 式 (17. 38) ,可 以 用 来 证 明 两 线圈 间 的 互感 M 与 自 感 L， 和 


* 目前 我 们 忽略 电流 在 线圈 的 电阻 中 发 热 而 引起 的 任何 能 量 损耗 . 这 种 损耗 需要 来 自 电源 的 附加 能 
量 ,但 不 会 改变 输入 电感 中 的 能 量 . 
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Lz 之 间 存 在 一 个 有 趣 的 不 等 式 . 十 分 清楚 ,两 线圈 的 能 量 必须 总 是 正 的 . 如 果 把 两 线圈 的 电 
流 从 零 开 始 增加 到 某 个 值 , 则 我 们 就 已 经 在 给 该 系统 输入 能 是 了 . 要 不 然 的 话 ,电流 使 会 目 
发 增加 而 同时 又 对 世界 其 他 部 分 释放 能 量 一 一 一 件 不 可 能 会 发 生 的 事情 ! 现在 ,我 们 的 能 
量 表 示 式 (17. 38) 也 同样 可 以 写成 如 下 形式 ， 


= (n +E) + 去 (二 一 (17. 40) 
这 只 是 一 个 代数 变换 . 这 个 最 对 于 I 和 I 的 任何 值 都 必须 


为 特殊 值 


M? 
a 
始终 为 正 . 特别 是 即使 I 恰巧 


L, = 一 号 r， (17.41) 
它 仍 必 须 为 正 . 但 对 于 I; 这 个 电流 , 式 (17. 40) 中 的 首 项 为 零 . 如 果 能 量 一 定 是 正 值 , 则 式 
(17. 40) 的 末 项 就 必须 大 于 零 . 因 而 要 求 有 

Li Ls > RM 2. 


这 样 ,我 们 就 已 证 明了 这 个 普遍 结果 :任意 两 个 线圈 互感 M 的 大 小 必然 小 于 或 等 于 两 个 自 
感 的 几何 平均 值 (M 本 身 是 可 正 可 负 的 ,这 取决 于 对 电流 I 和, 的 符号 约定 ). 


| M |=VLiL;. (17. 42) 
M 与 自 感 的 关系 常 被 写成 
M = kVLiL;. (17. 43) 


常数 上 称 为 耦合 系数 . 如 果 来 自 一 个 线圈 的 通 量 大 部 分 贯穿 另 一 个 线圈 , 则 该 耦合 系数 很 接 
近 于 1, 我们 说 该 两 线圈 是 “ 密 耦 合 " 的. 如果 两 线圈 相距 很 远 ,或 由 另外 的 安排 使 得 其 互相 
贯 串 的 通 量 很 少 , 则 耦合 系数 接近 于 零 ,而 互感 便 很 小 了 . 

为 计算 两 线 疼 的 互感 ,我 们 在 式 (17. 30) 中 已 给 出 了 一 个 环绕 两 电路 的 双重 线 积分 公 
式 . 或许 我 们 认为 ,可 以 利用 相同 的 公式 通过 环绕 同一 个 线圈 进行 两 次 线 积分 而 获得 单个 线 
图 的 自 感 . 然而 ,这 办 法 行 不 通 , 因 为 在 环绕 两 个 线圈 积分 时 , 若 两 线圈 都 落 在 同一 点 , 则 被 
积 函 数 中 的 分 母 mm: 将 会 趋 于 零 , 于 是 从 这 个 式 所 得 到 的 自 感 就 会 无 限 大 . 原因 在 于 这 个 公 
式 是 一 种 近似 ,只 有 当 两 电路 的 导线 截面 比 从 一 个 电路 至 另 一 个 电路 的 距离 小 时 这 个 公式 
才 适 用 . 很 清楚 ,这 样 一 种 近似 对 于 单个 线圈 并 不 成 立 . 事实 上 ,单个 线圈 的 自 感 , 当 其 中 导 
线 的 直径 变 得 越 来 越 小 时 , 真 的 会 按照 对 数 函 数 方式 趋 于 无 限 大 ， 

这 样 ,我 们 就 必须 寻找 计算 单个 线圈 自 感 的 另 一 种 方法 . 有 必要 将 导线 里 的 电流 分 布 也 
计算 在 内 ,因为 导线 的 大 小 是 一 个 重要 参数 . 因此 ,我 们 不 应 去 追究 一 个 “电路 "的 自 感 如 何 ， 
而 应 去 寻求 导体 分 布 的 自 感 如 何 . 或 许 求 出 白 感 最 方便 的 办 法 是 利用 磁 能 . 以 前 我 们 在 
$ 15-3 中 曾 求 出 过 关于 恒定 电流 分 布 的 磁 能 表示 式 : 


一 也 |) AdV. (17. 44) 


如 果 已 知 电流 密度 j 的 分 布 , 则 可 以 算出 矢 势 4, 并 进一步 算出 式 (17. 44) 的 积分 而 获得 能 
量 . 这 个 能 量 等 于 自 感 的 磁 能 , 即 记 LT 令 两 者 相等 我 们 就 给 出 了 关于 自 感 的 公式 : 
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下 三 去 上 AdV. (17. 45) 


当然 ,我们 期 望 , 自 感 是 只 与 该 电路 的 几何 形状 有 关 而 与 电路 中 的 电流 了 无 关 的 一 个 数值 . 
式 (17. 45) 的 确 会 给 出 这 样 的 结果 ,因为 这 个 式 中 的 积分 与 电流 的 平方 成 正比 ,电流 通过 j 
出 现 一 次 ,通过 矢 势 A 又 出 现 一 次 . 这 积分 除 以 了 后 将 与 电路 的 几何 形状 有 关 而 与 电流 I 
无 关 了 . 

关于 电流 分 布 的 能 量 表示 式 (17. 44), 可 以 写成 一 个 十 分 不 同 的 形式 ,后 者 有 时 更 便于 计 
算 , 并 且 , 正 如 我 们 以 后 将 见 到 的 , 它 是 一 种 重要 形式 ,因为 它 的 正确 性 更 普遍 . 在 关于 能 量 的 
公式 (17. 44) 中 ,A 和 j 两 者 都 可 以 联系 到 B, 因 而 可 以 指望 用 磁场 来 表示 这 能 量 一 一 就 像 过 去 
我 们 能 够 把 静电 能 同 电场 联系 起 来 那样 .我们 通过 用 oc VXB 代 蔡 j 开 始 ,但 不 能 那么 容易 地 
代替 4 ,因为 B 二 VXA , 所 以 并 不 能 倒 过 来 用 如 给 出 4. 但 无 论 如 何 ,我 们 总 可 以 写 出 


_we | 
U= 名 |(v x8) AdV. (17. 46) 
有 趣 的 是 ,附带 一 些 限 制 条 件 , 这 个 积分 可 以 写成 
= ss. (VX A)dV. (17. 47) 


为 看 清 这 一 点 ,我 们 将 其 中 一 个 典型 项 详细 写 出 . 假定 我 们 处 理 式 (17. 46) 积 分 中 所 含 的 项 
(VXB).A:. 将 其 各 部 分 写 出 , 便 得 


| ( 爱 - 区 5)4， dzdydz 


(当然 ,还 有 两 个 相同 类 型 的 积分 ). 现在 就 第 一 项 对 z 进行 积分 
是 说 ,我 们 可 以 有 


采用 分 部 积分 法 ,这 就 


| 完 4.dz = B,A. -| 完 dz 


现在 假定 我 们 的 系统 一 一 指名 源 及 各 场 一 一 是 有 限 的 ,因而 在 无 限 远 处 所 有 的 场 都 趋 于 零 . 
这 样 , 若 那些 积分 都 是 对 全 部 空间 进行 的 , 则 在 积分 限 处 项 B,A. 的 值 将 为 零 . 剩 下 的 就 只 
有 B,(34:/az) 那 一 项 ,这 显然 是 B, (VXA4), 的 一 部 分 ,因而 也 就 是 B. (VXA4) 的 一 部 分 . 
如 果 你 又 算出 其 余 五 项 ,就 将 看 到 式 (17.47) 的 确 与 式 (17. 46) 等 效 . 

但 现在 我 们 可 用 B 来 代替 VX 4, 从 而 获得 


2 
UvU= 罕 [B. Bdv. (17. 48) 


上 式 已 经 把 一 静 磁 情况 的 能 量 仅 用 磁场 来 表示 ,这 一 表示 式 紧密 地 对 应 于 我 们 曾经 得 到 的 
静电 能 公式 : 
U = sle . EdV. (17. 49) 


之 所 以 强调 这 两 个 能 量 公 式 , 其 中 的 一 个 原因 是 ,有 时 它们 更 便于 应 用 . 而 更 为 重要 的 是 ， 
事实 证 明 , 对 于 动态 场 ( 当 E 和 B 都 随时 间 变 化 时 ) 这 两 个 表示 式 (17. 48) 和 (17. 49) 都 保持 正 
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确 ,而 以 往 关 于 电能 和 磁 能 所 曾 给 出 的 其 他 公式 则 不 再 正确 一 一 它们 仅 适 用 于 静态 场 . 
如 果 对 单个 线圈 的 磁场 已 经 了 解 , 则 可 以 通过 使 能 量 表 示 式 (17. 48) 等 FFLr 而 求 出 


自 感 . 让 我 们 通过 求 出 长 螺 线 管 的 自 感 来 看 看 这 是 如 何 计算 出 来 的 . 以 前 就 知道 长 螺 线 管 里 
的 磁场 是 均匀 的 而 管 外 的 B 为 零 . 管内 磁场 的 大 小 为 B = nI/(wc*), 其 中 为 单位 长 度 的 
绕 线 区 数 , 而 了 为 电流 . 如 果 该 线圈 的 半径 为 ”而 其 长 度 为 (我们 设想 ! 很 长 ,也 即 ! 之 ~， 
从 而 可 以 忽略 边缘 效应 ) , 则 管内 的 体积 为 xr?4. 因而 磁 能 为 


2 2 72 
和 GC 2 。 sa 也“ I 
U = 了 B (体积 ) Zac, 
它 等 于 序 LE, 即 


L= eo. (17. 50) 


第 18 章 麦克斯韦 方程 组 
$18-1 麦克 斯 韦 方程 组 


本 章 我 们 将 回 到 第 1 章 中 作为 我 们 起 点 的 、 由 四 个 式 子 构成 的 .完整 的 麦克 斯 韦 方程 
组 . 到 目前 为 止 ,我 们 已 经 零碎 地 研究 过 麦克 斯 韦 方程 组 ,现在 是 把 最 后 一 部 分 加 进去 并 将 
其 全 都 合 起 来 的 时 候 了 . 于 是 对 于 可 能 以 任何 形式 随时 间 变 化 的 电磁 场 ,我 们 将 有 完整 而 又 
正确 的 描述 .在 这 一 章 中 所 谈 到 的 任何 事情 与 以 前 谈 到 的 事情 发 生 矛 盾 的 话 , 则 都 以 本 章 为 
准 ,以 前 所 谈 到 的 是 错误 的 一 一 因为 以 前 所 论述 的 只 适用 于 诸如 恒定 电流 和 固定 电荷 那样 
一 些 特殊 情况 . 尽管 过 去 每 当 我 们 写 出 一 个 方程 时 总 是 十 分 细心 地 指出 它 受 到 的 限制 ,但 很 
容易 把 所 有 的 限制 条 件 都 忘记 了 ,而 且 很 容易 对 那些 不 正确 的 方程 学 得 过 分 认真 . 现在 我 们 
准备 给 出 全 部 真理 ,而 不 附带 (或 几乎 不 具有 ) 任 何 限制 条 件 . 

整套 麦克 斯 圳 方程 组 列 于 表 18-1 中 ,其 中 包括 语言 和 数学 符号 两 种 表达 方式 . 语言 与 方 
程式 等 效 这 一 事实 从 现在 就 应 该 熟悉 它 一 一 你 应 当 能 够 从 一 种 形式 顺利 地 变换 到 另 一 种 形式 . 


表 18-1 经 典 物理 学 


麦克 斯 韦 方程 组 : 
( 穿 过 一 闭合 面 的 E 通 贡 )==( 面 内 电荷 )/o 


(E 环绕 一 回路 的 线 积分 ) 一 一 也 〈 穿 过 该 回路 的 B 通 晤 ) 

( 穿 过 一 闭合 面 的 B 通 呈 ) = 0 
N. VXB= 二 + 守 (+ (有 环绕 一 回路 的 积分 ) 一 穿 过 该 回路 的 电流 /o 十 也 ( 穿 过 该 回路 的 忆 通 量 ) 
ee 


V.7=- 守 i 
力 的 定律 : 

F= gE+vxB) 
运动 定律 : 


iy = Pn > 4 
3r(P) 二 下, 其 中 pp -让 二 二 (经 爱 因 斯 坦 修 正 过 的 牛 闻 定律 ) 


下 一 一 G 3 


第 一 个 方程 一 一 E 的 散 度 等 于 电荷 密度 除 以 一 一 是 普遍 正确 的 . 无 论 对 于 动态 场 或 
静态 场 ,高 斯 定律 永远 正确 . 穿 过 任何 闭合 面 的 E 通 二 与 面 内 电荷 成 正比 . 第 三 个 方程 是 与 
第 一 个 方程 相对 应 的 、 关 于 磁场 的 一 般 定律 . 由 于 不 存在 磁 荷 ,所 以 通过 任 一 闭合 面 的 B 通 
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量 总 是 等 于 零 . 第 二 个 方程 , 即 E 的 访 度 为 一 98B/91, 这 就 是 法 拉 第 定律 ,我 们 在 前 面 两 章 中 
已 经 讨论 过 了 , 它 也 是 普遍 正确 的 . 最 末 一 个 方程 含有 某 种 新 的 东西 ,以 前 我 们 只 看 到 对 恒 
定 电流 才 适 用 的 那 一 部 分 . 在 那 种 情况 下 ,我 们 曾经 说 过 B 的 旋 度 为 j/(we?), 但 普遍 正确 
的 方程 则 还 带 有 一 个 由 麦克 斯 韦 发 现 的 新 的 项 . 
在 麦克 斯 韦 完 成 其 工作 以 前 , 电 和 磁 方 面 的 已 知 定律 就 是 从 第 3 章 至 第 17 章 中 我 们 曾 
经 学 习 过 的 那些 . 特别 是 ,关于 恒定 电流 的 磁场 方程 仅仅 知道 为 
VxB= 十. (18.1) 


CoC 


麦克 斯 韦 从 考虑 这 些 已 知 定律 开始 并 将 其 表达 成 微分 方程 ,正如 我 们 这 里 曾经 做 过 的 那样 
(虽然 当时 V 这 一 符号 尚未 发 明 , 但 今天 我 们 称 为 旋 度 和 散 度 的 那些 微 商 组 合 的 重要 性 ,就 
是 由 于 麦克 斯 韦 才 首次 显示 出 来 ). 后 来 他 又 注意 到 式 (18. 1) 有 些 奇 怪 . 如 果 我 们 取 这 一 方 
程 的 散 度 ,左边 将 是 零 ,因为 一 个 旋 度 的 散 度 始终 等 于 零 ,所 以 这 一 方程 要 求 j 的 散 度 也 是 
零 ,但 如 果 j 的 散 度 为 零 , 则 从 任何 闭合 面 跑 出 来 的 电流 总 通 量 也 将 是 零 . 

来 白 一 闭合 面 的 电流 通 量 等 于 该 面 内 电荷 的 减少 . 一 般 地 说 ,这 肯定 不 能 为 零 ,内 为 我 
们 知道 电荷 可 以 从 一 处 移 至 另 一 处 . 事实 上 ,方程 


22 
V. 了 = 一 过 18. 2 
J 2 ( ) 


几乎 已 是 我 们 关于 j 的 定义 了 . 这 一 方程 表示 电荷 守恒 这 样 一 个 最 基本 定律 一 任何 电荷 
流动 都 必须 来 自 某 个 供应 处 . 麦克 斯 韦 认识 到 这 一 困难 ,并 提出 可 以 通过 在 式 (18. 1) 右 边 加 
进 9E/9t 这 一 项 来 加 以 避免 ,于 是 他 就 得 到 了 表 18-1 上 所 列 的 那 第 四 个 方程 ; 


N. eVxB= 二 十 开 , 
《0 i 


在 麦克 斯 韦 时 代 人 们 还 不 习惯 于 用 抽象 的 场 来 进行 思考 . 麦克 斯 韦 曾 利用 好 像 弹 性 固 
体 那 种 真空 来 讨论 他 的 概念 . 他 也 尝试 过 用 这 种 机 械 模型 来 解释 他 新 方程 的 意义 . 当时 对 接 
受 他 的 理论 存在 不 少 阻力 ,首先 是 由 于 他 的 模型 ,而 其 次 则 是 由 于 当初 尚未 有 实验 证 明 . 今 
天 ,我 们 更 好 地 了 解 到 ,争论 点 在 于 那些 方程 本 身 , 而 并 不 是 用 来 获得 它们 的 那 种 模型. 我 们 
仅仅 可 以 质问 这 些 方程 是 正确 的 呢 还 是 错误 的 . 这 要 通过 做 实验 来 回答 ,而 无 数 实验 都 已 证 
实 了 麦克 斯 韦 方程 组 . 如 果 把 他 用 以 建立 他 大 厦 的 脚手架 搬 开 ,我 们 将 发 现 麦 克 斯 韦 的 华丽 
大 厦 本 身 仍 络 然 屹 立 . 他 把 所 有 关于 电学 和 磁 学 的 定律 都 综合 在 一 起 而 形成 一 套 完整 而 又 
漂亮 的 理论 . 

让 我 们 来 证 明 这 一 附加 项 正好 是 为 解决 麦克 斯 韦 所 发 现 的 那个 困难 所 必需 的 . 如 果 对 
他 的 方程 ( 表 18-1 上 的 式 T ) 取 散 度 , 则 右边 的 散 度 就 应 为 零 : 


aE 
VY .+V. 噶 -0 (18.3) 
在 第 二 项 中 对 坐标 与 对 时 间 取 微 商 的 次 序 可 以 对 调 ,因而 该 方程 可 以 写成 


VY .7+o 了 VE= 0. (18. 4) 
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但 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 第 一 个 方程 表明 ,E 的 散 度 为 p/w. 将 这 个 等 式 代 入 式 (18.4) 中 , 则 
又 回 到 式 (18. 2) ,我 们 知道 它 是 正确 的 . 反 过 来 , 若 接 受 麦 克 斯 书 方程 组 一 一 事实 上 ,我 们 接 
受 了 ,因为 没有 任何 人 发 现 过 一 个 实验 与 这 些 方程 不 相符 一 一 则 我 们 必定 得 出 结论 :电荷 总 
是 守恒 的 . 

物理 规律 没有 回答 下 述 问题 :如 果 电 荷 突然 在 这 里 产生 , 则 会 出 现 什么 yx 有 哪 一 些 电 
磁 效 应 该 会 发 生 ?" 对 此 没有 答案 可 以 提供 ,因为 我 们 的 方程 组 表明 ,上 述 情 况 是 不 会 发 生 
的 . 要 是 它 真 的 发 生 的 话 , 便 需要 一 些 新 的 定律 ,但 我 们 无 法 讲 清楚 这 些 定律 会 是 怎么 样 的 ， 
因为 还 没有 机 会 去 观察 一 个 电荷 不 守恒 的 世界 将 会 怎样 行动 . 按照 我 们 的 那些 方程 ,如 果 你 
突然 将 一 电荷 放 在 某 处 , 那 你 一 定 是 从 别处 把 它 带 到 那里 的 . 在 那 种 情况 下 ,你 就 能 够 说 出 
将 会 发 生 什么 了 . 

当 我 们 对 E 的 旋 度 方程 添加 一 新 项 时 ,就 发 现 有 完整 的 一 类 新 型 现象 可 以 得 到 描述 . 
我 们 即将 见 到 ,麦克 斯 韦 对 VX B 那个 方程 的 一 个 小 小 附加 也 具有 深远 后 果 . 在 本 章 中 ,对 
这 些 后 果 我 们 只 能 提 及 其 中 的 几 个 . 


$18-2 新 的 项 是 如 何 起 作用 的 


作为 第 一 个 例子 ,我 们 要 考虑 一 个 具有 球 对 称 的 径 向 电流 分 布 发 生 的 情况 . 我 们 设想 有 
一 个 其 上 面 带 有 放射 性 材料 的 小 球 ,这 种 放射 性 材料 正 喷射 出 一 些 带电 粒子 (或 者 也 可 以 设 
想 有 一 大 块 胶体 ,在 其 中 心 处 有 一 个 小 空 穴 ,用 一 支 皮下 注射 针 在 空 穴 注 入 了 一 些 电荷 ,并 
从 那里 慢 慢 地 渗 漏 出 来 ). 在 上 述 任 一 种 情况 下 ,我 们 都 具有 处 处 沿 径 向 流出 的 电流 . 下 面 将 
假定 ,这 一 电流 的 大 小 在 各 不 同方 向 上 都 相同 . 

令 在 任意 半径 ~ 以 内 的 总 电荷 为 Q(r). 如 果 在 相同 半径 处 的 径 向 电流 密度 为 j(7), 则 
式 (18. 2) 要 求 Q 减少 的 速率 为 


00 =— 4nr?j(r). (18. 5) 


现在 我 们 要 问 , 在 这 种 情况 下 由 电流 所 
产生 的 磁场 如 何 . 假设 在 半径 为 > 的 球面 处 
画 出 某 一 条 回路 了 ,如 图 18-1 所 示 . 这 样 就 
有 一 些 电流 会 穿 过 该 回路 ,因而 也 许可 以 期 
望 求 出 沿 图 上 所 示 方 向 的 磁场 环流 来 . 

但 这 样 我 们 就 已 经 处 于 困难 之 中 了 .B 
如 何 能 在 该 球面 上 有 任何 特殊 方向 呢 ? 对 下 
的 另 一 种 选择 将 会 容许 我 们 断定 它 的 方向 恰 
恰 与 所 示 的 相反 ,所 以 怎么 能 够 有 环绕 着 那 
些 电 流 的 B 的 任何 环流 呢 ? 

幸而 麦克 斯 韦 方程 救 了 我 们 . B 的 环流 
不 仅 取决 于 穿 过 本 的 总 电流 ,而 且 也 取决 于 
穿 过 它 的 电 通 县 对 时 间 的 变化 率 , 一- 定 是 这 
图 18-1 一 个 具有 球形 对 称 的 电流 ,其 磁场 如 何 两 部 分 刚好 互相 抵消 . 让 我 们 看 看 是 否 能 证 
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明确 实 是 这 样 . 
在 半径 为 r 处 的 电场 必定 是 Q(r)/(4xer’) 
称 分 布 的 . 电场 沿 着 径 向 ,而 其 时 间 变 化 率 为 
aE__1 aa 
at dncor’ oat 


将 此 式 与 式 (18.5) 比 较 ,我 们 就 知道 在 任何 半径 处 


只 要 如 我 们 所 假定 的 那样 ,电荷 是 球 对 


(18.6) 


Ce (18.7) 


在 方程 中 那 两 个 源 的 项 互相 抵消 了 ,因而 B 的 旋 度 就 永远 为 零 . 在 我 们 的 例子 中 不 
存在 磁场 . 

作为 第 二 个 例子 ,我 们 考虑 用 来 对 平行 板 电容 器 充电 的 导线 的 磁场 (参见 图 18-2). 如 
果 板 上 的 电荷 随时 间 变 化 (但 不 是 太 快 ), 则 导线 里 的 电流 等 于 dQ/di. 我 们 会 料 到 这 电流 将 
产生 环绕 着 该 导线 的 磁场 . 肯定 地 说 ,在 载 流 导线 的 周围 必定 产生 正常 的 磁场 一 一 它 不 可 能 
依赖 于 电流 将 流向 何 处 . 


(3) 
图 18-2 一 个 正在 充电 的 电容 器 附近 的 磁场 


假定 选取 一 条 回路 五 , 那 是 一 个 如 图 (a) 所 示 的 半径 为 > 的 圆周 . 磁场 的 线 积分 应 等 于 
电流 了 除 以 coe , 即 


2xB = 5. (18. 8) 


€oC 


这 是 对 于 恒定 电流 应 该 获得 的 结果 ,不 过 在 加 上 麦克 斯 韦 的 附加 项 之 后 它 仍然 正 确 ,因为 如 
果 我 们 考虑 那个 圆周 内 的 平面 S, 则 在 该 面 上 将 不 会 有 电场 (假定 那 条 导线 是 十 分 优良 的 导 
体 ) ,所 以 3BXat 的 面积 分 为 零 . 

然而 ,假设 现在 慢 慢 地 把 曲线 五 向 下 移动 ,直至 电容 器 的 极 板 水 平 为 止 ,我 们 得 到 的 结 
果 总 是 相同 . 此 时 电流 工 变 为 零 ,磁场 是 否 就 消失 了 呢 ? 这 将 是 十 分 奇怪 的 . 让 我 们 来 看 看 ， 
对 于 那 条 其 平面 通过 电容 器 两 板 之 间 而 其 半径 为 > 的 圆周 曲线 Ps[ 图 18-2(b)] ,麦克 斯 韦 
方程 对 此 将 做 何 解释 . B 环绕 的 线 积分 为 2rrB , 它 必 然 等 于 穿 过 该 贺 面 5; 的 E 通 量 对 
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时 间 的 微 商 .我们 从 高 斯 定律 得 知 ,这 个 EE 通 量 应 等 于 1l/e 乘 以 电容 器 一 个 板 上 的 电荷 . 
于 是 就 有 


cz2xrB = (<). (18. 9) 


那 很 方便 ,这 结果 与 我 们 在 式 (18. 8) 中 曾经 得 到 的 相同 . 对 变化 着 的 电场 取 积分 与 对 在 
导线 里 的 电流 取 积分 给 出 相同 的 磁场 . 当然 ,这 恰好 就 是 麦克 斯 韦 方程 所 讲 的 . 对 于 图 18-2 
(b) 所 示 的 由 同样 的 圆周 曲线 只 为 边界 的 两 个 面 S 和 S'1 ,只 要 应 用 与 上 述 相同 的 论证 便 
很 容易 看 出 结果 永远 应 该 如 此 . 穿 过 S; 的 有 电流 1, 但 没有 电 通 量 . 而 穿 过 S1 的 则 没有 电 
流 ,但 却 有 一 个 以 速率 Le 变化 着 的 电 通 量 . 如 果 把 方程 入 应 用 到 任何 一 个 面 , 则 会 得 到 相 
同 的 B. 

从 我 们 迄今 对 麦克 斯 韦 新 项 的 讨论 ,你 可 能 会 觉得 有 了 它 并 没有 增加 多 少 东 西 一 一 它 
只 是 把 方程 组 安排 得 符合 于 我 们 已 经 预期 的 结果 . 诚然 , 若 只 是 孤立 地 考虑 方程 ,就 不 会 
发 现任 何 特别 新 鲜 的 东西 . 然而 “孤立 地 "这 个 词 却 十 分 重要 . 麦克 斯 书 在 方程 入 中 的 那个 
小 小 的 改变 , 当 它 与 其 他 的 方程 结合 起 来 时 ,就 的 确 会 产生 不 少 全 新 而 又 重要 的 东西 . 然而 ， 
在 考虑 这 些 事情 之 前 ,我们 要 对 表 18-1 多 说 几 句 . 


$ 18-3 全 部 经 典 物 理学 


表 18-1 所 列举 的 全 部 是 我 们 所 熟悉 的 基本 经 典 物理 学 , 即 在 1905 年 以 前 就 已 知道 的 那 
种 物理 学 . 这 里 将 其 全 都 列 在 一 个 表 上 . 有 了 这 些 方程 ,我 们 便 能 理解 经 典 物理 的 整个 领域 . 

首先 ,我 们 拥有 麦 克 斯 韦 方程 组 一 一 写成 扩充 形式 和 简短 的 数学 形式 两 种 . 然后 就 有 电 
荷 守恒 , 那 甚至 是 写 在 方 括号 之 内 的 ,因为 一 旦 我 们 有 了 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 ,就 能 够 由 
其 导出 电荷 守恒 了 ,所 以 该 表 甚 至 还 稍微 有 点 宛 长. 其 次 ,我 们 已 写 出 了 力 的 定律 ,因为 尽管 
有 了 电场 和 磁场 仍 不 会 告诉 我 们 任何 东西 ,除非 我 们 知道 它们 对 于 电荷 起 着 什么 作用 . 可 
是 , 若 知道 了 E 和 B, 我 们 就 能 求 出 作用 于 一 个 带 有 电荷 9\ 以 速度 "运动 着 的 物体 上 的 力 . 
最 后 ,虽然 有 了 这 个 力 但 并 不 告诉 我 们 什么 ,除非 我 们 知道 当 力 推动 某 件 东 西 时 发 生 什么 事 
情 ,我 们 需要 运动 定律 , 那 就 是 力 等 于 动量 的 变化 率 (能 记 起 吗 ? 我们 早 在 第 1 卷 中 就 已 经 
有 了 ). 我 们 甚至 通过 把 动量 写成 p = moa/VI 一 7Ez 而 将 相对 论 效应 也 包括 了 进去 . 

如 果真 正 希望 完美 无 缺 的 话 ,应 该 再 加 上 一 个 定律 一 牛顿 的 引力 定律 一 所 以 我 们 
将 其 放 在 该 表 之 未 . 

因此 ,在 一 个 小 小 的 表 中 ,我 们 有 了 经 典 物理 学 的 全 部 基本 定律 一 -有 的 地 方 还 用 语言 
写 出 ,其 中 有 一 些 甚至 是 多 余 的 . 这 是 一 个 伟大 时 刻 ,我 们 已 耻 上 了 一 座高 峰 , 在 到 达 了 K-2 
高 峰之 上 一 一 正在 准备 攀登 珠穆朗玛 峰 , 那 就 是 量子 力学 . 我 们 已 登 上 了 “ 洛 基山 脉 分 水 岭 ” 
的 那个 高 峰 ,而 现在 能 够 从 山 的 那 边 下 去 了 . 

我 们 一 直 在 努力 学 习 如 何 去 理 解 那些 方程 式 . 现在 我 们 已 有 了 集合 在 一 起 的 完整 的 广 
程 组 ,以 后 将 研究 这 些 方程 具有 的 意义 一 一 它们 会 说 出 我 们 还 未 见 过 的 那些 新 东西 . 为 到 达 
这 个 目标 ,我 们 一直 在 努力 工作 . 它 已 是 一 个 伟大 的 成 就 ,但 现在 当 我 们 见 到 这 一 成 就 的 全 
部 结果 时 ,我 们 正 将 沿 着 下 坡 的 道路 悠闲 地 滑 下 去 了 . 
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$18-4 行 移 场 


现在 就 来 谈 谈 一 些 新 的 结果 . 它们 是 由 于 将 所 有 的 麦克 斯 韦 方程 集合 在 一 起 而 产生 的 . 
首先 ,让 我 们 看 看 在 一 个 我 们 选 定 为 特别 简单 的 情况 下 会 发 生 什么 . 假定 所 有 的 量 都 仅 在 一 
个 坐标 内 变化 ,我 们 的 问题 就 变 成 一 个 一 维 问题 了 . 这 样 的 情况 如 图 18-3 所 示 . 我 们 具有 置 
于 yz 平面 上 的 一 片 电荷 . 该 片 电荷 起 初 是 静止 的 ,然后 瞬息 得 到 一 个 平行 于 > 轴 的 速度 v， 
并 保持 以 这 一 恒定 速度 运动 . 你 也 许 会 为 有 这 种 “无 限 大 "的 加 速度 而 担心 ,但 实际 上 并 不 要 
紧 , 只 要 想象 该 速度 很 快 就 提高 到 v 因此 ,我 们 突然 就 有 一 个 面 电 流 J(J 是 在 z 方向 的 单 
位 宽度 中 的 电流 ). 为 了 保持 问题 简单 ,我 们 假定 还 有 一 片 静止 的 异 号 电荷 一 加 在 yz 平面 
上 ,使 得 不 会 发 生 任 何 静 电 效 应 . 并 且 ,虽然 在 图 上 我 们 仅仅 表明 ,在 一 个 有 限 区 域 里 所 发 生 
的 情况 ,但 应 该 想象 该 片 电荷 伸展 至 士 y 和 土 z 的 无 限 远 处 . 换 句 话说 ,我 们 有 这 么 一 种 情 
况 , 即 原本 没有 电流 ,但 突然 有 了 一 个 均匀 的 面 电 流 . 这 样 将 发 生 什 么 呢 ? 


18-3 一 个 无 限 大 电荷 片 突然 被 驱使 平行 于 其 本 身 运动 . 这 样 就 会 有 
磁场 和 电场 从 该 片 以 一 便 速 率 传播 出 去 


噢 ! 当 沿 正 y 方 向 上 有 一 片 电流 时 ,如 我 们 所 知 ,在 x > 0 的 地 方 就 会 产生 一 个 沿 负 z 
方向 的 磁场 ,而 在 xz 之 0 的 区 域 磁场 则 沿 相 反方 向 . 我 们 可 以 通过 应 用 磁场 的 线 积分 将 等 于 
电流 除 以 ec 这 一 事实 来 求 出 B 的 大 小 .这样 ,就 会 得 到 B 二 J/(2wc?) (因为 在 一 宽度 为 w 
的 长 片上 ,电流 工 就 是 Juw ,而 B 的 线 积分 则 为 2Bw). 

这 向 我 们 提供 了 在 该 片 附近 一 一 即 对 于 小 z 处 一 一 的 磁场 ,但 由 于 我 们 所 设想 的 乃 是 
一 个 无 限 大 的 片 , 因 而 也 会 期 望 这 同样 的 论证 应 当 给 出 在 较 大 z 值 即 在 较 远 处 的 磁场 . 可 
是 ,这 就 意味 着 , 接 通电 流 的 瞬间 ,磁场 突然 处 处 从 零 变 到 一 个 有 限 值 . 但 请 等 一 下 ! 如 果 磁 
场 突然 改变 ,也 会 产生 巨大 的 电 效 应 (只 要 它 在 改变 ,就 有 电 的 效应 ). 由 于 移动 了 该 电荷 片 ， 
因此 ,我 们 造成 一 个 变化 的 磁场 ,因而 电场 也 一 定 被 产生 . 如 果 有 电场 产生 , 则 它们 必定 从 零 
开始 而 变化 至 某 一 个 量 值 . 这 样 就 将 有 个 93E/34, 与 电流 J 一 起 将 对 磁场 的 产生 做 出 贡献 . 
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因此 ,通过 各 个 方程 就 有 大 量 的 交 相 混 合 , 从 而 使 我 们 不 得 不 力图 同时 求解 所 有 的 场 . 
如 果 仅 仅 考察 麦克 斯 韦 方 程 组 ,还 不 容易 直接 看 出 如 何 去 求 得 解答 . 因此 ,我 们 将 首先 

向 你 们 说 明 答 案 是 什么 ,然后 才 证 实 它 的 确 满足 那 

些 方程 . 答案 是 这 样 的 :上 面 我 们 所 算出 的 场 B, 实 
| 一 : 际 上 确 是 在 该 电流 片 右 面 附近 ( 即 对 于 小 z 值 ) 产 生 

| 的 . 一 定 是 这 样 ,因为 如 果 环 绕 该 片 做 一 个 小 回路 ， 
全 i 夫 。 则 不 会 有 地 方 可 供 任何 电 道 量 穿 过 . 但 是 在 较 

| 远 一 一 x 较 大 一 一 处 的 B 场 起 初 为 零 , 它 保持 了 片 
: 刻 为 零 ,然后 便 突然 增 大 . 总 之 ,我 们 接 上 了 电流 ,而 
磁场 立即 紧 随 它 升 高 至 一 恒定 值 8, 然 后 这 个 有 的 
开动 又 从 源 区 再 度 扩展 出 去 . 经 历 了 某 一 段 时 间 后 ， 
在 某 一 z 值 之 内 就 将 处 处 有 一 个 均匀 强 磁场 ,在 更 


和 = * ， 远 的 地 方 则 都 等 于 零 . 由 于 对 称 的 缘故 , 它 会 朝 着 正 
| 的 和 负 的 两 个 z 方 向 扩展 出 去 . 
| E 场 也 与 此 一 样 .在 1 = 0 ( 当 我 们 开通 电流 时 ) 


(b) 之 前 , 场 处 处 为 零 . 然后 在 经 历 了 时 间 之后,E 和 B 

BE 两 者 在 扩展 到 x = vt 的 范围 内 都 是 均匀 的 ,而 再 往 
， 外 则 均 为 零 . 这 些 场 像 潮 汐 波 一 样 向 前 扩展 ,其 波 前 

以 一 匀速 前 进 , 这 速度 最 终 将 卉 清楚 是 ,但 暂时 我 

vs ” ，“ 们 却 只 叫 它 作 忌 关于 EE 或 B 的 大 小 与 x 的 关系 曲 

(9 线 ,在 上 时 刻 的 表现 如 图 18-4(a) 所 示 . 再 回顾 一 下 

图 18-4 (a) 在 电荷 片 已 经 运动 之 后 ,在 。 图 18-3, 在 1 时 刻 ,在 z= 土 vt 的 区 域内 都 “充满 "着 
t 时 刻 作为 x 函数 的 B( 或 E) 的 大 小 ;(b) ” 场 ,但 这 些 场 却 还 未 到 达 更 远 的 地 方 . 这 里 要 再 次 强 
在 +t 一 全 时 才 将 一 电荷 片 朝 着 负 y 方 向 ” 调 , 我 们 是 在 假定 该 电流 片 以 及 由 此 产生 的 场 E 和 
移动 后 的 场 ;(c) (a) 与 (b) 之 和 B ,都 是 在 y 和 z 方 向 上 伸展 至 无 限 远 的 (我 们 不 能 

够 画 出 一 张 无 限 大 的 片 ,因而 图 中 所 示 的 只 是 在 一 


个 有 限 大 范围 内 所 发 生 的 事情 ). 

现在 ,我 们 要 对 所 发 生 的 情况 做 定量 分 析 . 为 此 ,就 要 考察 两 个 截面 图 ,一 个 是 沿 y 轴 
向 下 的 俯视 图 ,如 图 18-5 所 示 ; 另 一 个 则 是 沿 = 轴 往 回 望 的 侧 视图 ,如 图 18-6 所 示 . 我 们 从 
该 侧 视 图 开始 ,就 会 见 到 该 电荷 片 正在 向 上 移动 ,在 十 z 各 处 磁场 都 指向 书 内 ;而 在 一 x 各 
处 磁场 则 指向 读者 ,电场 处 处 向 下 一 一 一 直 伸 展 至 z = 土 vi 处 . 

让 我 们 看 看 这 些 场 是 否 符合 麦克 斯 韦 方程 组 . 首先 , 画 出 一 条 供 计算 线 积分 用 的 回路 ， 
比如 说 图 18-6 中 所 示 的 那个 矩形 Ti. 你 会 注意 到 ,这 矩形 的 一 边 落 在 有 场 的 区 域 ,但 另 一 
边 却 落 在 场 还 没有 到 达 的 地 方 . 有 一 些 磁 通 量 穿 过 这 一 回路 . 如 果 这 通 量 正 在 变化 着 , 则 环 
绕 该 回路 应 有 电动 势 . 如 果 波 前 正在 前 进 ,就 会 有 一 个 变化 着 的 磁 通 量 , 因 为 B 所 存在 的 区 
域 正在 以 速度 v 逐渐 扩大 . 在 I 内 的 通 量 等 于 B 乘 以 存在 磁场 的 那 一 部 分 面积 . 由 于 B 的 
大 小 恒定 ,所 以 通 量 的 变化 率 就 等 于 B 的 量 值 乘 以 面积 的 变化 率 . 要 获得 面积 的 变化 率 插 
容易 . 若 该 矩形 的 宽度 为 工 , 则 其 中 有 B 存在 的 面积 在 时 间 At 内 将 改变 LuAt( 见 图 18-6). 
于 是 通 量 的 变化 率 便 是 BLv. 按照 法 拉 第 定律 ,这 应 等 于 E 环绕 T, 的 线 积 分 ,而 那 恰好 就 
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图 18-6 图 18-3 的 侧 视图 


是 EL. 于 是 我 们 就 有 方程 ; 
E = vB. (18. 10) 


因此 , 若 EE 对 B 的 比率 为 v, 则 我 们 所 假设 的 这 些 场 都 将 满足 法 拉 第 方程 . 
但 那 不 是 唯一 的 方程 ,我们 还 有 联系 着 E 和 B 的 另 一 个 方程 : 


cxXB = 二 十 5 (18. 11) 
0 


为 了 应 用 这 个 方程 ,我 们 考察 图 18-5 那个 俯视 图 . 我 们 已 经 知道 ,这 一 方程 将 提供 靠近 该 电 
流 片 的 B 值 . 并 且 , 对 于 任何 画 在 该 片 之 外 但 在 波 前 之 后 的 回路 ,就 不 会 有 B 的 旋 度 ,也 不 
会 有 任何 j 或 变化 的 E, 因 而 方程 式 (18. 11) 在 那里 是 正确 的 . 现在 让 我 们 来 看 看 对 于 如 图 
18-5 所 示 的 那 条 与 波 前 相交 的 回路 TT 发 生 什么 事情 . 这 里 并 没有 电流 ,因而 方程 式 
(18. 11) 可 以 一 一 用 积分 形式 一 一 写成 


地 B. | 
c 有 ds HL wi nda. (18. 12) 
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B 的 线 积 分 恰好 就 是 B 乘 以 L.E 通 量 的 变化 率 仅仅 是 由 前 进 的 波 前 引起 的 .在 工 内 E 不 
为 零 的 面积 正在 以 wvL 的 速率 增 大 ,于 是 式 (18. 12) 的 右边 就 是 vLE, 所 以 该 方程 式 变 成 


B= Ev. (18. 13) 


我 们 有 这 么 一 个 解 : 即 在 波 前 后 面 B 和 EE 都 是 恒基 ,它们 各 与 波 前 行进 的 方向 垂直 而 且 
彼此 之 间 也 互相 垂直 . 麦克 斯 韦 方程 组 规定 了 对 B 的 比值 . 根据 式 (18. 10) 和 (18. 13) ,得 


2 
E=vB 和 E = 与 B. 


可 是 请 等 一 等 ! 我 们 已 求 得 关于 比值 E/B 的 两 个 不 同 的 条 件 . 刚才 描述 的 这 种 场 能 否 确实 
存在 呢 ? 当然 ,要 使 这 两 个 式 都 正确 ,只 能 有 一 个 速度 v, 也 即 v = “, 波 前 一 定 要 以 速度 < 
前 进 . 这 样 我 们 就 有 了 一 个 例子 ,其 中 来 自 电流 的 电 效应 以 某 个 有 限 速 度 c 传播. 

现在 试问 ,如果 在 经 历 了 一 段 短 时 间 T 之 后 ,突然 把 电荷 片 的 运动 停止 下 来 ,会 发 生 什 
么 情况 呢 ? 应 用 登 加 原理 我 们 能 够 看 出 将 发 生 什么 事情 . 我 们 有 过 电流 原来 为 零 ,然后 才 突 
然 开通 的 情况 ,并 且 已 知道 了 那 种 情况 的 解 . 现在 我 们 打算 加 上 另 一 组 场 , 即 取 另 一 片 电荷 ， 
并 仅 在 开通 了 第 一 个 电流 后 的 时 刻 了 ,在 相反 的 方向 以 相同 的 速率 突然 使 它 开 始 移动 . 这 两 
者 相 加 起 来 的 总 电流 起 初 为 零 , 然 后 接 通 了 一 段 时 间 了 ,之 后 又 再 中 断 一 一 因为 两 电流 恰好 
互相 抵消 ,于 是 我 们 有 一 个 电流 的 矩形 “脉冲 ”. 

这 一 新 的 负电 流产 生 了 与 正 电流 相同 的 场 , 只 是 所 有 的 符号 都 相反 ,当然 都 延迟 了 时 间 
T. 波 前 再 次 以 速度 c 传播 出 去 ,在 上 时 刻 它 已 到 达 了 zx = 士 c( 一 T) 的 远 处 ,如 图 18-4(b) 
所 示 . 因此 ,就 有 两 “ 块 " 场 以 速率 < 向 外 推进 ,正如 图 18-4 的 (a) 和 (b) 两 部 分 所 示 . 至 于 联 
合 场 则 如 图 18-4(c) 所 示 , 在 工 > ct 处 场 为 零 ,在 x 二 c(t 一 T) 与 x = ct 之 间 场 为 恒 景 ( 具 
有 我 们 上 面 所 求 得 的 值 ) ,而 在 x 过 cli 一 T) 处 场 又 是 零 . 

总 之 ,我 们 有 一 小 块 场 一 一 厚度 为 cT 的 一 块 一 一 离开 了 该 电流 片 而 独自 穿越 空间 传 
播 . 场 已 经 “起飞 " 了 ,它们 正在 自由 地 穿越 空间 传播 着 ,不 再 与 源 有 任何 方式 的 联系 . 毛虫 已 
变 成 了 蝴蝶 ! 

这 组 电磁 场 如 何 能 维持 它 本 身 呢 ? 管 案 是 :依靠 法 拉 第 定律 VXE = 一 9B/3t 和 麦克 斯 
韦 新 项 VXB = 35/3t 的 联合 效应 . 它们 不 得 不 维持 其 本 身 的 存在 . 假定 磁场 即将 消失 , 那 
就 会 有 一 个 变化 着 的 磁场 ,而 这 变化 着 磁场 会 产生 一 个 电场 . 如 果 这 个 电场 试图 离开 , 则 这 
变化 着 的 电场 将 再 度 产生 磁场 . 因此 ,通过 不 断 的 相互 影响 一 一 通过 由 一 个 场 到 另 一 个 场 的 
前 后 快速 变换 一 一 它们 必定 会 永远 继续 下 去 ,而 绝 不 会 消逝 * ,它们 以 一 种 舞蹈 方式 一 一 一 
个 围 着 另 一 个 ,第 二 个 又 围 着 第 一 个 转 一 一 把 它们 自己 维系 在 一 起 ,穿越 空间 而 向 前 传播 . 


$18-5 光 速 


我 们 已 获得 了 一 个 离开 了 物质 源 、 而 以 速度 < 即 光速 向 外 行进 的 波 . 可 是 ,让 我 们 回顾 
一 下 ,从 历史 观点 看 ,过 去 并 不 知道 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 系数 c 就 是 光 传 播 的 速率 ,当时 只 


* 噢 ! 并 不 完全 正确 . 如 果 它 们 到 达 一 个 有 电荷 存在 的 区 域 , 便 可 能 被 吸收". 这 意味 着 其 他 的 场 可 
以 在 某 处 产生 而 在 与 这 些 场 互相 普 加 时 ,通过 相 消 干涉 就 可 将 其 “抵消 " 掉 ( 见 第 1 卷 第 31 章 ). 
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是 一 个 方程 组 中 的 常数 .我 们 从 一 开始 就 叫 它 做 c, 那 是 因为 已 知道 它 最 终 应 该 变 成 什么 . 
我 们 并 不 认为 ,让 你 学 习 了 含有 不 同 常数 的 公式 后 , 才 回 过 来 在 它 适 当 的 地 方 代入 c, 这 是 
切合 实际 的 . 然而 ,根据 电学 和 磁 学 的 观点 ,我 们 恰好 开始 就 拿 出 两 个 常数 6。。 和 c? ,它们 分 
别 出 现 在 静电 和 静 磁 的 方程 式 中 :; 

VY:.E=2£ (18. 14) 


《0 


VxB= 二 . (18. 15) 
0 


oC 


如 果 我 们 对 于 电荷 的 单位 采取 任何 独立 的 定义 , 便 可 通过 实验 来 确定 式 (18. 14) 中 所 需 的 那 
个 常数 例如 利用 库仑 定律 测量 在 两 个 静止 的 单位 电荷 之 间 的 力 . 我 们 也 必须 在 实验 
上 测定 式 (18. 15) 中 出 现 的 常数 oc? ,例如 通过 测量 两 单位 电流 之 间 的 力 而 获得 (单位 电流 
指 每 秒 流 过 的 单位 电荷 ). 这 两 个 实验 常数 之 间 的 比值 为 c 正好 是 另 一 个 “电磁 常数 ". 

现在 应 该 注意 :无论 我 们 选择 什么 作为 电荷 单位 ,这 个 常数 c: 是 相同 的 . 如 果 把 两 倍 
“电荷 ” 如 两 倍 的 质子 电荷 放 进 我 们 的 电荷 "单位 "中 ,那么 。 就 必须 是 原来 的 四 
分 之 一 大 . 当 我 们 把 两 个 这 样 的 “单位 "电流 通过 两 根 导线 时 ,在 每 根 导线 中 每 秒 通 过 的 
电荷 将 是 两 倍 , 因 而 在 两 导线 之 间 的 力 就 会 大 四 倍 . 常数 ec 一 定 要 减少 至 四 分 之 一 ,但 
比值 oc ve 不 变 . 

因此 ,仅仅 由 电荷 和 电流 所 做 的 实验 就 能 求 出 cz 的 数值 来 ,结果 证 明 它 是 电磁 影响 传 
播 速度 的 平方 . 从 静态 测量 一 一 通过 对 两 单位 电荷 间 和 两 单位 电流 间作 用 力 的 测量 一 一 我 
们 求 得 c 二 3.00 X10s ms '. 当 麦 克 斯 韦 首先 用 他 的 方程 组 做 出 这 个 计算 结果 时 ,就 宣布 了 
一 组 电场 和 磁场 应 以 这 一 速率 传播 . 同时 他 也 已 经 注意 到 这 个 数值 与 光速 相同 的 神秘 巧合 . 
麦克 斯 韦 说 :我们 几乎 不 可 避免 地 断定 , 光 存 在 于 相同 媒质 的 横向 波动 之 中 ,这 种 媒质 是 电 
和 磁 现 象 的 起 因 . 

麦克 斯 韦 完成 了 物理 学 中 几 项 重大 统一 事业 中 的 一 项 . 在 他 之 前 , 既 有 光 , 也 有 电 和 磁 . 
这 后 两 者 是 由 法 拉 第 、 奥 斯 特 和 安培 通过 实验 工作 而 统一 的 . 然后 突然 地 , 光 不 再 是 “ 别 的 某 
种 东西 ”, 而 只 是 在 这 种 新 形式 下 的 电 和 磁 一 一 独自 穿越 空间 而 传播 着 的 一 小 块 一 小 块 的 电 
场 和 磁场 . 

曾 提醒 过 你 们 要 注意 这 种 特 解 的 某 些 特 点 ,但 事实 却 证 明 ,任何 电磁 波 都 具有 这 些 特 
点 : 即 磁场 和 电场 分 别 与 波 前 运动 的 方向 垂直 ;而 且 E 和 B 这 两 矢量 又 彼此 互相 科 直 . 此 
外 ,电场 的 大 小 EE 等 于 磁场 的 大 小 B 乘 <. 这 三 个 事实 一 一 两 种 场 都 垂直 于 传播 方向 ,有 
冬 直 于 已 ,而 瓦 一 <cB 对 于 任何 电磁 波 都 普遍 正确 . 我 们 的 特殊 情况 是 一 个 很 好 的 例 
子 一 一 它 表明 了 电磁 波 的 所 有 主要 特点 . 


$ 18-6 求解 麦克 斯 韦 方程 组 ; 势 和 波动 方程 


现在 ,我 们 愿意 做 些 数学 工作 ,要 把 麦克 斯 韦 方程 组 写成 比较 简单 的 形式 . 你 可 能 会 认 
为 我 们 正在 使 其 复杂 化 ,但 倘若 你 稍微 忍耐 一 点 ,它们 就 会 突然 显得 简单 . 尽管 目 前 你 已 完 
全 熟悉 了 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 每 个 方程 ,但 其 中 有 许多 部 分 必须 全 部 综合 起 来 . 这 就 是 我 们 
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所 要 做 的 . 

现在 从 V: B = 0 一 一 最 简单 的 方程 一 一 开始 . 我 们 知道 ,这 意味 着 B 是 某 种 东西 的 旋 
度 . 所以, 如果 写成 : 

B=VxA, (18. 16) 

则 我 们 已 解答 了 一 个 麦克 斯 韦 方程 (顺便 提 一 下 ,你 知道 , 若 另 一 个 矢量 A' = A 十 Vy 一 一 
其 中 y 为 任 一 标量 场 一 一 则 这 个 A' 仍 保持 正确 ,因为 Vy 的 旋 度 为 零 , 所 以 B 还 是 一 样 . 对 
此 我 们 早已 有 所 论述 ). 

其 次 ,考虑 法 拉 第 定律 YX 巨 = 一 3B/at, 因为 它 并 不 涉及 任何 电流 或 电荷 . 如 果 将 B 写 
成 VX 和 并 对 i 微分, 则 可 把 法 拉 第 定律 写成 如 下 形式 : 


VxXE=-2VxA. 
oat 
由 于 对 时 间或 对 空间 取 微 商 的 先后 次 序 是 可 以 调换 的 ,上 式 也 可 写成 


vx (E+ 营 )=0. (18. 17) 


由 此 可 见 , EE 十 的 乃 是 一 个 旋 度 为 等 的 矢量 . 因此 ,这 一 矢量 便 应 当 是 某 种 东西 的 梯度 . 当 


我 们 处 理 静 电学 问题 时 ,就 有 XE = 0, 于 是 断定 ,E 本 身 就 是 某 种 东西 的 梯度 ,并 假定 为 
一 $( 负 号 是 为 了 技术 上 的 方便 ) 的 梯度 . 现在 对 于 EE 十 34/3i 也 同样 处 理 , 即 令 


a4 __ 
Bt = Ve$. (18. 18) 


这 里 采用 了 同样 的 符号 $, 以 致 在 没有 东西 随时 间 变 化 的 静电 情况 下 ,34/31 项 消失 ,E 就 是 
我 们 原来 的 一 V $8. 因此 ,法 拉 第 方程 可 以 写成 这 种 形式 : 


已 = 一 Vy 一 学 . (18.19) 


我 们 已 经 解决 了 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 两 个 方程 ,而 且 我 们 已 发 现 ,为 了 描述 电磁 场 E 
和 B ,总 共 需 要 四 个 势 消 数 : 一 个 标量 势 $ 和 一 个 矢量 势 4 ,后 者 当然 就 是 三 个 函数 . 

现在 那个 4 确定 了 B 和 EE 的 一 部 分 ,那么 当 我 们 将 4 改 成 4 = A 十 Vy 时 , 又 会 发 生 
什么 呢 ? 一 般 说 来 ,如 果 我 们 不 采取 某 种 特别 预防 措施 的 话 ,E 是 会 改变 的 . 然而 ,仍然 可 容 
许 A 按照 上 述 方式 改变 而 不 影响 E 和 B 一 一 也 就 是 说 ,不 改变 其 物理 本 质 一 一 如 果 我 们 总 
是 按 下 列 法 则 一 同 改变 A 和 $$, 即 


‘=4+W # 一 $Y (18. 20) 


则 不 论 B 或 由 式 (18. 19) 得 到 的 EE, 就 都 不 会 改变 . 

以 前 ,我 们 曾 选取 V. 4 = 0, 以 便 使 静态 方程 组 稍微 变 得 简单 些 . 现在 我 们 不 准备 再 这 
样 做 了 ,打算 做 另 一 种 选择 . 但 在 告诉 大 家 这 种 选择 到 底 是 什么 之 前 ,我 们 将 稍微 等 一 下 ,办 
为 以 后 就 会 明白 为 什么 要 做 这 样 一 种 选择 . 

现在 回 到 余下 的 两 个 描写 势 与 源 (p 和 j) 之 间 关系 的 麦克 斯 书 方程. 一 旦 我 们 能 够 根据 
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电流 和 电荷 确定 A 和 $, 就 总 可 以 从 式 (18. 16) 和 (18.19) 获 得 E 和 B, 所 以 我 们 将 有 男 一 种 
形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 . 
首先 ,将 式 (18.19) 代 入 六 .EE = p/w 中 ,我 们 便 得 : 
94A 
V， (~-vs 一 务 )= 0 
这 个 式 子 也 可 写成 : 
9 
-和 (18. 21) 
这 是 $$ 和 有 与 源 相 联系 的 一 个 方程 . 
最 后 的 方程 将 是 最 复杂 的 一 个 方程 . 我 们 先 把 第 四 个 麦克 斯 韦 方程 重新 写成 
2 _9gE ji 
cYXB 一 5 一 pr 
然后 利用 式 (18. 16) 和 (18. 19) 以 势 代替 E 和 B ,得 


VX(VXA4) 一 部 (Vs 一 逆 )= L. 


再 利用 代数 恒等式 :VX (VX 4) = V(V .4) 一 V4, 得 到 : 
2 2 2 9 oA __ j 
—c V24A 十 c VY (18. 22) 


这 不 是 很 简单 ! 
幸而 我 们 现在 可 以 利用 任意 选择 4 的 散 度 的 自由 . 下 面 将 要 做 的 就 是 利用 这 一 选择 以 
便 使 4 和 的 方程 互相 分 开 而 又 具有 相同 形式 . 为 此 ,选择 可 以 按 下 式 规定 * : 


一 1】 38 
Y "4 一 一 二 区 (18. 23) 
当 我 们 这 样 做 时 , 式 (18. 22) 中 关于 4 和 4$ 的 中 间 两 项 便 互 相抵 消 ,因而 该 式 也 就 比 原来 简 
单 得 多 了 : 


7。 
toC 


2 134 jj 
te -二 (18. 24) 
而 关于 #$ 的 方程 一 一 式 (18. 21) 一 一 取 相 同 的 形式 : 
一 (18. 25) 
多 么 漂亮 的 一 组 方程 ! 它们 之 所 以 漂亮 ,首先 是 因为 它们 令 人 满意 地 互相 分 开 了 一 一 


电荷 密度 属于 $, 电 流 则 属于 4. 而 且 , 尽 管 左边 看 来 有 点 古怪 一 一 拉 普 拉 斯 算 符 加 上 一 个 
(3/92)? 一 一 但 当 我 们 将 其 全 都 展开 出 来 时 看 到 


* 这 样 选取 V .4 称 为 “选取 一 个 规范 ". 通过 加 Vy 来 改变 4 的 方法 称 为 “规范 变换 ". 式 (18. 23) 称 为 
“ 洛 伦 兹 规范 ". 
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ag 3 
3 十 52 十 92 C2 oz 本 


就 x, y，z, t 而 言 方 程 具有 很 好 的 对 称 性 一 一 这 里 一 1/c? 是 必要 的 ,因为 时 间 和 空间 当然 
彼此 不 同 ,它们 各 有 不 同 的 单位 . 

麦克 斯 韦 方程 组 已 经 把 我 们 引导 到 关于 势 $ 和 A 这 样 一 类 新 型 方程 以 及 所 有 四 个 函数 
$,A;，A, 及 A. 的 相同 的 数学 形式 . 一 旦 掌握 了 如 何 求解 这 些 方程 , 便 能 够 由 XA 和 
一 V$ 一 94/31 获得 B 和 E. 所 以 我 们 具有 一 套 完全 同 麦 克 斯 韦 方程 组 等 价 的 另 一 种 形式 的 
电磁 学 定律 ,而 在 许多 场合 下 它们 处 理 起 来 简单 得 多 . 

事实 上 ,我 们 曾经 解 过 一 个 与 式 (18. 26) 十 分 相似 的 方程. 早 在 第 1 卷 第 47 章 中 学 习 声 
学 时 ,我 们 就 有 这 种 形式 的 方程 : 


并 且 知 道 , 它 描述 了 波 在 z 方 向 以 速率 c 进行 的 传播 . 方程 式 (18. 26) 是 关于 三 维 空间 相应 
的 波动 方程 . 所 以 在 不 再 存在 任何 电荷 和 电流 的 那些 区 域 中 ,# 和 4 都 等 于 零 并 不 是 这 些 方 
程 的 解 ( 虽 然 它们 的 确 也 是 一 种 可 能 的 解 ). 会 有 一 些 解 ,其 中 某 组 $s 和 A 随时 间 变 化 ,但 却 
总 是 以 速率 c 向 外 运动 ,那些 场 穿越 自由 空间 向 前 传播 ,正如 本 章 开头 的 例子 那样 . 

借助 方程 中 麦克 斯 韦 的 新 项 ,我 们 就 能 用 4 和风 将 场 方程 组 写成 一 种 简单 的 而 又 能 
立即 使 电磁 波 的 存在 成 为 明显 的 那 种 形式 . 对 于 许多 实用 的 目的 来 说 ,利用 E 和 8B 的 原来 
那些 方程 将 仍然 很 方便 . 但 这 都 在 我 们 已 经 攀登 过 的 山峰 的 那 一 边 . 现在 我 们 准备 跨越 山峰 
到 男 一 边 去 了 .事情 看 来 将 会 不 同一 一 我 们 准备 看 到 一 些 新 的 和 美妙 的 景色 . 
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当 我 在 中 学 念书 时 ,我 的 物理 教师 一 一 他 的 名 字 是 巴 德 (Bader) 先 生 一 一 有 一 次 在 讲 完 
了 物理 课 之 后 ,把 我 叫 住 说 :* 看 来 你 有 点 厌烦 ,我 要 给 你 讲 点 有 趣 的 东西 . "然后 ,他 告诉 我 
一 件 事 ,我 发 现 它 是 绝对 会 令 人 神往 的 ,并 且 自 那 时 以 来 ,我 发 现 它 总 是 那么 引人入胜 . 每 次 
提出 这 一 课题 时 ,我 就 会 对 它 进行 分 析 研究 . 事实 上 , 当 我 开始 准备 这 次 演讲 时 ,我 发 现 自己 
对 这 个 问题 正在 做 更 详尽 的 分 析 . 并 不 是 为 这 一 次 演讲 操心 ,实则 我 已 被 卷 入 到 一 个 新 的 问 
题 中 去 了 . 这 个 课题 就 是 一 一 最 小 作用 原理 . 

巴 德 先生 这 样 告诉 我 :假定 有 一 质点 (例如 ,在 一 引力 场 中 ) 通 过 自由 运动 从 某 处 移动 至 
另 一 处 一 你 把 它 抛掷 出 去 , 它 就 会 上 升 而 又 落下 [图 19-1(a)]. 它 在 一 定时 间 内 由 出 发 点 
到 达 最 后 的 地 方 . 现在 ,你 尝试 一 个 不 同 的 运动 . 假设 由 这 里 到 达 那 里 是 如 图 19-1(b) 这 样 
进行 的 ,但 所 用 时 间 却 正好 相同 . 然后 他 又 这 样 说 :如 果 你 算出 在 该 路 径 上 每 一 时 刻 的 动能 ， 
减 去 势能 ,再 计算 出 在 经 历 整 条 路 径 期 间 它 对 时 间 的 积分 ,你 将 会 发 现 所 获得 的 数值 比 对 实 
际 运动 所 获得 的 要 大 . 


(a) (b) 
图 19-1 

换 句 话说 ,牛顿 定律 可 以 不 写成 F = ma 的 形式 而 表述 成 :一 物体 从 一 点 到 另 一 点 所 走 
的 路 径 其 平均 动能 减 去 平均 势能 应 尽 可 能 地 小 . 

让 我 把 这 里 面 的 意义 说 得 更 清楚 些 . 如 果 我 们 考虑 引力 场 的 情况 ,那么 若 粒子 的 路 径 为 
z(t) (让 我 们 暂时 只 考虑 一 维 , 即 是 一 条 升 高 降落 .但 绝 不 会 偏 斜 的 轨道 ) ,其 中 z 是 地 面 以 
上 的 高 度 , 则 在 任 一 时 刻 动能 为 二 mm(dz/di)?, 而 势能 为 mgzx. 现在 我 沿 该 路 径 在 每 一 时 刻 
取 动 能 减 去 势能 再 对 时 间 自始至终 进行 积分 . 假定 在 起 始 时 刻 a 由 某 一 高 度 出 发 ,并 在 结 


* 这 是 一 次 专题 演讲 . 以 后 各 章 并 不 依赖 于 这 篇 专题 讲演 的 材料 一 一 这 是 特意 为 “娱乐 "的 目的 
而 设置 的 . 
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束 时 刻 i 确实 到 达 了 另外 某 一 点 [图 19-2(a)]. 
那么 该 积分 就 是 
| [二 ( 吧 ) 一 mgz |d. 


实际 的 运动 为 某 种 类 型 的 一 条 曲线 一 一 如 果 做 一 个 位 置 -时 间 图 , 它 是 一 条 抛物 线 一 一 而 对 于 
该 积分 会 给 出 一 个 确定 的 值 . 但 我 们 也 可 以 设想 另 一 种 运动 , 它 升 得 很 高 ,而 且 以 某 种 特殊 的 
方式 上 升 和 下 落 ,如 图 19-2(b) 所 示 . 我 们 可 以 算出 动能 减 去 势能 并 对 这 么 一 个 路 径 或 其 他 
任何 我 们 所 想 要 的 路 径 积 分 . 令 人 许 异 的 是 ,真正 的 路 径 就 是 那 一 条 会 使 这 一 积分 取得 最 小 
值 的 路 径 . 


图 19-2 


让 我 们 把 它们 彻底 检验 一 下 . 首先 ,假定 取 一 个 完全 没有 势能 的 自由 质点 的 情况 . 那么 ， 
该 法 则 讲 : 在 给 定时 间 内 在 从 一 点 跑 至 另 一 点 的 过 程 中 ,动能 的 积分 是 最 少 的 ,因而 它 一 定 
要 以 均匀 的 速率 行进 (我 们 知道 这 是 一 个 正确 答案 一 一 以 匀速 率 前 进 ). 为 什么 是 这 样 呢 ? 
因为 假如 该 质点 以 任何 其 他 方式 运动 , 则 其 速度 将 有 时 比 平均 值 高 ,有 时 比 平均 值 低 . 因为 
它 一 定 要 在 给 定 的 时 间 内 由 “这 里 "到 达 “ 那 里”, 所 以 平均 速度 对 于 每 一 情况 都 是 相同 的 . 

作为 一 个 例子 ,比如 你 的 任务 是 乘 车 在 给 定时 间 内 从 家 里 到 达 学 校 , 你 可 以 用 几 种 方式 
做 到 这 点 :可 以 一 开始 就 像 疯 子 似 的 使 车 子 加 
速 ,然后 在 接近 终点 时 用 刹车 逐渐 放 慢 速度 ;或 
者 你 可 以 匀速 前 进 ;甚至 你 也 可 向 后 走 一 会 儿 ， 
然后 再 往 前 开 , 如 此 等 等 . 事实 是 ,平均 速率 当 
然 必须 是 你 所 经 过 的 总 距离 除 以 所 用 的 时 间 . 
但 如 果 你 试用 各 种 方式 、 但 就 是 不 以 匀速 前 进 ， 
那么 你 总 会 有 时 太 快 而 有 时 则 太 慢 . 如 你 所 知 ， 
围绕 平均 值 偏差 的 某 事件 ,其 均 方 值 恒 大 于 其 
平均 值 的 平方 . 所 以 如 果 你 不 保持 开车 的 速度 ， 
那么 动能 的 积分 就 总 比 用 均匀 速度 开车 时 为 
高 . 所 以 我 们 看 到 ,如 果 速 度 固定 不 变 ( 当 没有 
图 19-3 力作 用 时 ), 则 该 积分 便 是 一 个 极 小 值 . 正确 的 
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路 径 如 图 19-3 这 样 . 

现在 ,一 个 在 引力 场 中 被 上 抛 的 物体 起 初 升 得 较 快 ,然后 逐渐 放 慢 . 那 是 因为 物体 还 具 
有 势能 ,所 以 就 平均 而 言 必须 有 最 小 的 动能 与 势能 之 差 . 由 于 在 空中 上 升 时 势能 增 大 ,所 以 
如 果 我 们 能 够 尽快 上 升 到 高 势能 的 地 方 , 则 将 获得 一 个 较 低 的 差 值 . 这 样 该 势能 才能 从 动能 
那里 扣除 出 去 ,从 而 获得 较 低 的 平均 值 . 所 以 最 好 就 是 去 选取 能 够 升 得 高 .从 而 可 从 势能 处 
得 到 很 多 负 值 的 那 一 条 路 径 ( 图 19-4). 

男 一 方面 ,你 也 不 能 够 升 得 太 快 ,或 跑 得 
太 远 ,因为 这 么 一 来 你 将 会 包含 过 多 的 动 
能 一 一 你 得 很 快 达到 高 处 以 便 在 可 利用 的 规 
定时 间 里 再 落下 来 . 所 以 你 也 不 宜 升 得 太 高 ， 
但 总 要 升 到 某 个 高 度 . 因此 事实 证 明 , 答 案 是 
在 试图 获得 更 多 的 势能 与 最 少 的 额外 动能 之 
间 取 得 某 一 种 平衡 以 期 获得 动能 减 去 势 
能 的 差 值 尽 可 能 小 . 

这 就 是 我 的 老师 告诉 我 的 全 部 内 容 , 因 为 
他 是 一 位 十 分 好 的 教师 并 懂得 在 什么 时 候 应 
停止 对 话 . 但 我 却 还 未 懂得 要 在 什么 时 候 结 束 图 19-4 
谈话 ,所 以 并 不 会 留 给 你 一 个 有 趣 评论 ,而 我 
却 想 要 来 证 明 它 确 是 如 此 ,这 无 异 用 生活 中 的 复杂 性 来 使 你 感到 不 安 和 焦躁 . 我 们 将 遇 到 的 
数学 问题 会 十 分 困难 ,而且 是 一 个 轨 新 的 课题 . 我 们 有 某 一 个 叫 作 作用 量 S 的 量 . 它 是 动能 
减 去 势能 后 对 时 间 的 积分 . 


作用 量 = S = | (动能 一 势能 )d 


记 住 势 能 和 动能 两 者 都 是 时 间 的 函数 . 对 每 条 不 同 的 可 能 路 径 你 将 获得 有 关 这 个 作用 量 不 
同 的 值 . 我 们 的 数学 问题 是 找 出 使 这 个 数值 最 小 的 那 一 条 曲线 . 

你 会 说 一 一 呵 , 那 不 过 是 普通 微 积分 学 中 的 极 大 和 极 小 问题 罢了 . 在 算出 了 作用 量 之 
后 ,只 要 求 导 就 能 找 出 那个 极 小 值 . 

但 是 要 小 心 . 通常 我 们 只 有 某 变量 的 函数 ,而 我 们 得 出 使 该 函数 为 最 小 或 最 大 的 那个 变 
量 值 . 例如 , 设 我 们 有 一 根 棒 , 在 其 中 部 已 加 了 热 ,因而 热量 将 向 周围 传送 出 去 . 对 于 棒 上 每 
一 点 都 有 一 个 温度 ,而 我 们 必须 找 出 温度 最 高 的 那 一 点 . 但 现在 对 于 空间 每 一 条 路 径 我 们 有 
一 个 数值 一 一 完全 不 同 的 事件 一 一 而 我 们 得 找 出 那 一 条 会 使 该 数值 极 小 的 空间 路 径 . 那 是 
完全 不 同 的 一 个 数学 分 支 . 它 并 不 是 普通 的 微 积分 .事实 上 , 它 被 称 为 变 分 学 . 

有 许多 问题 属于 这 一 类 数学 . 例如 ,圆周 往往 被 定义 为 与 一 固定 点 的 距离 为 常数 的 所 有 
点 的 轨迹 . 但 圆周 还 有 另 一 种 定义 的 方法 : 圆周 是 具有 给 定 长 度 而 包围 最 大 面积 的 那 条 
曲线 . 对 于 给 定 周 长 来 说 ,任何 其 他 曲线 所 包围 的 面积 都 比 圆周 包围 的 要 小 . 因此 , 若 我 们 提 
出 这 样 一 个 问题 : 试 求 给 定 周 长 而 能 包围 最 大 面积 的 那 条 曲线 ,我 们 就 会 有 一 个 变 分 学 问 
题 一 一 与 你 们 熟悉 的 有 所 不 同 的 一 种 微 积分 . 

因此 ,我 们 对 一 物体 的 路 径 进行 计算 . 这 里 介绍 一 下 将 用 的 方法 . 我 们 的 意图 是 :设想 一 
条 正确 的 路 径 , 以 及 画 出 任何 其 他 都 是 错误 的 路 径 , 因 而 若 对 错误 路 径 算出 作用 量 , 则 将 得 
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到 一 个 比 按 正确 路 径 算得 的 作用 量 要 大 的 结果 (图 19-5). 


习题 : 试 找 出 真实 路 径 . 它 到 底 在 哪里 ? 当然 ,一 种 方法 是 去 算出 干 干 万 万 条 路 径 上 的 
作用 量 ,再 找 出 哪 一 条 是 最 小 的 . 当 你 找到 了 那 条 最 小 的 时 , 它 就 是 正确 的 路 径 了 . 

那 是 一 种 可 能 途径 ,但 我 们 却 能 够 比 这 做 得 更 好 些 . 当 有 一 个 具有 极 小 值 的 量 一 一 例 
如 像 温度 那样 的 普通 函数 一 一 时 , 极 小 值 就 有 这 么 一 个 特点 : 若 变量 偏离 极 小 值 位 置 为 一 
级 小 量 , 则 函数 与 极 小 值 的 偏差 仅 为 二 级 小 量 . 在 该 曲线 的 任何 其 他 部 分 ,车 原 位 置 移 动 
一 个 小 距离 , 则 函数 值 也 将 改变 一 级 小 量 . 但 在 极 小 处 ,一 个 微小 的 偏离 在 一 级 近似 下 函 
数 不 产生 差异 (图 19-6). 

这 就 是 我 们 将 用 来 计算 真实 路 径 的 办 法 . 如 果 已 有 一 条 真实 路 径 , 那 么 一 条 与 它 只 有 微 
小 差别 的 曲线 ,其 作用 量 在 一 级 近似 下 将 不 会 造成 什么 差别 . 若 确实 有 一 个 极 小 值 的 话 , 则 
任何 差别 都 将 在 二 级 近似 内 . 

那 不 难 证 明 . 若 当 我 们 使 曲线 偏离 某 个 路 径 时 发 生 一 个 -级 小 量 的 变化 , 则 作用 量 就 有 
一 个 与 该 偏离 成 正比 的 变化 . 这 变化 大 概 会 使 作用 量变 得 较 大 ,否则 我 们 就 不 会 得 到 一 个 极 
小 值 了 . 但 是 若 该 变化 与 偏离 成 正比 , 则 改变 偏离 的 符号 将 会 使 作用 量变 得 较 小 . 我 们 将 获 
得 这 样 的 作用 量 , 沿 一 条 路 径 它 增加 ,而 沿 另 一 条 路 径 它 减 少 . 作用 量 真 正 能 够 是 极 小 值 的 
唯一 路 径 ,是 作用 量 在 一 级 近似 下 不 做 任何 改变 的 路 径 . 而 作用 量 的 改变 是 与 对 真实 路 径 偏 
离 的 平方 成 正比 的 . 

所 以 我 们 就 这 样 来 做 : 称 z(z)( 下 边 加 一 底 
线 ) 为 真实 路 径 一 一 即 我 们 试图 要 寻找 的 . 取 某 
条 尝试 路 径 zx(1) ,与 该 真实 路 径 有 一 微小 差别 ， 
这 差别 我 们 称 之 为 x(1) , 见 图 19-7. 

现在 我 们 的 想法 是 : 若 对 路 径 z(1) 计 算 作 
用 量 5, 则 这 个 S 与 我 们 对 路 径 z(4) 所 算出 的 作 
用 量 一 一 为 了 简化 写法 ,我 们 可 叫 它 作 S 一 之 
差 , 即 S 与 S 之 差 ,在 小 了 的 一 级 近似 下 应 等 于 
零 .这 差 可 以 是 二 级 小 量 ,但 在 一 级 近似 下 这 差 
图 19-7 必须 为 零 . 
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而 这 对 于 任何 一 个 了 都 必定 是 正确 的 . 噢 ,还 未 尽 然 . 这 方法 不 会 具有 任何 意义 ,除非 你 
所 考虑 的 各 路 径 彼此 都 有 相同 的 起 点 和 终点 一 一 每 条 路 径 都 在 时 刻 从 某 点 出 发 而 在 4。 
时 刻 到 达 另 一 点 ,这 些 地 点 和 时 间 都 保持 固定 不 变 . 因此 ,我 们 的 偏离 7 在 每 一 端 都 应 等 于 
零 , 即 7() = 0 和 w(ts) = 0. 有 了 这 个 条 件 , 我 们 的 数学 问题 才 告 确定 . 

要 是 你 完全 不 懂得 微 积分 ,为 了 求 一 普通 函数 f(z) 的 极 小 值 你 或 许 也 是 这 样 做 . 你 可 

会 讨论 如 果 对 f(z) 中 的 z 加 一 小 量 h 后 会 发 生 的 情况 ,并 论证 以 h 的 一 次 客 对 f(z) 的 

修正 在 极 小 值 处 必然 等 于 零 . 你 会 以 x 十 h 取代 xz 并 展开 至 h 的 一 次 知 …… 正如 我 们 将 要 
对 7 做 的 那样 . 

于 是 我 们 的 想法 是 ,把 x(t) = xz(4) 十 mt) 代入 作用 量 公式 中 ， 


So= | 要 人 至 ) ) -vcz) ]u， 


式 中 V(z) 代 表 势 能 . 而 dz/dt 这 个 微 商 当然 就 是 z( 纪 的 微 商 再 加 上 wy(4) 的 微 商 , 所 以 对 于 
作用 量 我 得 到 这 个 表达 式 : 


Ss= |、 | 有 (全 + 7) 一 VE 十 7 | 
现在 我 必须 写 得 更 详尽 些 . 对 于 该 平方 项 得 到 


dz dz dy d7 
( 富 ) 二 二 全 | 
可 是 请 等 一 等 .对 高 于 一 次 智 的 项 我 并 不 在 意 ,因而 将 所 有 含有 六 和 更 高 次 守 的 项 都 取出 
来 并 放 进 一 个 标明 “二 次 和 更 高 次 项 "的 小 箱子 中 . 从 上 式 中 的 这 一 平方 项 我 只 得 到 二 次 徊 ， 
但 从 其 他 方面 还 可 得 到 更 多 一 些 东西 . 因此 ,动能 部 分 就 是 

m ( 坚 ) +m dz d7 


用 (时 ) + 普 守 于 + (二 阶 和 更 高 阶 项 ) 


现在 我 们 需要 一 个 在 守 十 ?处 的 势能 V. 我 认为 了 是 小 量 , 因 而 可 以 将 V(z) 写 成 泰勒 级 
数 , 它 近似 地 等 于 V(z) ,在 下 一 级 近似 下 ( 按 微 商 的 通常 性 质 ) 则 该 修正 的 应 该 是 7 乘 以 V 
对 <z 的 变化 率 , 如 此 等 等 : 
V(xz+7) = V(rz)+mW (z)+ Ty") 十 … 


为 了 简化 书写 ,我 已 将 了 对 zx 的 微 商 写成 V“. 至 于 ? 项 以 及 其 后 面 各 项 则 都 落 在 “二 阶 和 
更 高 阶 项 "的 范畴 之 内 ,而 我 们 便 不 需 对 之 操心 了 . 将 所 有 这 一 切 都 合 起 来 ,得 ， 


加 zd p 二 
s 一 扯 [至 ( 获 ) -VD +m 获 鱼 一 Wz) + (二 阶 和 更 高 阶 项 ) ]a 
现在 ,如 果 我 们 对 事情 观察 得 仔细 些 , 则 会 见 到 我 在 这 里 整理 好 的 头 两 项 相当 于 用 真实 路 径 


z 应 该 计算 出 来 的 作用 量 S ,而 我 要 集中 注意 力 的 东西 乃 是 S 的 变化 一 一 S 与 对 正确 路 径 所 
应 得 的 S 之 间 的 差 . 这 一 差 我 们 将 写成 5, 并 称 之 为 S 的 变 分 . 略 去 那些 “二 阶 和 更 高 阶 项 ”， 
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则 对 于 6S 得 


现在 的 问题 是 :这 里 是 某 个 积分 . 虽然 我 还 不 知道 z 是 什么 ,但 我 确实 知道 不 管 是 什 
么 ,这 一 积分 必须 等 于 零 . 噢 ,你 试想 想 , 这 件 事 可 能 发 生 的 唯一 办 法 就 是 乘 上 7 的 部 分 应 当 
是 零 . 可 是 含有 dn/di 的 第 一 项 又 怎么 样 呢 ? 噢 ,归根 到 底 , 既 然 了 可 以 是 任何 变量 , 它 的 微 
商 也 是 任何 变量 ,因而 你 可 以 断定 dy/dt 的 系数 也 必定 等 于 零 . 那样 讲 不 完全 正确 . 之 所 以 
不 完全 正确 是 因为 7 与 它 的 微 商 之 间 存 在 着 联系 ,它们 并 非 完全 独立 ,因为 px(i) 必 须 在 4 
和 ts 两 个 时 刻 都 等 于 零 . 

在 变 分 学 中 解决 一 切 问 题 的 方法 总 要 用 到 相同 的 普遍 原理 . 即 首先 对 你 所 要 变化 的 东 
西 做 一 个 移动 ( 像 我 们 上 面 通 过 加 7 而 做 到 的 那样 ) , 虽 在 寻找 一 级 小 量 的 项 ;然后 又 总 是 把 
积分 安排 成 含有 “ 某 种 东西 乘 以 移动 (y)” 的 形式 ,而 其 中 又 不 含有 其 他 微 商 (没有 dm dt). 为 
此 必须 重新 安排 以 便 总 是 “ 某 件 东西 " 乘 以 九 过 了 一 会 你 将 会 看 出 这 样 做 的 巨大 价值 (也 有 

些 公式 会 告诉 你 ,在 某 些 情况 下 如 何不 经 实际 计算 就 能 获得 结果 ,但 这 样 一些 公 式 都 不 够 

普遍 ,所 以 就 不 值得 你 去 关注 ;最 好 的 办 法 还 是 按照 上 述 这 一 种 方法 把 它 算出 来 ). 

怎么 才能 将 dw di 项 重新 安排 使 其 含有 7 呢 ? 回答 是 通过 分 部 积分 就 可 以 做 到 . 事实 
证 明 , 变 分 学 的 全 部 巧妙 就 在 于 先 写 下 S 的 变 分 ,然后 利用 分 部 积分 使 得 7 的 微 商 消 去 . 在 
微 商会 出 现 的 每 个 问题 中 总 是 采取 相同 的 办 法 . 

你 回忆 一 下 分 部 积分 的 一 般 原理 . 如 果 你 有 任意 函数 了 乘 以 dywdt 并 对 1 积分 ,可 以 写 
下 wf 的 微 商 : 


dt) =» df td 
Wt 


你 所 要 的 积分 是 对 未 一 项 而 积 的 ,因此 ， 
dy, IF 
jr Pe = 有 ed 
在 我 们 关于 6S 的 公式 中 ,函数 f 就 是 m 乘 以 dz/di, 因 此 ,我 得 到 下 列 关 于 6S 的 公式 : 
dz ‘2 2 d d CT, 
35 = 六 全 ?00) | -上 (nm EE)ra |v (zx) di. 


首 项 必须 在 和 zs 两 个 限 上 算出 来 . 然后 我 还 必须 对 郑 个 从 分 部 积分 剩 下 来 的 部 分 积分 . 
末 项 则 是 照抄 下 来 的 ,没有 什么 改变 . 

现在 碰 到 一 件 总 会 发 生 的 事情 一 一 积 出 的 部 分 不 见 了 (事实 上 ,如 果 该 被 积 出 的 部 分 不 
消失 , 则 你 就 应 当 重申 该 原理 ,并 加 上 一 些 条 件 以 确保 其 消失 ). 我 们 已 经 说 过 ,在 路 径 两 端 
7 必须 是 零 ,因为 该 原理 要 求 只 有 在 该 变化 曲线 开始 并 终结 于 选 定 的 点 时 作用 量 才 是 一 极 
小 值 ,这 条 件 就 是 X(t) = 0 和 y(t) = 0, 所 以 该 项 积分 结果 为 零 .我 们 将 其 他 各 项 都 集合 
起 来 并 得 到 : 


CS 一 | [一 > 3 一 W(z) yz)de 
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S 的 变 分 现在 就 成 为 我 们 所 希望 得 到 的 形式 了 一 在 该 方 括号 内 的 各 项 ,比方 说 下 ,全 都 乘 
上 了 y(t) 并 从 积 至 上. 
我 们 得 到 了 某 种 东西 乘 以 mp(1) 的 积分 总 等 于 零 : 


[F(a = 0. 


这 里 我 有 :上 的 某 个 函数 ,再 以 0) 相 乘 ,并 从 一 端 至 另 一 端 对 它 积分 . 而 不 论 7 是 什么 ,结果 
始终 为 零 . 这 意味 着 函数 F(i) 是 零 . 尽管 这 很 明显 ,但 无 论 如 何 我 会 给 你 证 明 看 看 ， 

假设 对 于 7(2) ,我 选取 除了 某 一 特定 
值 外 其 余 一 切 :上 都 等 于 零 的 某 变量 . 在 到 
达 这 个 1 前 它 始终 保持 零 值 (图 19-8) ,在 时 
刻 1 它 突 然 跃 起 ,过 了 一 会 又 骤然 降下 . 当 我 
们 对 这 个 7 乘 以 任意 函数 下 做 积分 时 ,唯一 
不 等 于 零 的 地 方 就 是 7(b 出 现 突 起 的 地 方 ， 
这 时 我 们 会 得 到 在 该 处 的 下 值 乘 以 对 突 跃 
的 积分 . 对 于 突 跃 本 身 的 积分 不 会 等 于 零 ， 
但 当 乘 上 了 下 之 后 它 就 必须 等 于 零 ;所 以 函 
数 下 在 突 跃 处 必然 为 零 .但 由 于 突 跃 发 生 在 
我 们 想 要 它 发 生 的 任何 地 方 , 因 而 下 就 必须 图 19-8 
处 处 为 零 . 

我 们 看 到 ,如 果 对 于 任何 7, 我 们 的 积分 为 零 , 则 7 的 系数 必须 为 零 , 只 有 满足 这 个 复杂 
微分 方程 


[—m 和 -ve)]- 0 


的 堵 条 路 径 , 作 用 量 积分 才 将 是 极 小 值 . 实则 它 并 非 那么 复杂 ,你 以 前 就 见 过 这 方程 , 它 不 过 
是 下 二 ma 罢了 . 第 一 项 是 质量 乘 加 速度 ,而 第 二 项 则 是 势能 的 微 商 , 那 就 是 力 . 

所 以 ,至 少 对 于 一 个 保守 系统 来 说 ,我 们 已 证 明 最 小 作用 量 原理 给 出 了 正确 答案 . 它 表 
明 , 具 有 最 小 作用 量 的 孝 条 路 径 就 是 满足 牛顿 定律 的 那 条 路 径 . 

一 个 述评 :我 从 未 证 明 它 是 一 个 极 小 值 一 一 也 许 是 一 个 极 大 值 . 事实 上 , 它 的 确 不 必 是 
一 个 极 小 值 . 这 与 我 们 过 去 在 讨论 光学 时 所 发 现 的 那个 “最 少时 间 原 理 " 十 分 类 似 . 在 那里 我 
们 起 初 也 曾 说 过 是 “最 少 " 时 间 . 然而 事实 却 证 明 , 会 有 时 间 并 非 最 少 的 一 些 情况 . 基本 原理 
是 ,对 于 任何 离开 光学 路 径 的 一 级 变化 ,时 间 的 变化 为 零 ;情况 与 此 完全 一 样 . 所 谓 “ 最 小 "我 
们 实在 是 指 , 当 你 改变 路 径 时 ,S 值 的 一 级 变化 为 零 . 它 未 必 是 “ 极 小 ”. 

其 次 ,我 谈论 一 些 推广 的 问题 . 第 一 ,可 以 推广 至 三 维 , 即 不 只 是 xz, 我 可 能 有 之， 和 = 
作为 1 的 函数 ,此 时 作用 量 更 为 复杂 . 对 于 三 维 运动 ,你 必须 用 到 完整 的 动能 一 一 (m/2) 乘 
上 整个 速度 的 平方 . 这 就 是 


ae 一 全 [( 和 ) + (名 ) +( 宪 )] 


dt di dt 
并 且 ,势能 也 是 x, y 和 z 的 函数 . 而 路 径 究竟 如 何 呢 ? 路 径 是 空间 中 某 条 一 般 的 曲线 , 它 很 


250 费 思 曼 物 理学 讲义 (第 2 卷 ) 


不 容易 画 出 来 ,但 意思 却 是 一 样 的 . 不 过 7 又 是 怎么 回 事 ? 噢 ,7 可 以 有 三 个 分 量 . 你 可 以 在 
工 方向 ,y 方向 或 z 方向 一 一 也 可 以 同时 在 所 有 三 个 方向 移动 路 径 ,所 以 7 应 该 是 一 个 矢 
其 . 然而 ,这 样 做 实际 上 并 未 把 事情 弄 得 过 于 复杂 . 由 于 只 有 二 级 变 分 必须 为 零 ,我 们 便 可 以 
通过 三 个 连续 移动 而 进行 计算 . 可 仅仅 在 z 方向 移动 %, 而 说 明 它 的 系数 必须 为 零 , 这 样 就 
得 到 一 个 方程 ,然后 在 y 方 向 移动 而 得 到 另 一 个 方程 ,又 在 z 方向 得 到 第 三 个 . 当然 ,或 者 按 
照 你 所 喜欢 的 任 一 种 次 序 进行 . 无 论 如 何 , 你 得 到 了 三 个 方程 . 而 牛顿 定律 实际 上 就 是 在 三 
维 空间 中 的 三 个 方程 一 一 对 每 一 分 其 就 有 一 个 , 我 想 你 实际 上 能 够 明白 ,这 是 一 定 行 得 通 
的 ,但 这 个 三 维 问题 仍 留 给 你 自己 去 证 明 . 顺便 提 一 下 ,你 也 可 以 采用 任 一 种 你 所 喜欢 的 坐 
标 系 ,诸如 极 坐标 或 其 他 坐标 ,通过 观察 你 在 半径 、 角 度 或 其 他 坐标 方向 移动 7 时 发 生 的 事 
情 , 就 会 立即 得 出 适用 于 该 坐标 系 的 牛顿 定律 . 

同样 ,这 一 方法 也 可 推广 至 任何 数目 的 粒子 . 例如 ,如 果 你 有 两 个 粒子 ,而 在 它们 之 间 有 
作用 力 , 因 而 就 有 相互 作用 势能 ,那么 你 只 要 将 这 两 粒子 的 动能 相 加 并 取 它 们 间 的 相互 作用 
能 作为 势能 . 对 此 你 想 要 变化 什么 东西 呢 ? 势必 变化 双 粒 子 的 路 径 . 于 是 ,对 于 在 三 维 中 运 
动 的 两 个 粒子 ,就 总 共有 六 个 方程 . 你 可 以 在 xz 方向 、y 方 向 和 z 方向 变更 第 一 个 粒子 的 位 
置 ,而 对 于 第 二 个 粒子 也 是 这 样 做 ,因而 就 有 六 个 方程 . 而 这 是 理应 如 此 的 . 其 中 三 个 方程 确 
定 了 第 一 个 粒子 受 力 作用 时 的 加 速度 ,而 另外 三 个 则 是 关于 第 二 个 粒子 受 力作 用 时 的 加 速 
度 的 . 你 继续 坚持 进行 同样 的 游戏 ,就 会 得 到 关于 任何 数目 的 粒子 在 三 维 中 的 牛顿 定律 . 

我 刚才 说 过 ,我 们 得 到 了 牛顿 定律 . 这 并 非 十 分 正确 ,因为 牛顿 定律 还 包括 像 摩擦 一 类 
非 保 守 力 , 牛顿 说 ma 等 于 任何 下 ,可 是 最 小 作用 量 原理 却 只 适用 于 保守 系 一 一 那里 所 有 的 
力 都 可 以 从 势 函数 获得 . 然而 ,你 知道 ,在 微观 层次 一 一 即 在 物理 学 最 深入 的 层次 一 一 并 没 
有 非 保守 力 . 像 摩 擦 力 那 样 的 非 保守 力 ,之 所 以 出 现 乃 是 由 于 我 们 忽略 了 微观 上 的 复杂 
性 一 一 存在 的 粒子 实在 太 多 难于 分 析 . 但 基本 定律 却 都 可 以 放 进 最 小 作用 原理 的 形式 之 中 . 

让 我 继续 来 做 进一步 的 推广 . 假定 我 们 问 起 粒子 做 相对 论 性 的 运动 时 会 发 生 什 么 情 
况 , 而 上 面 还 未 获得 正确 的 相对 论 性 运动 方程 ; F = ma 只 对 于 非 相对 论 才 正 确 . 问题 是 : 
对 于 相对 论 性 的 情况 是 否 有 一 个 对 应 的 最 小 作用 量 原理 ? 回答 是 肯定 的 . 对 于 相对 论 性 
情况 其 公式 如 下 : 


= 一 mc| ViI=7ed 一 4 “$e, y, Z, ti) 一 pm. A(r, y, z, 1) 1]d. 
全 二 


这 个 作用 量 积分 的 第 一 部 分 是 粒子 的 静 质 量 m。 乘 以 再 乘 以 对 于 速度 函数 VI 一 恶 /的 
积分 .后 一 项 不 再 是 势能 , 却 是 一 个 对 于 标 势 #$ 和 对 于 v 乘 以 矢 势 4 的 积分 . 当然 ,此 时 我 们 
只 包括 电磁 力 . 所 有 的 电场 和 磁场 都 是 由 #$ 和 A 提供 的 . 这 一 个 作用 量 函 数 对 于 单个 粒子 在 
电磁 场 中 的 相对 论 性 运动 给 出 完整 的 理论 . 

当然 ,每 当 我 写 出 v 时 ,你 总 会 明白 ,在 试图 做 出 任何 计算 之 前 ,得 先 用 dzvdt 来 代替 
vz ,并 对 其 他 各 分 量 也 都 这 样 做 . 而 且 ,你 还 必须 把 沿路 径 在 1 时刻 的 一 点 写成 x (1), y(1)， 
z(t) ,而 这 些 在 上 式 中 我 只 是 简单 地 写作 z+,，y, z. 严格 讲 , 只 有 当 你 已 经 对 v 等 做 了 这 种 代 
换 以 后 ,你 才能 有 一 个 关于 相对 论 性 粒子 的 作用 量 公 式 . 事实 上 这 个 作用 量 公式 确 能 给 出 那 
些 正 确 的 相对 论 性 运动 方程 ,我 将 把 这 一 问题 的 证 明 留 给 你 们 中 那些 较 机 敏 的 人 去 做 . 我 是 
否 可 建议 你 们 先 做 没有 4、 亦 即 没有 磁场 的 情况 ?此 时 你 应 当 得 到 运动 方程 dp/di = 一 gv$ 
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的 各 分 量 , 其 中 你 会 记 起 p = mv/V1 一 VV/e. 

把 存在 矢 势 的 情况 也 包括 进去 就 困难 多 了 . 那些 变 分 变 得 相当 复杂 . 可 是 最 终 , 解 得 的 
力 项 确实 为 a(E 十 vX B), 正 该 如 此 . 但 我 将 把 这 留 给 你 们 去 考虑 . 

我 想 要 强调 ,在 一 般 情况 下 ,比如 在 相对 论 公式 中 , 那 作用 量 的 被 积 函 数 不 再 具有 动能 
减 去 势能 的 形式 . 那 是 只 有 在 非 相 对 论 性 的 近似 下 才 正 确 的 . 例如 , mc:V1 一 内 /ec 这 一 项 
就 不 是 我 们 所 称 的 动能 了 . 对 于 在 任何 特定 情况 下 作用 量 应 该 是 什么 的 问题 必须 通过 某 种 
试 试 改 改 的 办 法 来 确定 . 这 与 首先 确定 什么 是 运动 定律 的 问题 恰好 相同 . 你 只 要 对 所 已 知 的 
一 些 方程 反复 尝试 ,看 你 能 否 把 它们 纳入 最 小 作用 量 的 形式 之 中 . 

还 有 一 点 是 关于 名 称 方面 的 . 那个 经 过 对 时 间 积 分 就 可 以 得 到 作用 量 S 的 函数 称 为 拉 
格 朗 日 函数 2, 它 只 是 粒子 的 速度 和 位 置 的 函数 . 因此 最 小 作用 原理 也 就 可 以 写成 


Se [x ,Ui;) dt, 


其 中 zx; 和 w 指 位 置 和 速度 的 所 有 分 量 . 所 以 如 果 你 听 到 有 人 正在 谈论 “ 拉 氏 函数 ”, 你 
就 会 知道 他 们 是 在 谈论 那个 要 用 来 求 出 S 的 函数 . 对 于 在 电磁 场 中 的 相对 论 性 运动 ， 


4L=—moc Vl—v/c —q($—v.: A). 


并 且 ,我 还 应 该 讲 , 对 于 大 多 数 讲究 准确 和 学 究 式 的 人 物 来 说 ,S 实际 上 并 非 叫 作 “ 作 用 
量 ”, 它 称 为 “哈密 顿 第 一 主 函数 ". 现在 ,我 讨厌 的 是 ,要 来 做 一 次 关于 “最 小 哈密 顿 第 一 主 函 
数 原理 ”的 演讲 . 所 以 就 把 它 叫 作 “作用 量 " 吧 . 而 且 , 会 有 越 来 越 多 的 人 正 把 它 称 为 作用 量 . 
在 历史 上 你 看 到 还 有 许多 不 那么 有 用 的 东西 也 曾 被 称 为 作用 量 ,但 我 想 更 合理 的 还 是 改 用 
一 个 新 一 点 的 定义 .所 以 现在 你 也 将 这 个 新 函数 叫 作 作用 量 ,而 不 久 人 人 都 会 用 这 个 简单 名 
字 去 称呼 它 了 . 

现在 ,我 要 对 这 一 课题 做 些 讨论 ,它们 与 以 前 我 对 最 少时 间 原 理 所 做 的 讨论 相似 . 一 个 
宣称 从 一 处 到 另 一 处 的 某 个 积分 是 一 极 小 值 的 定律 一 一 这 会 告诉 我 们 有 关 全 过 程 的 某 种 东 
西 一 一 与 一 个 宣称 当 你 沿路 径 行进 时 、 有 一 个 力 在 使 它 加 速 的 定律 相 比 ,它们 的 特性 有 很 大 
差别 . 第 二 种 办 法 ,告诉 你 如 何 沿 着 路 径 一 点 一 
点 地 前 进 ;而 另 一 种 办 法 ,是 关于 整个 路 径 的 全 
面 描述 .在 光 的 情况 下 ,我 们 已 谈论 过 这 两 者 间 
的 关系 . 现在 ,我 来 解释 在 有 了 这 类 最 小 作用 原 
理 时 ,为 什么 还 会 有 微分 定律 . 原因 是 这 样 的 : 试 
考虑 在 时 间 和 空间 中 的 那 条 实际 路 径 . 如 前 一 
样 , 让 我 们 仅仅 考虑 一 维 , 从 而 可 把 z 作为 上 的 函 
数 画 成 曲线 . 沿 这 一 真实 路 径 ,S 是 极 小 值 . 假定 
已 有 了 该 真实 路 径 ,而 它 在 空间 和 时 间 上 既 通 过 
某 点 a, 又 通过 附近 男 一 点 5, 见 图 19-9. 现在 ,如 图 19-9 
果 从 至 ts 整个 积分 是 极 小 值 ,那么 就 有 必要 沿 
a 至 b 的 小 段 积分 也 是 极 小 值 . 不 可 能 在 a 至 这 一 部 分 就 稍微 多 一 点 . 因为 不 然 的 话 ,就 
总 能 仅仅 通过 把 这 一 部 分 路 径 拨 来 拨 去 即 可 使 整个 积分 值 稍微 降低 一 点 . 
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所 以 在 这 条 路 径 中 的 每 一 小 段 也 必然 是 极 小 值 . 并 且 不 管 该 小 段 如 何 短 ,这 都 是 正确 
的 . 因此 ,整个 路 径 给 出 极 小 值 的 原理 ,也 可 说 成 路 径 的 每 一 无 限 小 线段 也 是 具有 最 小 作用 
量 的 那 种 曲线 . 现在 若 我 们 取 路 径 上 足够 短 的 一 段 一 一 在 十 分 靠近 的 a 与 6 两 点 之 间 一 一 
那么 在 遥远 处 势能 如 何 逐 点 变化 就 是 无 足 轻重 的 事情 了 ,因为 在 那 整 整 一 小 段 路 径 上 几乎 
总 是 呆 在 同一 个 地 点 . 你 必须 加 以 讨论 的 唯一 事情 就 是 势能 中 的 一 级 变化 . 答案 只 能 取决 于 
势能 的 微 商 而 不 是 在 各 处 的 势能 . 所 以 关于 整 条 路 径 的 总 性 质 的 陈述 就 变 成 对 一 小 段 路 径 
会 发 生 的 事情 的 陈述 一 一 一 种 微分 式 描述 . 而 这 一 种 微分 式 描述 就 仅仅 涉及 到 势能 的 微 商 ， 
也 就 是 在 一 点 处 的 力 . 这 就 是 总 体 定律 与 微分 定律 之 间 关系 的 一 种 定性 解释 . 

在 光 的 情况 下 ,我 们 也 曾 讨 论 过 这 问题 :粒子 怎么 会 找到 它 的 正确 路 径 呢 ? 从 微分 的 观 
点 , 那 是 容易 理解 的 . 它 获得 加 速度 的 每 个 瞬时 仅仅 知道 在 该 时 刻 做 些 什么 . 可 是 如 果 你 讲 
粒子 决定 选取 将 给 出 最 小 作用 量 的 路 径 , 那 你 关于 因果 的 全 部 直觉 就 发 生 了 混乱 . 为 了 找 出 
邻近 路 径 是 否 具 有 更 多 的 作用 量 , 它 “ 闻 出 ”它们 了 吗 ? 在 光 的 情况 下 , 当 我 们 放置 一 些 光学 
元 件 在 光 所 经 过 的 道路 上 、 以 致 光子 们 不 能 检查 所 有 的 路 径 时 ,我 们 便 发 现 它们 不 再 能 算出 
该 走 哪 一 条 路 ,从 而 就 有 了 衍射 现象 . 

这 类 事情 在 力学 中 也 会 发 生 吗 ? 粒子 真 的 不 仅仅 能 选取 正确 路 径 , 而 且 还 会 审查 所 有 
其 他 的 各 种 可 能 路 径 吗 ? 而 且 , 若 在 路 途上 设置 一 些 东 西 以 阻止 其 向 四 处 张望 ,我 们 也 能 得 
到 与 衍射 类 似 的 现象 吗 ? 当然 ,一 切 令 人 惊奇 之 处 就 在 于 ,事情 恰恰 是 这 样 . 这 正 是 量子 力 
学 定律 所 说 的 . 因此 ,我 们 的 最 小 作用 原理 还 是 陈述 得 不 完全 . 并 非 粒 子 选取 了 作用 最 小 的 
那 条 路 径 ,而 是 它 对 附近 的 所 有 路 线 都 闻 过 ,从 而 按照 与 光 选 择 最 短 时 间 类 似 的 方法 来 选取 
一 条 具有 最 小 作用 量 的 路 径 . 你 应 记得 , 光 选 取 最 短 时 间 的 办 法 是 这 样 的 :要 是 它 遵 循 一 条 
需要 不 同时 间 的 路 径 , 则 当 它 到 达 时 就 有 不 同 相位 . 而 在 某 一 点 上 的 总 振幅 等 于 光 能 到 达 的 
所 有 不 同 路 径 振幅 贡献 的 总 和 . 所 有 那些 提供 相位 差异 很 大 的 路 径 将 不 会 合成 任何 东西 . 但 如 
果 你 能 找 出 一 整 序列 路 径 ,它们 都 具有 几乎 相同 的 相位 , 则 小 小 的 贡献 便 将 加 在 一 起 而 在 到 达 
之 处 得 到 一 个 可 观 的 总 振幅 . 因此 ,重要 路 径 就 成 为 许多 能 给 出 相同 相位 彼此 靠近 的 路 径 ， 

对 于 量子 力学 ,事情 恰巧 完全 相同 . 整个 量子 力学 (对 于 非 相对 论 情况 ,并 略 去 电子 自 
旋 ) 是 这 样 处 理 的 :一 个 粒子 在 时 刻 & 从 点 1 出 发 ,将 在 ts 到达 点 2 的 概率 等 于 概率 幅 的 平 
方 . 总 概率 幅 可 以 写成 每 一 可 能 路 径 一 一 每 一 条 到 达 的 途径 一 一 的 各 概率 幅 之 和 . 对 于 我 们 
可 能 有 的 每 个 z(t) 一 一 对 于 每 条 可 能 想象 出 来 的 轨道 一 一 我 们 就 得 算出 一 个 概率 幅 . 然后 
再 把 它们 相 加 起 来 . 对 于 每 条 路 径 ,我 们 认为 概率 幅 是 什么 呢 ? 上述 作用 量 积分 告诉 我 们 ， 
对 于 一 条 单独 路 径 其 概率 幅 应 该 是 什么 . 概率 幅 正比 于 某 个 常数 乘 es* ,其 中 S 就 是 对 那 条 
路 径 的 作用 量 . 这 就 是 说 ,如 果 我 们 用 一 个 复数 来 表示 概率 幅 的 相位 , 则 相 角 就 是 S/#. 作用 
量 S 具有 了 能量 乘 时 间 的 量 纲 , 而 普 朗 克 常量 二 也 具有 相同 的 量 纲 . 它 是 判定 量子 力学 什么 
时 候 才 显得 重要 的 一 个 常数 . 

这 就 是 它 工 作 的 原理 :假设 对 所 有 路 径 ,与 直 相 比 S 很 大 , 则 一 条 路 径 贡献 一 定 的 概率 
幅 . 对 于 附近 一 条 路 径 ,该 相位 已 很 不 相同 ,因为 对 于 巨大 的 S, 即 使 S 的 一 个 小 小 变化 也 意 
味 着 一 个 完全 不 同 的 相位 一 一 因为 是 那么 小 . 所 以 在 求 和 时 ,互相 靠近 的 路 径 一 般 都 会 将 
其 效应 互相 抵消 一 一 除了 一 个 区 域 以 外 ,而 这 个 区 域 一 条 路 径 与 其 邻近 路 径 在 一 级 近似 下 
全 都 会 给 出 相同 的 相位 (更 准确 地 说 ,在 起 范围 内 给 出 相同 的 作用 量 ) ,只 有 这 些 路 径 才 是 重 
要 的 . 因此 ,在 普 朗 克 常 量 # 趋 于 等 的 极限 情况 下 ,正确 的 量子 力学 规律 可 以 总 结 成 简单 的 
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一 句 话 :“ 忘 记 所 有 这 些 概率 幅 吧 . 粒子 就 在 一 条 特殊 路 径 上 运动 , 那 是 在 一 级 近似 下 S 不 
发 生变 化 的 一 条 路 径 ”. 这 就 是 最 小 作用 原理 与 量子 力学 之 间 的 关系 . 量子 力学 可 以 用 这 种 
形式 来 表达 的 事实 ,是 由 本 次 演讲 开头 曾 提 及 的 同一 位 教师 巴 德 先生 的 另 一 名 学 生 在 1942 
年 发 现 的 [县 子 力学 原本 是 通过 给 出 关于 概率 幅 的 微分 方程 ( 苹 定 户 首 创 ) 以 及 通过 某 种 其 
他 矩阵 数学 ( 海 森 伯 首创 ) 而 表达 出 来 的 ]. 

现在 要 来 谈 谈 物 理学 中 其 他 的 极 小 原理 ,其 中 有 许多 是 很 有 意义 的 . 我 并 不 想 马 上 就 将 
它们 全 都 罗列 出 来 ,而 只 打算 再 描述 其 中 的 一 种 . 以 后 , 当 我 们 面临 一 个 具有 漂亮 的 极 小 原 
理 的 物理 现象 时 ,我 将 随时 结合 它 来 谈 . 现在 我 要 来 证 明 : 不 必 通 过 给 出 场 的 微分 方程 ,而 是 
通过 讲述 某 个 积分 是 极 大 或 极 小 值 ,就 能 够 描述 静电 学 . 首先 ,让 我 们 考虑 电荷 密度 处 处 已 
知 的 情况 ,而 问题 就 在 于 求 出 空间 中 每 一 处 的 电势 $. 你 知道 答案 应 该 是 : 


9 一 一 Ce， 
但 表述 这 相同 事件 的 另 一 种 办 法 却 是 :计算 积分 U* : 


0 = 全 |v jdy 一 |ezdv， 


这 是 一 个 对 全 部 空间 进行 的 体积 分 . 对 于 正确 的 势 分 布 &%z，y，z) ,U 是 极 小 值 . 
我 们 可 以 证 明 , 这 两 种 关于 静电 学 的 表述 是 等 效 的 . 现在 假定 选取 任意 函数 #. 要 求证 
明 : 当 我 们 认为 $ 是 正确 的 势 $ 加 上 一 个 小 的 偏离 :f 时 , 则 在 一 级 近似 下 Ur" 的 变化 为 零 . 
此 我 们 记 作 
$= $+f. 
就 是 我 们 所 要 寻找 的 ,但 现在 给 它 造 成 一 种 变化 ,以 找 出 它 必 须 怎样 才能 使 U' 的 变 分 在 
一 级 近似 下 为 零 . 对 于 U* 中 的 第 一 部 分 ,我 们 有 必要 写成 
(台风 = (V$): +2 V8 VW+(W):. 
式 中 会 变化 的 唯一 一 个 一 级 项 为 
2v$ .VW. 
在 局 "的 第 二 项 中 ,被 积 函 数 为 
og 一 pg 十 pf， 
其 变化 部 分 为 pf. 因此 ,车 只 保留 那些 变化 的 部 分 , 则 需要 有 下 面 的 积分 ， 
AU = | vs :YW—pf)av. 
现在 ,根据 以 往 的 普遍 法 则 ,我 们 必须 得 到 经 过 了 补 级 的 完全 去 掉 f 的 微 商 的 那 种 东 
西 . 让 我 们 看 看 那些 微 商 是 什么 . 上 式 中 的 点 积 为 
a af a a 


grar 3gyay dz agz” 


我 们 得 把 它们 对 z, 对 y 和 对 x 进行 积分 . 原来 窍门 就 在 这 里 : 若 要 将 9f/3z 去 掉 , 就 必须 对 
z 进行 分 部 积分 ,这 样 就 会 把 微 商 移 到 $ 上 去 . 这 与 我 们 过 去 常用 来 去 掉 对 : 微 商 的 那 种 一 
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般 想 法 是 相同 的 . 我 们 利用 等 式 : 
[ed 


一 dz = 一 一 dz 
az az 7 gz 了 dz 


等 号 右边 已 积 出 的 项 为 零 ,因为 我 们 必须 使 f 在 无 限 远 处 为 零 [这 相当 于 使 7 在 4 和 
时 为 零 . 因此 ,我 们 的 原理 就 应 该 更 准确 地 说 成 :对 于 正确 的 势 $,U" 比 对 任何 其 他 势 
#z，y,z) 都 小 ,而 在 无 限 远 处 $ 和 $ 则 有 相同 的 值 ]. 然后 我 们 对 于 > 和 z 也 这 样 做 . 因 
而 AU 的 积分 为 


AU = [ov $—p)fav. 
为 了 使 这 一 变 分 对 于 任何 三 


不 管 是 什么 一 一 都 为 零 ,f 的 系数 就 必须 为 零 , 因 而 
V’'$ 一 一 oa. 


我 们 又 回 到 了 原来 的 方程 . 因而 上 述 的 “ 极 小 "命题 是 正确 的 . 
如 果 我 们 采用 稍微 不 同 的 方法 来 做 上 述 代 数 运算 ,就 可 以 使 命题 普遍 化 . 让 我 们 回 到 原 
来 的 式 子 , 不 计算 各 分 量 , 而 直接 做 分 部 积分 . 注意 下 列 这 个 等 式 : 


V:.(fV$)=W.vV$+/v’ $. 


如 果 算 出 左边 的 微分 ,就 能 证 明 它 刚好 等 于 右边 . 现在 可 以 利用 这 一 等 式 进行 分 部 积分 . 在 
上 述 VU" 的 积分 中 ,用 /Vi$ 一 V .(fV$) 代替 一 V$， VV, 而 后 对 体积 进行 积分 . 其 中 散 度 
项 的 体积 分 可 以 用 面积 分 代替 : 


I» . (fvV$)dV = |vs 民风 


由 于 是 对 全 部 空间 积分 ,所 以 积分 的 面 位 于 无 限 远 处 . 由 于 那里 的 f 等于零 ,因而 得 到 与 前 
面相 同 的 答案 . 

只 有 现在 我 们 才 明 白 怎 样 求解 这 样 的 一 个 问题 , 即 我 们 不 知道 其 中 全 部 电荷 如 何 分 布 . 
假设 我 们 有 些 导 体 ,电荷 以 某 种 方式 分 布 在 其 上 面 , 只 要 所 有 导体 的 电势 都 固定 不 变 , 则 我 
们 仍然 能 够 应 用 极 小 原理 . 对 U* 的 积分 仅 在 一 切 导体 之 外 的 空间 中 进行 . 这 时 ,由 于 不 能 
使 导体 上 的 $ 发 生变 化 ,所 以 在 所 有 导体 的 表面 上 7 都 等 于 零 ,因而 面积 分 


[Jrvs .da 
仍然 为 零 . 剩 下 来 的 体积 分 
AU = [(~o vs —pfav 
只 在 各 导体 之 间 的 空间 中 进行 . 当然 ,我 们 再 次 得 到 泊 松 方程 ; 
VSg =— p/o. 


这 样 就 证 明了 原来 的 积分 U* 也 是 一 个 极 小 ,只 要 在 电势 全 都 固定 的 各 导体 外 的 空间 里 进 
行 计算 [这 就 是 说 , 当 xz, y, z 是 导体 表面 上 的 一 点 时 ,任何 尝试 函数 $(z，y, z) 都 必须 等 
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i 
于 该 导体 的 给 定 电势 ]. 

一 个 有 趣 的 情况 是 电荷 只 存在 于 导体 上 . 这 时 


U" = | 多 )2dV。 


我 们 的 极 小 原理 讲 ,在 一 组 导体 都 处 于 某 些 给 定 电势 的 情况 下 ,它们 之 问 的 势 就 会 自动 调整 
到 使 积分 U" 为 最 小 . 这 个 积分 是 什么 呢 ? 由 于 项 Yg 就 是 电场 ,因而 该 积分 就 是 静电 能 . 丰 
实 的 场 是 在 所 有 来 自 电势 梯度 的 场 中 总 能 量 最 小 的 那个 场 . 

我 想 要 利用 这 一 结果 来 算出 某 个 具体 的 东西 ,从 而 给 你 们 看 看 这 些 东西 实际 上 是 非常 
有 用 的 . 假设 我 取 两 个 导体 构成 一 柱 形 电容 器 (图 
19-10) ,内 部 的 导体 具有 电势 V, 而 外 面 的 导体 电 
势 为 零 . 令 内 、 外 两 个 导体 的 半径 分 别 为 a。 和 6. 现 
在 可 以 假定 它们 之 间 的 任意 电势 分 布 . 如 果 我 们 采 
用 正确 的 多 并 算出 。/2|(V$)*dV, 则 它 应 当 是 系 


统 的 能 量 , 即 去 CV*. 因此 ,也 可 以 根据 我 们 的 原理 


算出 C. 但 若 采 用 错误 的 势 分 布 并 试图 用 这 个 办 法 
来 算出 C, 则 我 们 得 到 的 电容 将 太 大 . 因为 电势 V 
已 经 被 规定 了 ,所 以 任何 假定 出 来 的 .并 非 严 格 等 
于 正确 电势 的 $, 都 会 给 出 一 个 比 正确 值 要 大 的 假 ms 
的 C. 不 过 如 果 我 的 辅助 的 $ 是 任意 的 粗略 近似 , 则 C 将 是 一 个 良好 的 近似 ,因为 C 的 误差 
比 $ 的 误差 要 高 一 级 . 

假设 我 不 知道 一 个 柱 形 电 容器 的 电容 , 那 我 就 可 以 利用 这 一 原理 来 找到 它 . 我 只 要 不 断 
对 势 函数 # 进 行 猜测 直到 获得 最 低 的 C 值 为 止 . 例如 ,假定 我 选取 一 个 与 恒定 电场 相对 应 的 
势 (当然 ,你 知道 ,这 里 的 场 实际 上 不 是 恒定 的 , 它 会 随 1/r 变化 ). 一 个 恒定 场 意味 着 一 个 与 
距离 成 正比 的 势 . 为 适合 两 导体 所 在 处 的 条 件 , 它 必须 是 


这 个 函数 在 r = a 处 为 V ,在 r=。b 处 为 零 ,而 在 两 者 之 间 的 势 则 有 等 于 一 VA(5 一 a) 的 固定 
斜率 . 所 以 为 了 求 得 积分 U” ,我 们 所 要 做 的 就 是 将 这 个 $ 的 梯度 的 平方 乘 以 /2 并 对 全 部 
体积 求 积 分 . 让 我 们 对 单位 长 度 的 圆柱 做 这 种 计算 . 在 半径 ~ 处 的 体积 元 为 2rrdr, 进 行 积 
分 ,我 对 求 电容 的 第 一 次 尝试 就 得 到 
1 2 人 it、 二 0_ Vi? 
acVv (第 一 次 尝试 ) = 2), adr 
这 积分 不 难 , 它 正好 为 
2 /b+a 
wv’ 2 


这 样 我 就 有 了 一 个 关于 电容 的 公式 , 它 虽 然 不 正确 ,但 却 是 一 种 近似 结果 : 
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Cte 
2ro 一 205 二 ay 
自然 , 它 与 正确 答案 C = 2xe/In(b/a) 不 同 ,但 并 非 太 坏 . 让 我 们 对 几 个 ea 值 把 它 与 正确 
答案 做 比较 ,所 得 结果 如 下 表 所 列 : 


1. 500 
0. 721 0. 833 


0. 434 0. 612 
0. 267 0. 51 
2.466 2 2. 50 

10. 492 070 10. 500 000 


即使 当 &ba 大 至 2 时 一 一 就 电场 来 讲 , 与 一 个 线性 变化 的 场 相 比 它 给 出 了 相当 大 的 改变 一 一 
我 仍 获得 了 相当 好 的 近似 . 当然 ,正如 所 预期 的 那样 ,答案 稍微 偏 高 一 些 . 如 果 你 把 一 根 细 导 线 
放 在 一 个 大 图 柱 之 中 ,事情 就 精 得 多 . 这 时 场 已 有 了 巨大 变化 ,而 倘若 你 还 是 用 一 个 恒定 场 
来 代表 它 , 那 你 就 干 得 不 太 好 了 . 当 b/a = 100 时 ,我 们 偏离 了 几乎 2 倍 . 对 于 小 的 ba, 则 事 
情 要 好 得 多 . 试 取 与 刚才 极端 相反 的 情况 , 当 两 导体 相距 不 远 一 一 比方 说 wa = 1. 1 一 一 
时 , 则 恒定 场 就 是 一 个 相当 好 的 近似 ,而 我 们 会 得 到 误差 在 干 分 之 一 以 内 的 正确 C 值 . 

现在 我 要 来 告诉 你 ,如 何 可 改进 这 种 计算 (当然 ,对 于 柱 形 电容 器 来 说 你 已 经 知道 它 的 
正确 答案 ,但 对 于 其 他 一 些 你 还 不 知道 其 正确 答案 的 古怪 形状 ,所 用 方法 仍然 与 此 相同 ). 下 
一 步 对 未 知 的 正确 $ 尝试 较 好 的 近似 . 例如 ,你 也 许 会 试 一 试 一 个 常数 加 上 一 个 指数 函数 的 
$, 如 此 等 等 . 但 除非 你 已 知道 正确 的 $, 否 则 你 怎么 会 知道 何 时 才能 得 到 一 个 较 好 的 近似 
呢 ? 答案 :你 把 C 算出 来 ,最 低 的 C 值 就 是 最 接近 于 正确 的 值 . 让 我 们 来 尝试 这 一 想法 . 假 
定 电 势 不 是 ~ 的 线性 函数 而 是 x 的 二 次 函数 一 一 电场 不 是 恒定 的 而 是 线性 的 . 能 够 适合 在 
r 二 565 处 $ 二 0 .而 在 r = 二 a 处 $= 二 V 这 种 条 件 的 最 一 般 的 二 次 形式 的 $ 为 


$=V[1+e(f=4)- a+o (Es) ]， 


式 中 a 为 一 任意 常数 . 这 公式 稍微 复杂 了 一 点 . 在 势 中 除了 一 个 线性 项 外 还 包括 一 个 二 次 
项 . 很 容易 从 它 得 到 场 ,该 场 正好 为 
d 


dr 


一 CC)V 

(一 0) 

现在 我 们 必须 将 上 式 加 以 平方 并 对 体积 进行 积分 . 但 请 等 一 等 . 我 应 当 给 a 取 个 什么 值 呢 ? 
我 可 以 对 $ 取 一 条 抛物 线 ,然而 是 什么 样 的 抛物 线 呢 ?这 里 我 所 要 做 的 是 :用 任意 一 任意 一 个 a 算 
出 电容 . 得 到 的 结果 是 


5 一 52[ 生 (等 + 苑 +1)+ 二 e+] 


这 看 来 还 是 稍微 复杂 一 点 ,但 它 是 从 对 场 的 平方 进行 积分 而 得 到 的 . 现在 我 可 以 选择 a 了. 
我 知道 正确 结果 总 是 比 我 将 要 算出 的 任何 值 都 小 ,因而 不 管 我 代入 什么 a 值 总 会 得 到 一 个 
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太 大 的 答案 . 但 如 果 我 保持 着 玩弄 a 并 得 到 一 个 我 所 能 得 到 的 最 低 的 可 能 值 , 则 这 个 最 低 值 

就 会 比 其 他 任何 值 都 更 接近 于 真实 的 值 .所 以 我 将 要 做 的 下 一 件 事 就 是 去 拣 出 会 提供 极 小 

C 值 的 那个 x. 按照 普通 的 微 积分 来 计算 ,我 得 到 极 小 的 C 出 现在 a = 一 26/(6b 十 a) 时 ,将 此 
值 代入 上 面 的 公式 中 ,得 到 的 极 小 电容 为 : 

C 刀 十 4abg 十 az 


2re 3(b —a) “ 


对 于 各 种 不 同 的 ba 值 我 已 经 算出 了 由 这 一 公式 所 给 出 的 C 值 . 我 将 称 这 些 数值 为 C 
(二 次 ), 这 里 是 C( 二 次 ) 与 正确 C 的 对 照 表 . 


1.4423 1. 444 
0.721 0.733 


0. 434 0. 475 

0. 267 0. 346 

2.466 2 2.466 7 
10. 492 070 10. 492 065 


例如 , 当 两 半径 之 比 为 2 比 1 时 ,我 得 到 1.444, 这 对 于 正确 答案 1. 442 3 来 说 已 经 是 一 
个 很 好 的 近似 . 即使 对 于 较 大 的 wja, 它 仍旧 相当 好 一 一 比 一 次 近似 要 好 得 多 . 当 b/a 为 10 
比 1 时 ,还 是 相当 准确 一 一 只 偏离 10%. 但 当 sa 达到 100 比 1 时 ,事情 就 开始 变 模 . 我 所 得 
到 的 C/2re 是 0. 346 而 不 是 0. 267. 在 另 一 方面 ,对 于 1. 5 的 半径 比 ,该 答案 非常 好 ;至 于 
1. 1 的 ba ,答案 表明 是 10. 492 065 而 不 是 10. 492 070. 这 里 答案 应 该 是 好 的 , 它 就 已 经 非常 
非常 好 了 . 

我 已 经 举 出 了 好 些 个 例子 ,首先 为 了 表明 极 小 作用 原理 和 一 般 的 极 小 原理 的 理论 价值 ， 
其 次 在 于 表明 它们 的 实用 价值 一 一 不 仅仅 去 算出 我 们 已 明知 其 答案 的 电容 . 对 于 任何 其 他 
形状 的 电容 ,你 可 以 用 某 些 像 那样 的 未 知 参数 去 猜测 一 个 近似 的 场 ,并 调整 这 些 参数 以 获 
得 一 个 极 小 值 . 对 于 其 他 方法 难以 处 理 的 一 些 问题 ,用 此 法 你 将 得 极 好 的 数值 结果 . 

演讲 后 补充 的 一 段 笔 记 : 

我 愿意 补充 一 点 我 没有 时 间 在 课堂 上 讲 的 东西 (似乎 我 准备 的 材料 总 是 比 我 有 时 间 讲 
到 的 要 多 ). 正如 我 曾经 提 到 的 , 当 准备 这 一 演讲 时 我 对 一 个 问题 产生 了 兴趣 . 我 要 告诉 你 们 
这 是 个 什么 问题 . 在 我 上 面 所 提 及 的 极 小 原理 中 ,我 曾 注意 到 其 中 大 多 数 以 不 同 的 方法 来 自 
力学 和 电动 力学 中 的 最 小 作用 原理 . 但 也 有 一 类 并 非 如 此 . 作为 一 个 例子 , 若 电流 通过 某 一 
块 材料 时 遵从 欧姆 定律 , 则 在 这 块 材料 中 的 电流 就 会 分 布 得 使 热量 的 产生 率 尽 可 能 小 . 我们 
也 可 以 讲 ( 如 果 材 料 都 保持 等 温 的 话 ) ,能 量 的 产生 率 是 一 极 小 值 . 那么 ,按照 经 典 理论 ,这 一 
原理 甚至 也 适用 于 确定 载 流 金属 内 部 电子 的 速度 分 布 . 速度 的 这 种 分 布 并 非 是 严格 的 平衡 
分 布 [ 见 第 1 卷 第 40 章 , 式 (40. 6)] ,因为 电子 正在 向 侧面 漂移 . 这 一 新 的 分 布 可 以 从 下 述 原 
理 找 到 , 即 对 某 个 给 定 的 电流 , 它 是 使 得 因 碰 撞 每 秒 所 产生 的 粮 尽 可 能 少 的 一 种 分 布 . 然而 ， 
关于 电子 行为 的 正确 描述 应 该 是 由 量子 力学 给 出 的 . 于 是 问题 就 是 : 当 情 况 要 用 量子 力学 来 
描述 时 ,同样 的 极 小 炉 产 生 原 理 是 否 仍然 正 确 ? 我 对 此 还 未 找到 答案 . 

当然 ,这 问题 在 理论 上 是 很 重要 的 . 像 这 样 的 原理 是 令 人 神往 的 ,而 且 尝试 看 清 其 普遍 
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性 如 何 始 终 是 值得 的 . 但 从 一 个 更 为 实用 的 观点 来 说 ,我 也 希望 去 了 解 它 . 我 与 几 位 同事 曾 
经 发 表 过 一 篇 论文 ,其 中 我 们 根据 量子 力学 近似 地 计算 过 一 个 运动 电子 通过 一 块 像 NaCl 
那样 的 离子 晶体 时 所 感受 到 的 电 阳 [Feynman, Hellworth, Iddings, and Platzman. Mobili- 
ty of Slow Electrons in a Polar Crystal. Phys. Rev. , 1962, 127:1004]. 但 要 是 极 小 原理 存 
在 , 则 我 们 可 以 用 它 做 出 更 为 精确 的 结果 ,就 像 有 关 电 容器 电容 的 极 小 原理 曾经 允许 我 们 对 
电容 获得 那样 高 的 准确 度 那样 ,尽管 我 们 只 有 初步 的 电场 知识 . 


第 20 章 ”麦克 斯 韦 方程 组 在 自由 空间 中 的 解 


$20-1 自由 空间 中 的 波 ;平面 波 


在 第 18 章 中 ,我 们 就 已 经 达到 拥有 完整 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 目的 . 对 电磁 场 的 经 
典 理论 要 知道 的 一 切 知 识 , 全 都 可 以 在 下 列 四 个 方程 中 求 得 : 


I.V.E=2£ 1.vxE=-—223 
《0 ot 
. (20.1) 
1. V: B=0 N. “VxB- 荆 + 衬 
《0 [4 


当 我 们 把 所 有 这 些 方程 都 合 在 一 起 时 ,一 个 惊人 的 新 现象 出 现 了 :由 运动 电荷 所 产生 的 场 可 
以 离开 源 而 独自 通过 空间 传播 . 我 们 曾 考虑 过 一 个 特殊 例子 ,在 其 中 一 张 无 限 大 电流 片 被 突 
然 地 接 通 . 当 电流 已 经 接 通 了 时 间 :之 后 ,就 有 均匀 的 电场 和 磁场 从 源 处 扩展 至 距离 ct. 假设 
该 电流 片 被 置 在 yz 平面 上 , 且 具 有 沿 正 y 方向 的 面 电 流 密度 J, 则 电场 将 只 有 一 个 y 分 量 ,而 
磁场 只 有 一 个 分量 .在 z 轴 的 正方 向 ,z 小 于 ct 的 地 方 ,这 些 场 分 量 的 大 小 由 下 式 给 出 : 


E, = eB, = 一 2 (20. 2) 
但 对 于 z 大 于 ct 的 地 方 ,这 些 场 都 是 零 . 当然 ,也 有 相似 的 场 从 该 电流 片 向 负 z 方 向 传播 而 
达到 相同 的 距离 (在 图 20-1 中 我 们 画 出 了 作为 x 函数 的 场 其 大 小 在 时 刻 t 的 图 形 ). 随 着 时 
间 的 推移 ,在 ct 处 的 “ 波 前 "会 以 恒定 速度 c 沿 x 
方向 往外 传播 

现在 , 试 考虑 下 述 的 事件 次 序 . 首先 接 通 单位 
强度 的 电流 并 经 历 了 一 段 时 间 , 然 后 突然 把 电流 
强度 增加 至 三 个 单位 ,并 从 此 一 直 保 持 在 这 一 数 
值 上 . 这 时 场 会 像 个 什么 样子 呢 ? 我 们 能 够 用 如 
下 方式 来 看 个 究竟 首先 ,设想 有 一 单位 强度 的 电 。 。， ， a 
流 在 上 = 0 时 接 通 ,并 且 永 不 改变 . 这 样 ,对 于 在 zx 时。 A 
正 向 的 场 就 由 图 20-2(a) 的 图 形 给 出 . 其 次 ,我 们 人 
要 问 , 若 在 4 时 刻 接 通 两 个 单位 的 恒定 电流 又 将 发 生 什么 呢 ? 

在 这 一 情况 下 场 将 比 原来 增强 一 倍 , 但 在 zx 方向 仅 传播 到 c(1 一 4 ) 那 么 远 的 距离 ,如 图 
20-2(b) 所 示 . 当 我 们 运用 下 加 原理 而 把 这 两 个 解 相 加 起 来 时 ,就 会 发 现 这 两 个 源 之 和 在 从 
零 至 4 的 时 间 里 电流 为 一 单位 而 在 大 于 4 的 时 间 里 电流 为 三 单位 , 在 4 时 刻 则 场 随 距离 z 
变化 的 情形 如 图 20-2(c) 所 示 . 
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c(t-1,) of 


图 20-2 由 一 电流 片 产 生 的 电场 . 

(a) 在 上 = 0 时 ,一 单位 电流 被 接 通 ; 

(b) 在 :一刀 时 ,二 个 单位 的 电流 被 接 
通 ;(c)(a) 和 (b) 两 者 的 一 加 


现在 ,让 我 们 处 理 一 个 较 复 杂 的 问题 . 考虑 这 样 
一 种 电流 , 接 通 至 一 单位 强度 ,过 了 一 会 儿 之 后 ,又 增 
强 至 三 个 单位 ,再 过 些 时 间 便 完全 给 截断 . 对 于 这 人 么 
一 种 电流 , 场 又 将 如 何 呢 ?我 们 能 够 按照 同样 的 办 法 
来 求 出 解答 一 一 把 三 个 分 开 着 的 问题 的 解 都 相 加 起 
来 . 首先 , 求 一 个 单位 强度 的 阶梯 式 电流 的 场 (这 问题 
我 们 已 经 解 过 ). 其 次 ,再 求 两 个 单位 的 阶梯 式 电流 的 
场 . 最 后 , 才 解 出 负 三 个 单位 的 阶梯 式 电流 的 场 . 当 把 
这 三 个 解 相 加 起 来 时 ,我 们 将 得 到 一 个 电流 , 它 从 
i 二 0 起 至 某 个 往 后 时 刻 一 一 比如 说 所 一 一 有 单位 强 
度 , 然 后 又 有 三 个 单位 强度 ,并 一 直 持续 到 一 个 更 后 
时 刻 tz ,之 后 才 将 其 完全 弄 断 一 一 也 就 是 变 成 零 , 作 
为 时 间 函 数 的 电流 曲线 如 图 20-3(a) 所 示 . 当 我 们 将 
电场 的 那 三 个 解 相 加 起 来 时 , 便 求 得 在 某 个 给 定时 刻 
:电场 随 z 的 变化 如 图 20-3(b) 所 示 . 场 是 电流 的 确 
定 表象 . 场 在 空间 中 的 分 布 就 是 电流 随时 间 变 化 的 一 
条 漂亮 曲线 ,只 不 过 要 倒转 过 来 画 才 对 . 随 着 时 间 流 
逝 整 个 图 形 会 以 速率 “ 向 外 运动 ,因而 就 有 一 小 截 场 


朝 正 z 方向 传播 ,这 里 含有 全 部 电流 变化 历史 的 完整 而 详尽 的 记录 . 要 是 站 立 在 若干 英里 
以 外 ,我 们 能 够 从 电场 和 磁场 的 变化 情况 中 准确 地 说 出 在 源 处 电流 曾经 是 怎样 变化 的 . 


(a) 


c(t-1,) c(i1-1,) ct 
(b) 


图 20-3 如 果 电 流 源 强 度 随时 间 的 变化 如 图 (a) 所 示 , 则 在 箭头 所 指 的 : 
时 刻 电 场 作为 z 函数 就 如 图 (b) 所 示 


你 也 将 注意 到 ,在 源 处 的 所 有 活动 都 已 完全 停止 后 很 久 , 一 切 电荷 和 电流 都 变 为 零 ,而 
那 一 小 块 场 仍 将 继续 通过 空间 传播 . 我 们 有 了 不 依赖 于 任何 电荷 或 电流 而 存在 的 一 种 电场 
和 磁场 分 布 . 这 就 是 来 自 完整 麦克 斯 韦 方程 组 的 新 效应 . 如 果 我 们 愿意 , 尽 可 以 对 刚才 所 做 
的 分 析 给 出 一 个 完全 数学 形式 的 表示 , 即 把 在 某 一 给 定 地 点 和 给 定时 刻 的 电场 写成 与 在 源 
处 的 电流 成 正比 ,只 不 过 不 是 在 同一 时 刻 、 而 是 在 较 旱 时刻 :一 ze 的 电流 .我 们 可 以 写成 


E, 


_J(t 一 ZLc) 


Zeoc 


(20. 3) 


信 不 信 由 你 , 早 在 第 1 卷 当 与 折射 率 理论 打交道 时 ,我 们 就 已 经 从 另外 的 观点 导出 过 这 
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种 相同 的 公式 . 当 一 片 具有 偶 极 子 系统 的 .电介质 材料 中 的 一 薄 层 电 偶 极 子 , 当 受到 照射 进 
来 的 电磁 波 的 电场 驱动 而 发 生 振动 时 就 产生 电场 . 那 时 我 们 的 问题 是 要 算出 原来 的 波 与 由 
振动 偶 极 子 辐 射 的 波 的 合成 场 . 在 还 没有 ( 提 到 ) 麦 克 斯 韦 方程 组 时 怎么 能 够 算出 由 运动 电 
荷 产 生 的 场 呢 ? 当时 我 们 曾 ( 不 做 任何 推导 ) 把 加 速 点 电荷 在 远 处 所 产生 的 辐射 场 的 一 个 公 
式 作 为 我 们 的 出 发 点 . 如 果 你 查阅 一 下 第 1 卷 第 31 章 ,你 就 会 看 到 ,那里 的 式 (31. 17) 同 我 
们 刚才 写 的 式 (20. 3) 完 全 一 样 . 尽管 我 们 以 前 的 推导 只 有 在 距离 源 很 远 处 才 正 确 ,但 现在 明 
白 , 即 使 在 靠近 源 处 相同 的 结果 仍然 是 正确 的 . 
现在 ,我 们 要 一 般 地 考察 在 离 源 也 即 离 电流 和 电荷 很 远 的 真空 空间 中 电场 和 磁场 的 行 
为 . 在 十 分 靠近 源 处 一 一 近 至 足以 使 源 在 传播 的 延迟 时 间 内 还 来 不 及 做 出 大 的 变化 一 一 场 
与 我 们 过 去 在 所 谓 静电 和 静 磁 的 情况 下 所 求 得 的 场 几 乎 完全 相同 . 然而 ,如 果 我 们 已 离开 足 
够 远 的 距离 以 致 延迟 变 得 十 分 重要 , 则 场 的 性 质 就 可 能 与 我 们 找到 的 那些 解 完全 不 同 . 在 某 
种 意义 上 ,当场 远离 所 有 的 源 时 , 它 便 开始 具有 它们 本 身 的 特性 . 因此 ,我 们 便 可 以 开始 讨论 
在 既 没 有 电流 也 没有 电荷 的 区 域 里 场 的 行为 了 . 
假设 我 们 询问 :在 p 和 j 两 者 都 是 零 的 区 域 里 哪 一 种 场 可 能 存在 呢 ? 在 第 18 章 中 我 们 
曾 看 到 麦克 斯 韦 方程 组 的 物理 内 涵 也 可 以 利用 标 势 和 矢 势 的 一 组 微分 方程 来 表示 ; 
19%$__ 
v i pi (20. 4) 
VW (20. 5) 
cc” at tk0C 
如 果 po 和 j 都 是 零 , 则 这 些 方程 具有 较 简单 的 形式 : 
i ， (20.6) 
VA 一 点 5 双 = 0 (20.7) 


这 样 , 在 自由 空间 里 , 标 势 上 和 矢 势 4 的 每 个 分 量 就 都 满足 相同 的 数学 方程 . 假如 令 y 代表 
%,，A-，A,,， A. 四 个 量 中 的 任 一 个 , 则 我 们 需要 研究 下 列 方程 的 通 解 : 
1 93% 
vy- (20. 8) 

这 个 方程 称 为 三 维 的 波动 方程 一 所 谓 三 维 ,是 因为 函数 y 通常 可 能 依赖 于 x，y 和 z, 因 
而 我 们 必须 关心 所 有 三 个 坐标 的 变化 . 如 果 将 拉 普 拉 斯 算 符 的 三 项 都 明显 写 出 , 则 上 式 就 清 
楚 地 变 成 : 

92 2 a? 1 9? 

tt (20. 9) 
在 自由 空间 中 电场 E 和 磁场 B 也 都 满足 波动 方程 . 例如 ,由 于 B = VxXA4, 所 以 我 们 可 通过 
取 式 (20.7) 的 旋 度 而 得 到 一 个 关于 B 的 微分 方程 . 由 于 拉 普 拉 斯 算 符 是 一 标量 算 符 ,因而 
它 与 旋 度 算 符 可 以 互相 交换 次 序 : 


VX(VA)=V (VxXA)= VB. 
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同 理 , 旋 度 算 符 与 2/at 的 次 序 也 可 以 互 换 : 


134_ 123 _ 12B 
be 7 门人 让 
利用 这 些 结果 , 便 可 获得 下 列 B 的 微分 方程 : 
VB 一 点 3 = 0 (20. 10) 


因此 ,磁场 B 的 每 一 分 量 就 都 满足 三 维 波动 方程 . 同样 , 若 利用 EE= 一 V$ 一 dA/dt 这 个 事实 ， 
则 由 此 得 出 在 自由 空间 中 的 电场 EE 也 满足 该 三 维 波动 方程 : 


VE- 证 2 和 =. (20. 11) 


一 切 电磁 场 都 满足 相同 的 波动 方程 (20. 8). 也 许 我 们 还 会 问 :这 个 方程 最 一 般 的 解 到 底 
是 什么 ?然而 ,与 其 马上 去 处 理 这 个 困难 问题 , 倒 不 如 先 来 看 看 对 于 不 随 y 和 z 变化 的 那些 
解 一 般 能 够 说 些 什么 (常常 要 先 解决 容易 的 情况 以 便 能 看 清 将 会 发 生 的 事情 ,然后 你 才能 处 
理 那 些 较 复杂 的 情况 ). 让 我 们 假定 那些 场 的 大 小 只 取决 于 x 一 一 场 不 随 y 和 = 变化 . 当然 ， 
我 们 又 在 考虑 平面 波 了 . 应 该 期 待 得 到 与 前 一 节 中 多 少 有 点 相似 的 结果 . 事实 上 ,我们 将 精 
确 地 求 得 相同 的 答案 . 你 可 能 会 问 : 为 什么 还 要 全 部 重 做 一 遍 呢 ?" 再 做 一 遍 很 重要 . 第 一 ， 
因为 我 们 过 去 从 未 证 明 已 找到 的 波 就 是 关于 平面 波 最 普遍 的 解 ;其 次 , 则 因为 我 们 当时 仅 从 
一 个 非常 特殊 类 型 的 电流 源 找到 了 那些 场 . 现在 我 们 很 想 问 :存在 于 自由 空间 中 最 普遍 类 型 
的 一 维 波 到 底 是 什么 ? 我 们 不 能 通过 观看 这 个 或 那个 特殊 源 所 发 生 的 事情 而 做 到 这 一 点 ， 
而 必须 以 更 大 的 普遍 性 来 处 理 这 个 问题 . 而 且 这 次 将 要 处 理 微分 方程 而 不 是 处 理 一 些 积分 
形式 . 尽管 将 得 到 相同 的 结果 ,但 仍 不 失 为 一 种 反复 练习 的 途径 ,借以 证 明 无 论 你 采取 什么 
方法 都 不 会 产生 任何 差别 . 你 应 该 懂得 如 何 去 用 多 种 方法 来 做 事情 ,因为 当 碰 到 一 个 困难 问 
题 时 ,你 往往 会 发 现在 各 种 方法 中 只 有 一 种 是 易于 处 理 的 . 

我 们 或 许 有 可 能 直接 考虑 解 某 个 电磁 量 的 波动 方程 . 但 相反 ,我 们 要 一 开始 就 从 自由 空 
间 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 出 发 ,以 便 使 你 能 够 看 到 它们 与 电磁 波 之 间 的 密切 关系 . 因此 ,我 们 
就 从 式 (20. 1) 中 的 方程 组 开始 , 令 电荷 和 电流 都 等 于 零 . 它们 变 成 


V.:E=0 


(20. 12) 


三 上 且 三 一 
本 
马 
l! 


把 第 一 个 方程 用 分 量 写 出 : 


az By 了 一 0. (20. 13) 


我 们 假定 场 随 y 和 zx 变化 ,因而 最 后 两 项 都 为 零 .于 是 ,这 个 方程 告诉 我 们 : 
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一 == 0. (20. 14) 


它 的 解 E; 是 在 z 方向 的 电场 分 量 , 它 在 空间 里 是 一 个 恒 量 . 如 果 你 考察 (20. 12) 中 的 人 式 ， 
同时 假定 B 在 y 与 z 方向 没有 变化 ,那么 你 就 能 够 看 出 E, 在 时 间 上 也 是 不 变 的 . 像 这 样 的 
场 ,或 许 有 可 能 来 自 远 处 某 个 充电 电容 器 极 板 的 恒定 直流 场 . 此 刻 ,我 们 对 于 这 种 枯燥 乏味 
的 静电 场 不 感 兴 趣 , 目 前 感 兴趣 的 只 是 一 些 动态 变化 的 场 . 对 于 动态 场 来 说 , E, = 0 . 

于 是 我 们 就 有 一 个 重要 结果 ,对 于 沿 任何 方向 传播 的 平面 波 ,电场 必须 垂直 于 传播 方 
向 . 当然 , 它 仍然 能 够 随 坐 标 zx 以 复杂 的 形式 变化 . 

这 横向 的 E 场 总 可 以 分 解 成 两 个 分 量 ,例如 yy 分 量 和 zz 分量 . 所 以 让 我 们 先 算出 电场 
仅 有 一 横 分 量 的 情况 .我 们 将 先 考 虑 一 个 始终 在 > 方向 而 不 具有 z 分 量 的 电场 . 显然 , 若 已 
解 出 了 这 个 问题 ,也 就 能 解 出 电场 总 是 在 z 方向 的 那 种 情况 . 通 解 始终 可 以 表达 成 这 样 两 种 
场 的 簿 加. 

现在 ,我 们 的 方程 组 已 变 得 多 么 容易 . 电场 的 唯一 不 等 于 零 的 分 量 为 E, ,而 所 有 的 微 
商 一 一 除了 对 于 z 的 微 商 以 外 一 一 都 等 于 零 . 这 样 ,其 余 的 麦克 斯 韦 方程 就 变 得 很 简单 了 . 

其 次 ,让 我 们 来 看 看 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 第 二 个 方程 [ 式 (20. 12) 中 的 卫 ]. 将 EE 旋 度 的 
各 分 量 写 出 ,得 


(Vx E), = 0， 
y dz 
(VXE), = SE 2E 0, 


aE, 9aE, 9aE 
(VXE). Wk 7 ay 于 

VX 巨 的 z 分 量 为 零 , 因 为 对 > 和 对 * 的 微 商都 是 零 . 它 的 y 分 量 也 是 零 ; 其 中 第 一 项 为 零 

是 因为 E, 对 z 的 微 商 为 零 ,而 第 二 项 为 零 是 由 于 E, 为 零 .EE 旋 度 唯一 不 等 于 零 的 分 量 为 z 

分 量 , 它 等 于 9E,/3x. 令 VXE 的 三 个 分 量 对 应 一 98/3t 的 分 量 , 我 们 可 以 得 到 下 列 结论 : 


一 0， 一 二 0. (20. 15) 
a (20. 16) 


由 于 磁场 的 zx 分 量 和 y 分 量 两 者 对 时 间 的 微 商 都 为 零 ,所 以 这 两 分 量 正好 是 恒定 场 并且 与 
我 们 以 前 找到 的 静 磁 解 相对 应 . 可 能 某 人 曾 将 某 个 永久 磁铁 遗留 在 靠近 波 传播 的 地 方 . 我 们 
忽略 这 些 恒 定 场 , 并 设 B. 和 B, 等 于 零 . 

顺便 提 一 下 ,我 们 可 能 已 经 得 出 结论 :由 于 别 的 原因 B 的 z 分 量 应 为 零 . 由 于 B 的 散 度 
为 零 ( 由 第 三 个 麦克 斯 韦 方程 得 知 ) ,运用 与 我 们 上 面 关 于 电场 所 用 的 相同 论证 ,就 会 得 出 结 
论 , 磁 场 的 纵向 分 量 不 可 能 随 z 变化 . 既然 我 们 忽略 波动 解 中 的 这 种 匀 强 场 ,因此 就 应 该 令 
B: 等 于 零 . 在 平面 电磁 波 中 ,B 场 以 及 E 场 都 一 定 与 传播 方向 垂直 . 

式 (20. 16) 给 我 们 提供 一 个 附加 定理 :如 果 电 场 只 有 y 分 量 , 则 磁场 将 只 有 z 分 量 ,所 以 
E 和 B 互相 垂直 . 这 正好 是 我 们 曾经 考虑 过 的 特殊 波 中 所 出 现 的 情况 . 

现在 准备 利用 关于 自由 空间 中 的 最 后 一 个 麦克 斯 韦 方程 [ 式 (20. 12) 中 的 ]. 写 出 分 
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量 后 ,得 
_ 3B。 29B, _ 3E。 
(VXB),=c ay 3 Ey 
aAVXB), = (20. 17) 
2 = caB,_ :3B- -3FE。 
(VXB).=c 5 二 有 Ey 


在 关于 B 分 量 的 六 个 微 商 中 ,只 有 3B./3z 一 项 不 等 于 零 . 因此 ,这 三 个 方程 仅 给 了 我 们 
一 个 方程 
09B: - 9E, 
9 并 at 
上 述 一 切 工作 的 结果 表明 ,电场 与 磁场 都 仅 有 一 个 不 等 于 零 的 分 量 , 而 这 些 分 量 应 该 满足 
式 (20. 16) 和 (20. 18). 如 果 前 一 式 对 z 取 微 商 而 后 一 式 对 t 取 微 商 , 则 这 两 个 方程 可 以 结合 成 
一 个 ,这 时 两 方程 的 左边 (除了 因数 c 之 外 ) 将 相同 . 因此 我 们 发 现 ,E, 满足 下 列 方程 


(20. 18) 


aFE oFE 
一点 =0. (20. 19) 


在 过 去 学 习 声 音 的 传播 时 ,我 们 就 已 经 见 过 相同 的 微分 方程 . 它 是 关于 一 维 波 的 波动 方程 . 
你 应 该 注意 到 ,在 我 们 的 推导 过 程 中 已 经 发 现 的 某 些 东 西 比 包含 在 式 (20. 11) 中 的 
要 多 . 麦克 斯 韦 方程 组 已 给 了 我 们 进一步 的 知识 , 即 电磁 波 只 具有 垂直 于 其 传播 方向 的 
场 分 量 . 
让 我 们 复习 一 下 已 知 的 关于 一 维 波动 方程 的 解 . 如 果 有 任何 量 yy 满足 一 维 波动 方程 


Ca Pi 
mh 一 多 (20. 20) 
则 一 个 可 能 的 解 是 如 下 形式 的 函数 y(z, z): 
px, t) = f(z—cet). (20. 21) 


也 就 是 说 ,是 单独 变量 (z 一 性) 的 某 种 函数 . 函数 f(z 一 4) 代表 一 个 在 z 轴 上 的 “刚性 "图 
形 朝 着 正 xz 方向 以 速率 < 在 传播 ( 见 图 20-4). 例如 ， 
若 函 数 了 当 它 的 自 变量 为 零 时 有 一 个 极 大 值 , 则 在 
it 二 0 时 该 极 大 值 会 出 现在 x = 0 处 . 此 后 在 某 一 时 
刻 , 比 方 说 当 t = 10 时 ,y 将 在 x = 10c 处 有 它 的 极 大 
值 . 随 着 时 间 的 推移 ,这 极 大 值 以 速率 c 朝 着 正 z 方 
向 行进 . 


图 20-4 函数 f(z 一 4) 代表 一 个 裔 正 居于 
方向 以 速率 。 行进 的 不 变 “形状 " 有 时 这 样 说 会 更 方便 , 即 一 维 波 动 方程 的 一 个 解 
是 (上 一 zc) 的 一 个 函数 . 然而 ,这 里 谈 的 是 同一 件 事 

情 , 因 为 (1 一 xz/c) 的 任何 函数 也 是 (zx 一) 的 函数 : 


Fi(s we) = r= < | f(z—a). 


C 
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让 我 们 来 证 明 f(z 一 a) 的 确 是 波动 方程 的 一 个 解 . 由 于 它 是 只 有 一 个 变量 一 一 即 自 变 
景 (x 一) 一 一 的 函数 ,因此 我 们 将 令 六 表示 了 对 它 的 变量 的 微 商 , 而 六 表示 的 二 次 微 
商 . 求 式 (20.21) 对 z 的 微 商 ,得 


2 = f(x—a), 
由 于 (x 一 0) 对 的 微 商 为 1, 所 以 y 对 zc 的 二 次 微 商 显然 等 于 
2 = f(r—a). (20. 22) 


取 y 对 于 + 的 微 商 ,得 : 
= f(x—a) (oe), 


P=+ef"(z—a). (20. 23) 


我 们 看 到 ,f 确实 满足 一 维 波动 方程 . 

你 可 能 感到 谋 异 :“ 如 果 我 有 那个 波动 方程 式 ,又 怎么 会 知道 应 取 f(x 一 a) 作为 它 的 解 
呢 ? 我 就 不 喜欢 这 种 逆向 的 办 法 . 是 否 有 某 种 正 向 的 办 法 来 找 出 解答 呢 ?" 吃 ,一 个 好 的 正 向 
的 办 法 就 是 要 了 解 那个 解答 . 有 可 能 “设计 "出 一 个 表面 上 看 来 是 正 向 的 数学 论证 ,特别 是 因 
为 我 们 已 知道 解答 大 致 应 该 如 何 , 但 对 于 一 个 这 么 简单 的 方程 来 说 就 不 必 按 部 就 班 了 . 不 久 
你 将 会 达到 这 样 的 程度 , 当 看 到 式 (20. 20) 时 ,就 几乎 同时 看 出 % = f(z 一 a) 是 一 个 解 (就 
像 现在 当 你 看 到 x?dz 的 积分 时 ,你 马上 就 知道 答案 是 z*/3). 

实际 上 ,你 也 应 该 看 出 稍微 多 一 点 的 东西 . 不 仅 任何 (z 一 oa) 的 函数 是 一 个 解 ,而 且 任 
何 (z 十 c) 的 函数 也 是 一 个 解 . 既然 波动 方程 中 仅 含 有 c? ,所 以 改变 c 的 符号 就 不 会 引起 任 
何 差别 . 事实 上 ,一 维 波动 方程 最 普遍 的 解 乃 是 两 个 任意 函数 之 和 ,其 中 一 个 是 (zx 一 a) 的 
函数 而 另 一 个 则 是 (z 十) 的 函数 : 


y= f(z—4)+g(z+a) (20. 24) 


第 一 项 代表 一 个 沿 正 z 向 传播 的 波 ,而 第 二 项 则 是 沿 负 z 向 传播 的 任意 波 . 通 解 就 是 同时 
存在 的 两 个 这 样 的 波 的 得 加 . 


我 们 将 把 下 面 一 个 有 趣 的 问题 留 给 你 去 思考 . 考虑 如 下 形式 的 一 个 函数 y: 
p= cos kr cos Act. 


这 个 式 子 并 不 取 (x 一 4) 或 (z 十 ot) 的 函数 形式 ,但 你 可 以 通过 将 其 直接 代入 式 (20. 20) 中 
而 轻易 地 证 明 这 函数 就 是 波动 方程 的 一 个 解 . 那么 ,我 们 怎么 能 够 说 通 解 具 有 式 (20. 24) 那 
样 的 形式 呢 ? 


将 我 们 关于 波动 方程 解 的 那些 结论 应 用 到 电场 的 y 分 量 E, 上 去 ,就 可 以 断言 ,E, 能 够 
按 任何 一 种 方式 随 = 变化. 然而 ,确实 存在 的 场 总 可 以 认为 是 两 个 图 形 之 和 . 一 个 波 是 在 一 
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个 方向 上 以 速率 通过 空间 飞 驶 , 带 有 一 个 垂直 于 电场 的 相伴 磁场 ; 另 一 个 波 则 是 在 相反 方 
向 上 以 同一 速率 传播 , 像 这 样 的 波 相 当 于 我 们 所 已 熟悉 的 各 种 电磁 波 一 一 光 无 线 电波 , 红 
外 辐射 .紫外 辐射 、X 射线 等 等 . 我们 曾 在 第 1 卷 中 详细 讨论 过 光 的 辐射 . 由 于 在 那里 学 过 
的 每 件 事情 都 适用 于 任何 电磁 波 , 所 以 我 们 不 需 在 这 里 详尽 讨论 这 些 波 的 行为 了 . 
也 许 应 当 对 电磁 波 的 偏振 问题 进一步 做 几 点 评论 . 在 上 述 的 解 中 ,我 们 曾 选 择 考虑 其 中 
场 只 有 一 个 > 分 量 的 那 种 特殊 情况 . 显然 还 有 另 一 个 解 , 其 中 电场 只 有 一 个 z 分 量 , 但 也 
是 朝 着 正 的 或 负 的 zx 方向 传播 的 波 . 由 于 麦克 斯 韦 方 程 组 是 线性 的 ,所 以 对 于 沿 z 方向 传 
播 的 一 维 波 的 通 解 就 是 EE, 波 和 EE, 波 之 和 . 这 个 通 解 可 以 综合 在 下 列 方程 中 : 
E= (0,E,, E.) 
E,=/f(r—a)+g(r+i+a) 
E. =F(x—d)+G(zr+i+a) 


B=(0, B,, B.) (20. 25) 
cB.=f(z—4)— g(r+d) 
cB,=—F(r—ad)+G(r+a). 


这 样 的 电磁 波 具 有 一 个 E 矢量, 其 方向 并 非 圈定 而 是 在 yz 平面 上 按 某 种 任意 方式 旋转 . 在 
每 一 点 磁场 总 是 垂直 于 电场 ,也 垂直 于 传播 方向 . 

如 果 只 有 在 一 个 方向 ,比如 在 正 x 方向 上 传播 的 波 , 就 存在 一 个 简单 法 则 , 它 告诉 我 们 
关于 电场 和 磁场 的 相对 取向 . 这 法 则 是 :又 积 EX 8 一 一 当然 , 那 是 一 个 既 垂 直 于 E 又 垂直 
j , 则 这 个 螺旋 指向 
波 的 速度 方向 ( 往 后 我 们 将 看 到 ,矢量 EX B 具有 一 个 特殊 的 物理 意义 : 它 是 描述 电磁 场 中 
能 量 流 动 的 一 个 矢量 )， 


$20-2 三 维 波 


现在 要 转 到 三 维 波 的 课题 上 来 .我 们 已 经 看 到 ,矢量 E 满足 波动 方程 . 通过 由 麦克 斯 韦 
方程 组 所 做 的 直接 论证 不 难得 出 这 同样 的 结论 . 假设 我 们 是 从 方程 


Vx = 一 洒 


出 发 ,并 取 两 边 的 旋 度 
VXx(VXE) = 一 艺 (YX B). (20. 26) 
你 将 记得 ,任何 矢量 旋 度 的 旋 度 都 可 以 写成 两 项 之 和 ,其 中 一 项 含有 散 度 而 另 一 项 含有 拉 普 


拉 斯 算 符 , 即 

VX (VXE)= VV.:. E)—VE. 
然而 ,在 自由 空间 里 ,E 的 散 度 等 于 零 . 因而 只 有 拉 普 拉 斯 算 符 那 一 项 才 保 留 着 . 并 且 , 根 据 自 
由 空间 中 第 KW 个 麦克 斯 韦 方程 [ 式 (20.12)], c: VX 8B 的 时 间 微 商 即 是 忆 对 4 的 二 次 微 商 : 


六 (VXB) = SE 
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于 是 式 (20. 26) 就 成 为 
ViE= 尘 FE, 


上 式 是 三 维 波动 方程 . 若 要 反映 出 它 的 全 部 光辉 ,这 一 方程 当然 就 是 
2 2 了 2 了 2 
人 (20.27) 

我 们 将 如 何 找 出 波动 方程 的 通 解 呢 ? 答案 是 所 有 三 维 波 动 方程 的 解 都 可 以 表示 为 我 们 
已 找到 的 一 维 解 的 全 加 ,通过 假定 场 并 不 依赖 于 y 和 zz, 我 们 已 获得 在 方向 上 运动 的 波 的 
表示 式 . 显然 ,还 存在 别 的 解 , 其 中 场 并 不 依赖 于 x 和 z, 它 表示 波 在 y 方向 上 行进 . 然后 还 
有 与 x 和 y 都 无 关 的 解 , 它 代表 沿 = 方向 传播 的 波 . 或 者 一 般 说 来 ,由 于 我 们 已 将 方程 写成 
了 矢量 形式 ,所 以 三 维 波动 方程 可 以 有 朝 任何 一 个 方向 运动 着 的 平面 波 之 解 . 再 则 ,由 于 那 
些 方程 都 是 线性 的 ,因而 可 以 同时 具有 任意 多 的 、 沿 各 种 不 同方 向 传播 的 平面 波 . 这 样 ,三 维 
波动 方程 的 最 一 般 解 就 是 在 各 种 不 同方 向 运动 的 所 有 各 种 平面 波 的 得 加 . 

试想 象 此 刻 存在 于 这 个 课堂 空间 中 的 电场 和 磁场 像 什么 样子 . 首先 ,有 一 个 恒定 磁 
场 , 它 来 自 地 球 内 部 的 电流 一 一 也 就 是 地 球 的 恒定 磁场 . 然后 ,还 有 一 些 不 规则 的 、 几 乎 
是 静态 的 电场 ,这 或 许 是 由 于 各 人 在 其 椅子 上 移动 并 以 其 大 衣 袖 口 擦 过 椅 各 时 由 于 摩擦 
引起 的 电荷 所 产生 的 . 然后 也 存在 由 电线 里 的 振动 电流 所 产生 的 其 他 磁场 一 一 以 60 Hz 
的 频率 变化 着 、 并 且 与 水 坝 的 发 电机 同步 的 场 . 但 更 为 有 趣 的 是 那些 以 高 得 多 的 频率 变 
化 着 的 电场 和 磁场 . 例如 , 当 光 从 窗口 至 地 板 、 从 这 面壁 至 那 面 壁 传 播 时 ,就 会 有 电场 和 磁 
场 的 微小 摆动 以 186 000 mile s“ 的 速率 跟着 运动 . 然后 也 有 从 各 个 温暖 的 前 额 跑 向 较 冷 的 
黑板 上 的 红外 线 . 而 我 们 已 经 把 那些 紫外 光 、X 射线 以 及 通过 这 个 房间 传播 的 各 种 无 线 电 
波 都 忘记 了 . 

飞 过 这 个 房间 里 的 还 包括 载 有 狠 士 乐队 音乐 的 那些 电磁 波 ,也 有 由 那些 代表 着 世界 上 
其 他 各 地 方 发 生 的 事故 的 图 像 或 代表 着 那 种 想象 的 退 热 药 阿司匹林 溶解 在 想象 的 肚子 里 
的 图 像 的 一 系列 脉冲 所 调制 了 的 那些 波 . 要 演示 这 些 波 的 真实 性 ,只 需 打 开 那 种 能 把 这 些 波 
转变 成 图 像 和 声音 的 电子 设备 就 行 了 . 

如 果 我 们 更 加 详细 地 分 析 到 那些 甚至 是 最 微小 的 摆动 , 便 会 发 现 从 遥远 距离 进入 这 房 
间 里 的 细小 电磁 波 . 此 刻 就 有 这 一 种 电场 的 微小 振动 ,其 波峰 相距 一 英尺 , 那 是 来 自 几 兆 英 
里 以 外 、 由 水 手 二 号 空间 飞船 刚刚 经 过 金星 时 所 传送 到 地 球 表面 上 来 的 . 它 的 信号 载 着 它 从 
那个 行星 所 收集 到 的 信息 概要 (信息 由 该 行星 传播 至 空间 飞船 上 的 电磁 波 所 提供 ). 

此 外 还 有 电场 和 磁场 的 十 分 微小 摆动 , 那 是 发 源 于 几 十 亿 光 年 以 外 一 从 宇宙 间 最 遥 
远 角落 里 的 星系 送 来 的 波 . 这 件 事情 的 真实 性 已 由 “用 装 满 导 线 的 房间 "一 一 即 由 建立 像 这 
房间 那么 大 的 天 线 组 一 一 证 明了 . 这 种 从 最 大 光学 望远镜 观测 范围 以 外 空间 中 一 些 地 方 来 
的 无 线 电 波 被 探测 到 了 . 甚至 那些 光学 望远镜 也 不 过 是 电磁 波 的 收集 器 而 已 . 所 谓 星星 ,只 
是 一 些 推 断 , 即 从 它们 那里 所 已 经 获得 的 唯一 物理 实质 所 做 出 的 推断 一 一 对 到 达 地 面 上 我 
们 这 里 的 电场 和 磁场 的 无 比 复杂 的 波动 做 了 仔细 研究 而 得 出 的 结果 . 

当然 ,还 有 更 多 的 电磁 场 :从 若干 英里 外 的 闪电 所 产生 的 场 ,那些 带电 的 宇宙 射线 粒子 
当 其 咕 咕 地 通过 我 们 的 房间 里 时 的 场 ,此 外 还 有 更 多 更 多 . 围绕 着 你 四 周 的 空间 电场 竟 会 如 
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此 复杂 ! 但 它 却 始终 满足 三 维 波动 方程 式 . 
$20-3 科学 的 想象 


我 曾 要 求 你 们 对 这 些 电 场 和 磁场 进行 想象 . 到 底 应 该 做 些 什么 呢 ? 你 们 是 否 懂得 了 怎 
样 去 做 ? 我 如 何 设 想 电 场 和 磁场 呢 ? 我 实际 看 到 的 到 底 是 些 什么 ?对 科学 想象 应 有 哪些 要 
求 ? 它 与 试 着 想象 这 房间 里 充满 着 一 些 看 不 见 的 天 使 究竟 有 何 区 别 ? 不 ,这 并 不 像 对 那些 
看 不 到 的 天 使 的 想象 . 要 理解 电磁 场 , 比 理解 那些 看 不 见 的 天 使 ,还 要 有 高 级 得 多 的 想象 力 . 
为 什么 ? 因为 要 使 那些 看 不 到 的 天 使 们 可 以 理解 ,我 所 必须 做 的 只 是 把 他 们 的 性 质 稍微 改 
变 一 点 点 一 一 即使 得 他 们 稍微 看 得 见 , 这 样 我 就 能 见 到 他 们 的 翅膀 、 驱 体 和 光环 的 形 像 . 一 
旦 我 已 成 功 地 想象 出 一 个 见得 到 的 天 使 ,那么 所 必须 做 的 抽象 化 一 一 即 接纳 一 些 几乎 看 不 
见 的 天 使 而 把 他 们 想象 成 完全 是 看 不 见 的 一 一 就 相对 地 容易 了 . 所 以 你 会 说 :“ 教 授 先 生 , 请 
给 我 一 个 关于 电磁 波 的 近似 描述 吧 ,哪怕 它 还 可 能 有 点 不 准确 ,以 便 使 我 也 能 像 看 到 那些 几 
乎 看 不 到 的 天 使 们 那样 看 到 它们 . 然后 我 才 将 该 图 像 做 必要 的 抽象 化 的 修改 . 

对 不 起 ,我 不 能 为 你 做 这 件 事 . 我 不 知道 怎么 办 . 我 并 没有 关于 这 电磁 场 在 任何 意义 上 
准确 的 图 像 . 我 知道 电磁 场 已 有 很 长 时 间 了 一 一 25 年 前 我 所 处 的 地 位 与 你 们 现在 所 处 的 地 
位 正好 相同 ,而 我 已 经 有 了 这 25 年 来 琢磨 这 些 摆动 着 的 波 的 经 验 . 当 我 开始 描述 磁场 通过 
空间 运动 时 ,我 痰 及 E 场 和 B 场 并 摇摆 我 的 两 只 手臂 ,而 你 可 能 想象 我 已 能 够 看 到 它们 了 . 
我 将 告诉 你 我 看 到 了 什么 . 我 看 到 了 某 种 模糊 的 阴影 ,摇摆 着 的 线 一 一 英明 其 妙 在 这 里 或 那 
里 的 线 上 写 着 EE 或 B, 而 也 许 有 些 线 还 带 着 箭头 一 一 当 我 对 其 考察 得 太 细致 时 ,这 里 或 那 
里 的 一 个 箭头 竟 会 消失 不 见 . 当 我 谈 及 嗅 地 通过 空间 的 那些 场 时 ,在 用 来 描述 对 象 的 符号 与 
对 象 本 身 之 间 存 在 一 种 可 怕 的 混乱 . 即使 接近 像 真 实 波 的 图 像 我 也 确实 不 能 做 出 . 因此 如 果 
你 对 于 做 出 这 样 一 种 图 像 感到 困难 的 话 , 你 就 不 必 担 心 你 的 困难 是 异乎 寻常 的 了 . 

我 们 的 科学 对 想象 竟 会 提出 这 人 么 可 怕 的 要 求 . 所 需 的 想象 程度 比 起 对 一 些 古 老 概念 所 
要 求 的 要 极端 得 多 . 现代 概念 远 更 难于 想象 . 尽管 如 此 ,我 们 还 是 用 了 一 大 堆 工 具 . 使 用 数学 
方程 式 和 法 则 ,并 构造 许多 种 图 像 . 我 现在 所 认识 的 是 : 当 我 谈 及 在 空间 中 的 电磁 场 时 ,我 所 
看 到 的 乃 是 所 有 那些 我 兽 见 过 的 关于 它们 的 图 形 的 某 种 番 加 ,并 未 看 到 在 周围 奔跑 着 的 那 
些小 束 场 线 , 因 为 我 担心 如 果 我 以 另 一 速率 走 过 则 那些 线束 将 会 消失 不 见 . 甚至 我 并 非 自 始 
至 终 都 在 注视 着 那些 电场 和 磁场 ,因为 我 有 时 还 想到 应 当 有 一 幅 用 矢 势 和 标 势 来 表示 的 图 
像 , 原 因 是 ,它们 也 许 是 正在 扬 动 着 的 更 具有 物理 意义 的 东西 . 

你 会 说 ,也 许 唯一 的 希望 就 是 采取 数学 图 像 . 那么 数学 图 像 又 是 怎么 回 事 呢 ?从 数学 的 
观点 看 ,空间 中 每 一 点 有 一 个 电场 矢量 和 一 个 磁场 矢量 , 即 共 有 六 个 数目 与 每 一 点 相 联系 . 
你 能 否 想象 出 与 空间 中 每 一 点 联系 着 的 竞 有 六 个 数目 之 多 ? 那 太 难 了 . 哪怕 只 有 二 个 数目 
与 每 点 联系 ,你 能 够 想象 得 出 来 吗 ? 我 就 不 能 ! 我 只 能 想象 在 空间 中 每 一 点 像 温 度 那样 的 
东西 , 那 似乎 还 是 可 以 理解 的 . 若 这 里 存在 冷 和 热 , 则 这 里 的 温度 就 逐 点 变化 . 但 老实 说 ,我 
并 不 理解 在 每 一 点 上 就 有 一 个 数值 的 那 种 概念 . 

因此 ,也 许 应 该 这 样 来 提出 问题 :我 们 能 否 用 更 像 温度 的 某 种 东西 来 表示 电场 呢 ? 比方 
说 , 像 一 块 胶 质 的 位 移 . 假设 我 们 这 样 开始 , 即 通过 想象 世界 充满 着 一 种 稀疏 胶 质 而 场 代表 
胶 质 中 的 某 种 畸变 一 一 比如 说 伸 长 和 扭曲 ,那么 我 们 就 能 够 使 场 看 得 见 . 在 已 经 “看 到 "了 它 
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像 个 什么 样子 之 后 ,我 们 就 该 能 将 胶 质 抽象 化 掉 . 这 就 是 许多 年 来 人 们 所 企图 做 到 的 . 麦克 
斯 韦 、 安 培 ,法拉第 以 及 其 他 一 些 人 都 曾经 尝试 过 按 这 一 途径 去 理解 电磁 学 (有 时 他 们 叫 这 
抽象 化 了 的 胶体 为 "以太 ”). 但 事实 证 明 , 按 那 种 方式 去 想象 电磁 场 的 尝试 实际 上 是 在 前 
进 道路 上 设置 的 一 道 障碍 . 可 惜 我们 始终 仅 局 限于 去 做 抽象 化 ,去 应 用 仪器 来 探测 场 ,去 
利用 数学 符号 来 描述 场 ,等 等 . 但 无 论 如 何 , 在 某 种 意义 上 场 却 是 真实 的 ,因为 在 我 们 完 
全 结束 了 对 数学 方程 式 的 反复 摆弄 之 后 一 一 不 管 有 无 做 出 图 像 和 图 画 或 试图 去 看 到 那 种 
东西 一 一 我 们 仍然 能 够 使 仪器 探测 出 从 水 手 二 号 送 来 的 信和 号 并 找 出 远 在 几 十 亿 英 里 以 外 
的 那些 银河 ,等 等 . 

科学 中 的 整个 想象 问题 往往 被 从 事 其 他 学 科 的 人 们 所 误解 . 他 们 以 下 述 办 法 企图 来 试 
验 我 们 的 想象 力 . 他 们 说 ;这 里 就 是 某 些 人 在 某 种 情况 下 的 一 幅 图 像 . 你 想象 以 后 将 会 发 生 
什么 呢 ?" 当 我 说 “我 想象 不 出 来 "时 ,他们 可 能 认为 我 的 想象 力 太 弱 了 . 他 们 忽视 了 一 个 事 
实 , 即 在 科学 中 容许 我 们 去 想象 的 无 论 什 么 东西 都 必须 与 我 们 所 已 知道 的 其 他 每 件 事情 相 
二 致 :我 们 所 谈 及 的 电场 和 波 并 不 只 是 我 们 随心 所 欲 地 自由 创造 出 来 的 某 些 愉快 思想 ,而 是 
必须 与 我 们 所 已 知 的 一 切 物 理 规律 都 符合 一 致 的 一 些 概念 . 我 们 不 能 容许 去 认真 地 想象 那 
些 明显 与 所 知 的 自然 规律 发 生 矛 盾 的 东西 ,因而 我 们 的 那 一 种 想象 乃 是 十 分 困难 的 玩 艺 . 人 
们 得 具有 想象 从 未 见 过 或 从 未 听 说 过 的 某 些 事物 的 想象 力 . 同时 这 些 思想 又 好 比 是 被 束缚 
在 一 件 紧 身 衣 里 , 即 受到 来 自 自然 界 确实 情况 的 知识 的 那些 条 件 所 限制 . 去 创造 出 某 种 新 的 
东西 ,但 又 要 同 以 前 已 知 的 每 一 件 东西 相 一 致 ,这 是 一 个 极端 困难 的 问题 . 

趁 正 在 谈 这 个 课题 的 时 候 , 我 要 来 谈 一 下 是 否 有 可 能 想象 出 我 们 所 不 能 见 到 的 那 种 美 
二 . 那 是 一 个 饶 有 趣味 的 问题 . 当 我 们 凝望 着 彩虹 时 , 它 对 我 们 来 说 好 象 是 美丽 的 . 每 个 人 都 
会 说 :“ 啊 ,彩虹 "(你 看 我 多 么 科学 . 我 不 敢 说 某 一 件 东 西 是 美丽 的 ,除非 我 有 定义 它 的 实验 
方法 ). 可 是 假如 我 们 都 是 瞎子 , 则 又 该 如 何 去 描 述 彩虹 呢 ? 当 我 们 测量 NaCl 的 红外 反射 
系数 时 ,或 者 当 我 们 在 谈 到 来 自 不 能 看 到 的 某 个 星系 之 波 的 频率 时 ,我 们 都 是 瞎子 一 一 我 们 
制作 了 一 幅 图 , 画 出 了 一 条 曲线 . 例如 ,对 于 彩虹 来 说 ,这 样 的 曲线 可 能 是 在 天 空中 的 每 一 个 
方向 用 分 光 光 度 计 所 测 得 的 辐射 强度 对 频率 的 关系 . 在 一 般 情况 下 ,这 样 的 测量 会 给 出 一 条 
相当 平坦 的 曲线 . 于 是 在 某 一 天 ,有 人 发 现 对 于 某 种 气候 条 件 以 及 在 天 空中 某 个 角度 ,作为 
波长 函数 的 强度 谱 发 生 了 一 种 奇异 行为 , 它 可 能 有 扰动 . 当 仪 器 的 角度 只 稍微 改变 时 ,这 个 
扰动 的 极 大 值 就 从 某 一 波长 移 向 另 一 波长 . 然后 有 一 日 ,这 些 盲 人 办 的 物理 评论 杂志 也 许 会 
发 表 一 篇 标题 为 (在 某 种 气候 条 件 下 作 
为 角度 函数 的 辐射 强度 》 的 专门 论文 . 
在 这 篇 论文 中 也 许 会 出 现 一 条 像 图 
20-5 所 示 的 那 种 曲线 . 作者 可 能 要 指 
出 ,在 较 大 的 角度 处 较 多 辐射 集中 在 长 
波 上 ,而 对 于 较 小 角度 , 则 辐射 的 峰 出 
现在 较 短 的 波长 上 (从 我 们 的 观点 出 
发 ,我 们 可 能 会 说 ,在 40" 角 绿色 光 占 优 
势 ,而 在 42* 角 则 红色 光 占 优势 ). 

那么 ,我 们 发 现 图 20-5 上 的 那些 


图 20-5$ 在 (从 与 太阳 相反 的 方向 量 起 的 ) 三 个 角度 处 


， 作为 波长 函数 的 电磁 波 强度 ,这 只 是 在 某 种 气象 条 件 下 
曲线 很 优美 吗 ? 它 所 包含 的 内 容 比 我 进行 测量 的 结果 
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们 看 到 彩虹 时 所 理解 的 要 详细 得 多 ,因为 我 们 的 眼睛 不 能 够 在 光谱 的 形状 中 看 到 其 精确 细 
节 . 然而 ,眼睛 却 会 发 现 到 彩虹 是 美的 . 是 否 我 们 的 想象 力 足以 在 光谱 曲线 中 看 到 如 同 当 我 
们 直接 了 望 彩 虹 时 所 看 得 到 的 同一 种 美丽 ?9 我 不 知道 . 

但 假定 有 一 幅 作 为 红外 区 波长 函数 .也 作为 角度 的 函数 的 关于 NaCl 的 反射 系数 的 曲 
线 图 . 要 是 眼睛 能 看 到 红外 线 一 一 也 许 是 一 种 灿烂 夺目 的 “绿色 "混杂 着 从 该 表面 上 反射 而 
来 的 “金属 红 " 一 一 那么 我 该 有 一 种 对 于 我 的 双眼 来 说 它 看 起 来 会 是 什么 样子 的 图 像 了 . 那 
该 是 一 件 华 丽 的 东西 ,但 我 还 不 知道 我 是 否 会 有 一 天 在 看 到 用 某 种 仪器 测量 出 的 关于 NaCl 
的 反射 系 的 曲线 图 时 , 便 能 说 出 它 具 有 同样 的 那 种 美丽 . 

男 一 方面 ,即使 我 们 不 能 在 具体 的 测量 结果 中 看 到 美丽 ,我 们 也 已 能 够 声称 在 那些 描述 
普遍 物理 规律 的 方程 式 中 看 到 了 某 种 美丽 . 例如 ,在 波动 方程 式 (20. 9) 中 ,就 存在 关于 z， 
>，z 和 上 表现 出 来 的 规则 性 的 某 些 优美 的 东西 . 而 在 zx, y, xz 和 1 外 表 所 呈现 出 来 的 优美 对 
称 性 ,在 人 们 的 心中 就 会 浮现 出 一 种 必须 用 四 维 空间 完成 的 更 伟大 的 美丽 ,该 空间 会 有 四 维 
对 称 的 可 能 性 以 及 经 过 分 析 之 后 发 展 成 为 狭义 相对 论 的 可 能 性 .所 以 存在 许 许多 多 与 这 个 
方程 有 关 的 智力 上 的 美丽 . 


$20-4 球 面 波 


我 们 已 看 到 波动 方程 具有 与 平面 波 相对 应 的 解 ,而 任何 电磁 波 都 可 描述 为 许多 平面 波 
的 属 加 . 然而 ,在 某 些 特殊 情况 下 ,用 不 同 的 数学 形式 来 描写 波 场 更 为 方便 . 现在 ,我 们 很 想 
讨论 球面 波 一 一 与 从 某 一 中 心 扩展 开 去 的 球形 表面 相对 应 的 波 一 一 的 理论 . 当 你 把 一 块 石 
头 扔 到 湖 里 时 ,那些 涟 满 会 在 水 面 上 以 圆 形 波 的 形式 扩展 开 去 一 一 它们 是 二 维 波 . 球面 波 与 
此 相似 ,只 不 过 它 是 在 三 维 中 扩展 出 去 而 已 . 

在 我 们 开始 描述 球面 波 之 前 ,需要 一 点 数学 . 假设 有 一 个 函数 仅 取决 于 离 某 一 原点 的 径 
向 距离 一 一 换 名 话说 ,这 是 一 个 球 对 称 的 函数 ,让 我 们 叫 它 函数 y(7) ,其 中 ~ 是 指 


rn 


即 与 原点 间 的 径 向 距离 .为 了 求 出 满足 波动 方程 的 函数 y(7) ,我 们 将 需要 关于 yy 的 拉 普 拉 
斯 表示 式 . 因此 ,就 要 求 出 % 对 z, > 和 z 的 二 次 微 商 之 和 . 我 们 将 采用 这 种 符号 , 即 少 (>) 代 
表 y 对 r 的 微 商 ,而 (7) 代表 对 7 的 二 次 微 商 . 

首先 , 求 对 工 的 微 商 . 第 一 次 微 商 为 


ay(r) | Ar 
ar = $(7) Fz 


乡 对 工 的 二 次 微 商 为 
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因此 ,y 对 zz 的 二 次 微 商 就 是 


加 -+ Gna) 
同 理 ， 
oy = SY+1(1-5)y (20. 30) 


拉 普 拉 斯 算 符 等 于 这 三 个 微 商 之 和 . 记 住 x? 十 y? 十 zx? = r? ,我 们 便 得 
Viy(7) = (7) + 2y'(r). (20. 31) 
把 这 一 方程 写成 如 下 形式 往往 更 为 方便 : 
Viy=—+i (my). (20. 32) 


如 果 你 将 式 (20. 32) 中 所 标明 的 微分 算出 , 则 将 看 到 右边 与 式 (20. 31) 的 右边 相同 . 
如 果 希 望 讨 论 能 够 像 球 而 波 那样 传播 出 去 的 球 对 称 场 , 则 场 量 就 必须 是 ~ 与 上 两 者 的 
函数 . 这 时 ,假如 我 们 间 起 下 列 三 维 波动 方程 


Vy(r, 1) 一 去 yr, 1)=0 (20. 33) 


之 解 是 怎样 的 函数 y(r, t). 由 于 yr, 1) 仅 仅 通过 7 而 依赖 于 空间 坐标 ,因而 可 以 采用 上 面 
求 得 的 那个 拉 普 拉 斯 算 符 方程 式 (20. 32). 然而 ,为 了 准确 起 见 , 由 于 少 也 是 : 的 函数 ,所 以 
我 们 应 该 把 对 7 的 微 商 写成 偏 微 商 . 这 样 该 波动 方程 便 变 成 


1 33 1 9 
r PW) a ™ 0. 


现在 我 们 必须 解 出 这 一 方程 ,这 看 来 比 平面 波 的 情况 复杂 得 多 . 可 是 注意 ,如 果 我 们 以 
r 乘 这 一 方程 , 则 得 到 
2 1 3 
FW) Y) 二 0. (20. 34) 
上 式 告诉 我 们 ,函数 ry 满足 以 ~ 为 变量 的 一 维 波动 方程 . 应 用 曾经 经 常 强调 过 的 普遍 原理 ， 


即 相 同 的 方程 总 会 有 相同 的 解 ,那么 我 们 知道 ,如 果 ry 仅仅 是 (7 一 a) 的 函数 , 则 它 将 是 方 
程式 (20. 34) 的 解 . 因此 ,我 们 就 知道 球面 波 一 定 具 有 下 面 这 种 形式 ，: 


Ylr, t) = f(r—a). 
或 者 ,正如 我 们 以 前 曾 见 过 的 ,同样 可 以 说 ry 可 能 具有 这 种 形式 : 
y= f(t—r/e). 
两 边 各 除 以 ~, 便 得 到 场 量 y( 不 管 它 可 能 代表 什么 ) 具 有 如 下 形式 : 
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y= Em (20. 35) 


这 样 一 个 函数 表示 从 原点 以 速率 传播 出 去 的 普遍 的 球面 波 . 如 果 暂 时 忘却 那个 在 分 世上 
的 ~, 则 在 某 一 给 定时 刻 波 幅 作 为 离 原点 距离 的 函数 会 具有 一 定形 状 并 以 速率 向 外 传播 . 
然而 ,那个 分 母 中 的 因子 r 却说 明 当 波 传播 时 波幅 正比 于 1/r 减 小 . 换 句 话说 ,和 平面 波 不 
同 , 当 平面 波 向 前 行进 时 波幅 维持 不 变 , 而 在 一 球面 波 中 波幅 却 是 恒定 地 减 小 ,如 图 20-6 所 
示 . 这 一 效应 不 难 从 简单 的 物理 论证 得 到 理解 . 


(b) 


图 20-6 球面 波 y= f(t 一 r/c)/r.(a) 作 为 r 函数 的 y 在: = 时 刻 的 情况 和 同 
一 个 波 在 一 个 较 后 时 刻 t 时 的 情况 ;(b) 作 为 上 函数 的 少 在 > = 7, 处 的 情况 和 同 
一 个 波 在 rs 处 所 看 到 的 情况 


我 们 知道 , 波 的 能 量 密度 取决 于 波幅 的 平方 . 当 波 向 外 传播 时 ,其 能 量 分 布 在 与 径 向 距 
离 的 平方 成 正比 的 越 来 越 大 的 面积 上 . 如 果 总 能 量 守恒 的 话 , 则 能 量 密度 必定 随 1/r 下 降 ， 
而 波幅 则 一 定 随 1/r 减 小 .因此 , 式 (20. 35) 是 关于 球面 波 的 “合理 "形式 . 

我 们 已 忽略 了 对 于 一 维 波动 方程 的 第 二 种 可 能 解 : 


ry = g(t++r/c) 
_ g(t 二 r/c) 
或 y= EC 二 re)， 


这 也 代表 一 个 球面 波 ,不 过 是 一 个 从 较 大 的 > 朝 着 原点 向 内 传播 的 波 . 
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现在 打算 做 一 个 特殊 假定 ,但 不 做 任何 证 明 . 我 们 讲 , 由 源 所 产生 的 波 仅 是 向 外 行进 
的 波 , 由 于 我 们 知道 波 是 由 电荷 的 运动 所 引起 的 ,所 以 我 们 认为 波 是 从 电荷 那里 向 外 发 
出 来 的 . 要 想象 在 电荷 还 未 开始 运动 以 前 就 有 一 个 球面 波 从 无 限 远 处 出 发 而 恰恰 在 那些 
电荷 刚 要 开始 动 起 来 的 那 一 瞬 到 达 它 们 那里 ,这 应 该 是 相当 奇怪 的 . 虽然 这 是 一 个 可 能 
的 解 ,但 经 验 表 明 , 当 电荷 被 加 速 时 波 是 从 电荷 那里 向 外 传播 的 . 尽管 麦克 斯 韦 方 程 组 会 
允许 这 两 种 可 能 性 ,但 我 们 还 要 放 进 一 个 附加 事实 一 一 基于 经 验 一 一 只 有 向 外 行进 波 的 
解 才 产 生 “ 物 理 意 义 ”. 

然而 ,也 应 该 指出 ,对 于 这 一 附加 假设 存在 一 个 有 趣 的 后 果 : 我 们 正在 消除 存在 于 麦克 
斯 韦 方程 组 中 的 时 间 对 称 性 . 关于 E 和 B 原来 的 方程 组 ,以 及 从 它们 导出 的 波动 方程 式 ,都 
具有 这 么 一 种 性 质 , 即 如果 改 变 : 的 符号 ,方程 式 仍 将 保持 不 变 . 这 些 方程 表明 ,对 应 于 沿 某 
一 方向 行进 波 的 每 一 个 解 ,就 有 一 个 沿 相反 方向 传播 的 波 作为 同样 有 效 的 解 . 我 们 关于 将 只 
考虑 向 外 的 球面 波 的 陈述 是 一 个 重要 的 附加 假设 (一 种 旨 在 避免 这 一 附加 假设 的 电动 力学 
表达 方式 已 由 人 们 仔细 地 研究 过 . 令 人 惊异 的 是 ,在 许多 场合 下 它 并 未 在 物理 上 导致 荒 雇 的 
结论 ,但 若 此 刻 就 来 讨论 这 些 想法 , 那 就 可 能 把 我 们 引入 歧途 太 远 了 . 我们 将 在 第 28 章 对 它 
们 稍微 多 讨论 一 些 ). 

必须 提出 男 一 要 点 . 在 一 个 向 外 行进 波 的 解 即 式 (20. 35) 中 ,函数 y 在 原点 处 等 于 无 
限 大 . 那 是 有 点 特别 的 . 我 们 很 想 有 一 个 处 处 平滑 的 波动 解 . 但 我 们 的 解 必须 在 物理 上 代 
表 某 个 源 位 于 原点 的 情况 . 换 句 话说 ,由 于 疏忽 我 们 已 犯 了 一 个 错误 . 我 们 并 未 处 处 对 自 
由 波动 方程 式 (20. 33) 求 得 解答 ,只 是 求 得 了 在 其 右边 除了 原点 之 外 处 处 都 为 零 的 方程 
式 (20. 33) 的 解 .我们 所 以 会 不 知 不 觉 犯错 ,是 由 于 在 上 述 求 导 过 程 中 ,在 >= 0 的 某 些 步 
贡 是 不 “合法 "的 . 

让 我 们 来 证 明 ,在 静电 问题 中 也 很 容易 犯 同样 类 型 错误 . 假定 要 求 出 自由 空间 里 静电 势 
方程 V$ = 0 的 解 . 这 拉 普 拉 斯 方程 所 以 等 于 零 ,是 因为 我 们 假设 处 处 都 没有 电荷 . 但 关于 
这 一 方程 的 一 个 球 对 称 解 一 一 即 仅仅 取决 于 r 的 某 个 函数 y 一 一 将 会 怎么 样 呢 ? 利 用 式 
(20. 32) 关 于 拉 普 拉 斯 算 符 的 公式 ,就 有 


对 上 式 乘 以 7, 便 得 到 一 个 易于 积分 的 微分 方程 : 
d? 
2 (7$) 一 0. 
如 果 对 -~ 积分 一 次 ,就 求 得 r# 的 一 次 微 商 为 一 常数 ,我 们 可 称 之 为 a: 
d 
js) = a. 


再 积分 一 次 , 求 得 r#$ 的 形式 为 ; 
7r 风 一 ar 十 D， 


其 中 是 另 一 积分 常数 . 因此 ,我 们 发 现 ,下 列 % 是 自由 空间 中 静电 势 方程 的 一 个 解 ; 


$= 二 a 二 上. 
% 
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显然 出 现 了 某 种 差错 . 在 不 存在 电荷 的 区 域 中 ,我们 知道 静电 势 的 解 为 : 势 处 处 为 恒 量 . 
这 相当 于 我 们 解 中 的 第 一 项 ,但 还 有 那 第 二 项 ,这 说 明 有 一 个 与 离 原点 的 距离 成 反比 变化 的 
势 的 贡献 . 然而 ,我 们 知道 ,这 样 一 个 势 相当 于 在 原点 处 有 一 个 点 电荷 . 所 以 ,虽然 我 们 当初 
设想 对 自由 空间 中 的 势 求解 ,但 上 述 的 解 却 也 给 出 了 在 原点 上 有 一 个 点 源 的 场 . 你 是 否 看 到 
目前 所 发 生 的 事情 与 上 面 我 们 对 波动 方程 求 球 对 称 解 时 所 发 生 的 事情 之 间 存 在 的 相似 性 ? 
要 是 真 的 在 原点 上 没有 任何 电荷 或 电流 ,那么 就 不 会 有 任何 往外 跑 的 球面 波 了 . 当然 ,球面 
波 一 定 是 由 原点 处 的 源 产生 的 . 在 下 一 章 中 我 们 将 探讨 那些 正在 往外 行进 的 电磁 波 与 产生 
了 这 些 波 的 电流 和 电压 之 间 的 关系 . 


第 21 章 ”有 电流 和 电荷 时 
麦克 斯 韦 方 程 组 的 解 


$21-1 光 与 电 磁 波 


在 上 一 章 我 们 看 到 ,在 麦克 斯 韦 方程 组 的 解 中 就 有 电 与 磁 的 波 . 这 些 波 相当 于 无 线 电 
波 、 可 见 光 、X 射线 等 现象 , 视 波长 如 何 而 定 . 我 们 曾 在 第 1 卷 中 详尽 地 学 习 过 光学 . 本 章 
将 把 这 两 门 学 科 互 相 结 合 起 来 一 一 证 明 麦 克 斯 韦 方程 组 确实 能 够 形成 我 们 前 期 处 理光 学 现 
象 的 基础 . 

过 去 当 我 们 学 习 光 学 时 ,是 由 写 出 一 个 以 任意 方式 运动 着 的 电荷 所 产生 的 场 的 方程 开 
始 的 , 即 


E74[ 钳 + 千 名 (所 + 吉 入 er]， (21.1) 


[ 见 第 1 卷 式 (28. 3)]. 

如 果 电 荷 是 以 任意 方式 运动 , 则 我 们 现在 在 某 一 点 所 求 得 的 电场 并 非 取决 于 电荷 此 刻 
所 处 的 位 置 和 运动 ,而 仅仅 取决 于 在 一 个 较 早 时 刻 一 一 早 于 光 以 速率 c 从 电荷 传播 至 该 场 
点 的 距离 ~ 所 需 的 时 间 的 那个 时 刻 一 一 的 位 置 和 运动 . 换 句 话说 , 若 要 得 到 上 时 刻 在 点 (1) 
处 的 场 ,就 必须 算出 在 (一 ~ /ec) 时 刻 电 荷 所 处 的 位 置 (2') 及 其 运动 ,其 中 是 在 (t 一 r/c) 
时 刻 从 电荷 位 置 (2 ) 至 点 (1) 的 距离 . 加 上 一 撤 是 为 了 说 明 ”是 从 点 (2/) 至 点 (1) 的 所 谓 “ 推 
迟 距 离 " ,而 非 电荷 在 上 时 刻 的 位 置 即 点 (2) 至 该 场 点 (1) 的 实际 距离 ( 见 图 21-1). 注意 ,现在 
我 们 正在 采用 一 种 关于 单位 矢量 6, 方向 的 新 规则 . 在 第 1 卷 第 28 和 34 两 章 中 我 们 曾 取 
(因而 e-) 指 向 源 处 , 那 是 方便 的 . 但 现在 却 要 按照 上 
面 关于 库仑 定律 的 定义 ,其 中 ~ 是 从 点 (2) 处 的 电荷 
指向 点 (1) 处 的 场 点 的 . 当然 ,唯一 不 同 之 处 是 ,现在 
的 新 ~( 和 e-) 就 是 过 去 那些 量 取 负 值 . 

我 们 也 已 知道 , 若 电荷 的 速度 v 总 是 比 c 小 得 
多 ,而 且 只 考虑 那些 距离 电荷 很 远 的 点 ,以 致 只 有 式 
(21. 1) 中 最 后 一 项 才 算 重要 , 则 场 也 就 可 以 写成 


be (一 -Ace) pi 
4rec ”上 垂 直 于 普 方向 的 投影 


五 一 


图 21-1 上 :时刻 在 点 (1) 处 的 场 取决 
于 在 (t 一 r/c) 时 刻 电 荷 9 所 占据 的 
《24 9 位 置 (2') 
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和 cB 一 er XE. 


让 我 们 稍微 详细 地 考察 一 下 整个 公式 (21. 1) 讲 些 什么 . 矢量 e; 乃 是 从 推迟 位 置 (2') 至 
点 (1) 的 单位 矢量 . 那么 第 一 项 是 我 们 预期 的 在 推迟 位 置 处 的 电荷 的 库仑 场 ,可 以 把 它 叫 作 
“推迟 库仑 场 ", 电 场 与 距离 的 平方 成 反比 ,并 且 从 电荷 的 推迟 位 置 上 指向 外 (也 就 是 在 er 的 
方向 上 ). 

但 那 只 是 第 一 项 . 其 他 两 项 告诉 我 们 ,电学 定律 并 未 讲 过 除了 推迟 场 外 所 有 场 都 与 静 场 
相同 (这 是 人 们 有 时 喜欢 说 的 ). 对 于 “推迟 库仑 场 "我 们 还 必须 加 上 其 他 两 项 . 式 中 的 第 二 项 
讲 , 对 于 推迟 库仑 场 有 一 项 “修正 , 那 就 是 推迟 库仑 场 的 电荷 变化 率 乘 以 延迟 时 间 ” Ac. 在 
某 种 意义 上 ,这 一 项 势必 对 第 一 项 的 推迟 做 出 补偿 . 这 前 面 两 项 相当 于 在 算出 了 “推迟 库仑 
场 "之 后 再 把 它 往 后 推 /ec 这 个 量 , 即 一 直 推 至 时 刻 i! 这 一 外 推 是 线性 的 ,好 像 我 们 必须 
假定 “推迟 库仑 场 "应 该 以 电荷 在 点 (2 ) 处 所 算得 的 变化 率 继续 变化 . 如 果 场 变化 得 很 慢 , 则 
推迟 效应 几乎 完全 被 修正 项 所 抵消 ,而 这 两 项 一 起 给 我 们 提供 了 “瞬时 库仑 场 " 那 样 的 电 
场 一 一 也 就 是 在 点 (2) 处 的 电荷 的 库仑 场 一 一 趋向 于 很 好 的 近似 . 

最 后 , 式 (21. 1) 中 还 有 第 三 项 , 它 是 对 单位 矢量 e* 的 二 项 微 商 . 在 学 习 光 学 现象 时 我 们 
曾 利用 过 这 样 的 事实 , 即 在 离 电荷 很 远 的 地 方 ,前 两 项 都 与 距离 的 平方 成 反比 ,因而 对 于 巨 
大 的 距离 来 说 ,它们 比 起 随 1/r 减少 的 第 三 项 来 就 变 得 十 分 微弱 . 因此 ,我 们 完全 把 注意 力 
集中 在 这 第 三 项 上 ,并 证 明 (又 是 对 于 大 距离 而 言 ) 这 一 项 与 电荷 的 加 速度 在 视线 上 的 垂直 . 
分 量 成 正比 (并 且 ,我 们 在 第 1 卷 中 的 大 部 分 工作 都 是 考虑 其 中 电荷 正在 做 非 相 对 论 性 运动 
的 情况 , 仅 在 第 36 章 中 才 考 虑 过 相对 论 性 效应 ). 

现在 应 该 尝试 把 这 两 件 事 联系 起 来 .我们 既 有 麦克 斯 韦 方程 组 ,也 有 关于 点 电荷 场 的 方 
程式 (21. 1) ,肯定 会 问 这 两 者 是 否 等 效 . 若 我 们 能 从 麦克 斯 韦 方程 组 导出 式 (21. 1) , 则 我 们 
将 确实 懂得 光学 与 电磁 学 间 的 关系 . 建立 这 种 关系 是 本 章 的 主要 目标 . 

事实 证 明 ,我 们 不 想 完全 解决 这 个 问题 一 一 数学 的 细节 变 得 过 于 复杂 以 臻 我们 不 能 将 
其 彻底 完成 . 但 将 进行 到 足够 接近 完成 的 地 步 , 以 便 使 你 们 能 够 轻而易举 地 看 出 如 何 才 能 把 
联系 建立 起 来 ,所 遗漏 的 部 分 将 只 是 一 些 数 学 细节 . 你 们 当中 有 些 人 可 能 会 发 觉 这 一 章 中 的 
数学 相当 复杂 ,因而 也 就 不 愿意 非常 仔细 地 领会 这 种 论证 了 . 然而 ,我 们 认为 这 样 做 是 十 分 
重要 的 , 即 要 把 你 以 前 学 到 的 与 现在 正在 学 习 的 东西 联系 起 来 ,或 者 至 少 指 出 这 种 联系 如 何 
才能 建立 . 倘若 你 对 以 前 各 章 大 致 看 一 看 ,你 就 会 注意 到 ,每 当 我 们 把 一 种 说 法 作为 讨论 的 
起 点 时 ,总 是 要 小 心地 解释 它 是 某 个 “基本 规律 "的 一 种 新 的 “前 提 ” ,还 是 最 终 可 以 从 别 的 某 
些 规律 推导 出 来 的 结果 . 多 亏 你 们 对 这 些 演讲 的 热切 心意 ,我 们 才 来 建立 光 与 麦克 斯 韦 方 程 
组 之 间 的 关系 . 若 在 某 些 地 方 变 得 太 困难 , 噢 , 那 就 是 生活 一 一 没有 其 他 别 的 途径 可 走 . 


$21-2 由 点 源 产生 的 球面 波 


在 第 18 章 中 我 们 曾 发 现 , 麦克斯韦 方 程 组 是 可 以 求 得 解答 的 , 即 通 过 设 


=~V$—24 
Bo (21.2) 


和 B= VX, (21. 3) 
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式 中 $$ 和 A 和 这 时 必定 是 下 列 两 方程 的 解 ， 
Ve 一 十 2 一 一 上 (21.4) 
和 V4 一 误 经 = 一 去， (21. 5) 
而 且 也 必须 满足 条 件 
VvV.A=— 2. (21.6) 
c* oat 


现在 要 来 求 出 式 (21.4) 和 (21. 5) 两 方程 之 解 . 为 此 ,就 得 求 方程 
Vg = (21.7) 


的 解 y, 这 里 我 们 称 之 为 源 的 : 是 已 知 的 . 当然 ,对 于 式 (21. 4) 来 说 ,s 相当 于 p/w 而 少 相当 
于 $, 或 者 若 y 为 A;, 则 s 为 ij./(wc?), 等 等 .但 我 们 要 作为 一 个 数学 问题 来 解 方 程式 (21. 7) 
而 不 管 y 和 s 在 物理 上 指 的 是 什么 . 

在 p 和 j 都 分 别 等 于 零 的 那些 地 方 一 一 即 在 我 们 称 之 为 “自由 "空间 里 一 一 势 上 和 4 以 
及 场 E 和 B 都 满足 无 源 的 三 维 波动 方程 ,其 数学 形式 为 


Wp— ld, (21. 8) 


在 第 20 章 中 就 知道 这 一 个 方程 的 解 可 表示 不 同类 型 的 波 :在 x 方向 上 的 平面 波 y = f(i 一 
ZX/c); 在 > 方向 z 方 向 或 任何 其 他 方向 上 的 平面 波 ;或 者 具有 如 下 形式 的 球面 波 : 


yx, y, x, t) = [二 2 (21.9) 


方程 的 解 也 可 以 按 其 他 方式 写 出 ,比方 从 一 根 轴线 向 外 传播 的 柱 面 波 . 

我 们 也 曾 指出 ,在 物理 上 , 式 (21.9) 不 代表 自由 空间 里 的 波 一 一 必须 在 原点 处 有 电荷 才 
能 获得 开始 向 外 行进 的 波 . 换 名 话说, 式 (21. 9) 是 方程 (21.8) 在 每 个 地 方 的 解 ,除了 很 靠近 
r 一 0 处 ,在 那里 它 必 然 是 包括 某 些 源 的 完整 方程 式 (21.7) 的 解 . 让 我 们 看 看 如 何 处 理 这 个 
问题 ,方程式 (21.7) 中 要 有 什么 样 的 源 * 才能 产生 像 式 (21. 9) 那 样 的 波 ? 

假设 已 有 了 式 (21. 9) 的 球面 波 ,并 考察 在 ~ 十 分 微小 处 所 发 生 的 情况 . 这 时 ，F(z 一 rc) 


中 的 推迟 一 r/c 可 以 忽略 一 一 只 要 f 是 一 个 平滑 函数 一 一 因而 y 变 成 
池 三 A (r ~ 0). (21. 10) 


所 以 少 很 像 在 原点 处 随时 间 变 化 的 电荷 产生 的 库仑 场 . 这 就 是 说 ,要 是 有 一 小 堆 电 荷 被 限制 
在 原点 附近 的 一 个 小 区 域 里 ,并 具有 密度 o, 那 么 我 们 知道 


多 QL(4re ) 
攻 、 


式 中 Q = |eav. 现在 我 们 懂得 这 样 的 # 满 足 方程 
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Vi# = 一 上. 


根据 相同 的 数学 ,我 们 总 可 以 讲 , 式 (21. 10) 中 的 少 满 足 
Viy=—s (r—0). (21.11) 
这 里 ;与 了 的 关系 为 


而 #= Jsav. 


唯一 不 同 之 处 是 在 这 种 普遍 情况 下 ,s, 从 而 S, 都 可 以 是 时 间 的 函数 . 

现在 重要 的 事情 在 于 :车 对 于 小 + 来 说 y 满 足 方程 式 (21. 11), 则 它 也 满足 方程 式 
(21.7). 当 我 们 进 至 极 靠 近 原 点 时 ,% 对 1/r 的 依存 关系 使 空间 微 商 变 得 十 分 大 . 但 
时 间 微 商 却 仍 保持 它们 原 有 的 值 [它们 不 过 是 f(1) 的 时 间 微 商 ]. 所 以 当 r 趋 于 零 时 ， 
式 (21.7) 中 的 9:y/9z 项 比 起 Vy 来 就 可 以 忽略 ,而 方程 式 (21.7) 也 变 得 与 方程 式 
(21. 11) 等 价 . 

因此 扼要 地 说 , 若 方 程式 (21.7) 中 的 源 函 数 s(z) 被 置 在 原点 处 并 具有 总 强度 


S() = [sav, (21. 12) 


则 该 方程 式 (21. 7) 的 解 便 是 
1 S(t— rc) 


VCz， 了，Z， 时 7 


(21. 13) 


式 (21.7) 中 3:y/at 项 的 唯一 影响 是 在 库仑 势 中 引入 了 推迟 时 间 (1 一 x/e). 
$ 21-3 ”麦克斯韦 方 程 组 的 通 解 


我 们 已 求 得 关于 点 源 方 程式 (21. 7) 的 解 . 下 一 个 问题 是 :对 于 一 个 分 布 源 来 说 其 解 是 什 
么 呢 ? 那 是 容易 求 得 的 ;可 以 把 任何 源 s(xz,y, z, 1) 都 想象 为 由 许多 个 “点 ” 源 所 组 成 ,而 对 
于 每 个 体积 元 dV 就 有 一 个 其 源 强 为 ;(z, y, z, t)dV 的 “点 ” 源 . 由 于 方程 式 (21.7) 是 线性 
方程 ,所 以 合成 场 就 等 于 所 有 这 种 源 的 基 元 产生 的 场 的 个 加 . 

利用 上 一 节 的 结果 [ 式 (21. 13)] 我 们 知道 ,在 tt 时刻 在 点 (xi, yi， zi) 
(1) 一 一 处 的 来 自 点 (xz, y;，, zz) 
给 出 : 


或 简称 点 
或 简称 点 (2) 一 一 的 一 个 源 的 基 元 sdV 的 场 dy 由 下 式 


s(2， t=* riz/c)dV, 


4nriz 


dy(1, 1) = 


式 中 rz 是 从 (2) 至 (1) 的 距离 . 把 来 自 源 所 有 部 分 的 贡献 都 相 加 起 来 , 那 意 思 当 然 是 指 对 所 
有 s 关 0 的 区 域 进行 积分 ,因而 我 们 有 


y(1, 1) = [ayv,. (21. 14) 


4xrz 
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这 就 是 说 ,在 t 时刻 在 点 (1) 处 的 场 是 在 〈: 一 riz/c) 时 刻 离 开 位 于 (2) 处 的 各 个 源 的 基 元 的 
球面 波 之 和 . 这 就 是 对 于 任何 一 组 源 的 有 关 波 动 方程 的 解 . 

现在 我 们 来 看 看 如 何 才能 得 到 麦克 斯 韦 方程 组 的 通 解 . 若 y 指 的 是 标 势 $, 则 源 函数 s 
便 变 成 p/w. 我 们 也 可 以 令 少 代表 和 撩 势 4 的 三 个 分 量 中 的 任 一 个 ,同时 由 j/(we?) 的 对 应 分 
量 来 取代 s. 这 样 , 若 我 们 对 各 处 的 电荷 密度 p(x，y, zx, i) 和 电流 密度 j(z,y, z, 1) 都 已 知 
道 , 则 可 立即 把 式 (21.4) 和 (21. 5) 两 方程 的 解 写 出 来 . 它们 是 


$(1, 2) =| et (21.15) 
4neoriz 
和 
A(1, 1) = A (21. 16) 
4rreoc rz 


于 是 利用 式 (21.2) 和 (21. 3), 场 E 和 B 便 可 以 通过 势 的 微 商 而 求 得 [顺便 提 一 下 ,我们 有 可 
能 核实 由 式 (21. 15) 和 (21. 16) 得 到 的 上 和 4 的 确 满足 方程 式 (21. 6)]. 

我 们 已 解 出 了 麦克 斯 韦 方程 组 . 在 任何 情况 下 ,如 果 给 出 电流 和 电荷 , 便 能 够 从 这 些 积 
分 直接 求 得 势 ,然后 通过 微分 而 获得 场 . 因此 ,我 们 已 经 学 完了 麦克 斯 韦 理 论 . 而 且 这 也 使 我 
们 能 够 把 这 一 个 环节 与 光 的 理论 衔接 起 来 ,因为 要 联系 到 我 们 以 前 关于 光 方面 的 工作 ,所 以 
只 需要 算出 来 自 运动 电荷 的 电场 . 尚 待 做 的 就 是 取 一 个 正在 运动 的 电荷 ,从 这 些 积分 算出 各 
个 势 来 ,然后 再 通过 微分 而 由 一 Vg 一 34/at 找 出 互 ,这 样 就 会 得 到 式 (21. 1). 事实 证 明 , 和 需要 
做 的 工作 很 多 很 多 ,但 那 是 原则 . 

因此 ,这 里 是 电磁 领域 的 中 心 一 一 电 和 磁 , 以 及 光 的 完整 理论 ;对 于 由 任何 运动 电荷 所 
产生 的 场 的 完整 描述 ;以 及 另外 的 一 些 , 全 都 在 这 里 了 . 这 里 就 是 由 麦克 斯 韦 建立 起 来 的 、 以 
它 的 全 部 功能 和 美丽 而 使 其 完满 的 建筑 物 , 它 可 能 是 物理 学 中 最 伟大 的 成 就 之 一 . 为 要 使 你 
想起 它 的 重要 性 ,我们 将 把 它 全 都 收集 在 一 个 精致 的 框架 中 . 


麦克 斯 韦 方 程 组 : 
V:E=2 V:B=0 


VxE=- 宰 VxB= 汪 +2E 
t to 2 


它们 的 解 : 
=—V$—24 
B= Vy = 
B=VxA4 


$1, 0) = | e 人 2 一 ma 人 e)dv， 


4reo riz 


= (1(2, t— r/c) 
A(1, 1) | dv， 
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$ 21-4 振荡 偶 极 子 的 场 


导出 一 个 运动 的 点 电荷 的 场 公式 (21. 1) 的 这 个 诺言 ,我 们 迄今 还 未 曾 实现 .即使 是 已 有 
的 一 些 结果 ,但 要 把 它 导 出 来 仍 是 一 件 相当 复杂 的 事情 .除了 在 这 本 讲义 的 第 1 卷 之 外 ,我 
们 从 未 在 已 经 发 表 的 文献 的 任何 地 方 找到 过 式 (21.1)*. 因此 ,你 可 以 看 出 它 不 容易 导出 
(当然 ,一 个 运动 电荷 的 场 已 经 被 写成 许多 种 互相 等 价 的 其 他 形式 ). 这 里 ,我 们 不 得 不 把 自 
己 限制 在 几 个 例子 中 ,这 正 是 为 了 证 实 式 (21.15) 和 (21. 16) 会 给 出 与 式 (21. 1) 相 同 的 结果 . 
首先 ,将 证 明 式 (21. 1) 只 在 带电 粒子 的 运动 是 非 相 对 论 性 的 条 件 下 才 给 出 正确 的 场 (仅仅 这 
一 特殊 情况 就 能 处 理 我 们 过 去 关于 光学 方面 所 谈 及 的 90% 或 更 多 的 内 容 ). 

我 们 考虑 一 小 团 电荷 在 一 个 小 区 域 里 以 某 种 方式 运动 的 情况 ,并 将 找 出 在 远 处 的 场 . 换 
一 种 说 法 ,就 是 我 们 正在 寻找 距离 点 电荷 任意 远 处 的 场 ,而 该 点 电荷 正 以 很 小 的 幅度 上 下 振 
动 . 由 于 光 往 往 从 诸如 原子 那 种 中 性 物体 内 发 射出 来 ,所 以 我 们 将 认为 摆动 电荷 g 是 处 在 一 
个 静止 不 动 的 等 值 异 号 电荷 附近 . 如 果 这 两 电荷 中 心间 的 距离 为 4, 则 这 两 电荷 将 具有 偶 极 
矩 p = qd, 这 我 们 将 认为 是 时 间 的 函数 . 现在 应 该 期 待 ,如 果 靠 近 电 荷 对 场 进行 观察 , 便 无 
需 担心 那个 推迟 效应 ,电场 将 与 我 们 以 前 对 静电 偶 极 子 所 算出 的 场 完 全 相同 一 一 当然 ,要 用 
到 瞬时 偶 极 矩 p(z). 但 若 我 们 离开 得 很 远 , 则 应 该 在 场 中 找到 一 项 , 它 按 1/r 下 降 而 又 依赖 
于 与 视线 垂直 的 电荷 加 速度 , 让 我 们 来 看 看 是 否 会 得 到 这 样 的 结果 . 

利用 式 (21. 16) 由 算出 矢 势 A 开始 . 假设 运 
动 电荷 处 于 一 小 团 内 ,其 中 的 电荷 密度 由 po(z，y， 
z) 给 出 ,而 在 任 一 时 刻 整 团 东西 以 速度 v 运 动 , 那 
么 电流 密度 j(z，y, z) 就 等 于 wp(z，y，z). 为 了 
将 来 方便 选取 我 们 的 坐标 系 使 z 轴 指 向 的 方 
向 ,这 时 间 题 的 几何 结构 就 如 图 21-2 所 示 . 现在 
要 求 下 面 的 积分 : 


| 二 ra/c) gy,. (21. 17) 


12 


若 电荷 小 团 的 尺度 比 起 ris 来 确实 很 小 ,那么 
可 令 分 母 中 的 ns 等 于 r, 即 到 该 小 团 中 心 的 距离 ， 


图 21-2 点 (1) 处 的 势 由 对 电荷 密度 
的 积分 给 出 ′ ”并 把 > 取出 积分 符号 之 外 . 其 次 ,也 要 令 该 式 分 子 


中 nz 二 +, 尽管 这 实际 上 并 不 完全 正确 . 其 所 以 不 


对 ,是 因为 我 们 在 小 团 的 顶端 取 j 与 在 该 小 团 的 底部 取 j 在 时 间 方 面 稍微 有 点 不 同 . 当 在 
j(t 一 r/c) 中 令 ms 一 -时 ,我 们 是 在 同一 个 时 刻 (1 一 r/c) 对 整个 小 团 取 电荷 密度 . 那 只 有 
当 电 荷 的 速度 " 远 比 “ 为 小 时 才 算 是 良好 的 近似 . 因此 ,我 们 正在 做 一 种 非 相对 论 性 计算 ， 
用 pv 来 代替 7 了, 积分 式 (21. 17) 便 变 成 


* 这 一 公式 约 在 1950 年 由 R. P. 费 恩 曼 推导 出 来 ,并 作为 对 同步 加 速 器 辐射 的 一 种 优良 想法 在 某 些 
讲稿 中 曾经 给 过 . 
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i [we2, t— r/c)dV,. 


由 于 所 有 电荷 都 有 相同 的 速度 ,这 个 积分 正好 是 wr 乘 以 总 电荷 9. 但 gv 恰好 就 是 3p/at, 即 
电 偶 极 矩 的 时 间 变 化 率 一 一 那 当 然 必 须 是 在 推迟 时 刻 (上 一 xc) 算出 来 的 . 我们 将 把 它 写 成 
p(t 一 r/c). 因此 对 于 矢 势 来 说 就 得 到 
A(1, 2) = LPG 一 "ce). (21. 18) 
4reoc r 

上 述 结 果 表 明 :变化 偶 极 子 中 的 电流 会 产生 一 个 矢 势 ,这 和 撩 势 具有 源 强 度 为 p/(4rec: ) 
的 球面 波 的 形式 . 

现在 就 可 以 由 B = VX A 得 到 磁场 . 由 于 p 完全 在 z 方向 上 ,所 以 4 只 有 一 个 z 分量; 
在 它 的 旋 度 中 只 有 两 个 不 等 于 零 的 微 商 . 因此 , B; = 9A./9y 及 B, = 一 3A./9x. 让 我 们 首 
先 来 考察 B,: 


B= 1 PE 一 wo (21. 19) 


为 了 求 得 微 商 ,必须 想到 - = Vz 十 十 ,从 而 得 出 


= Bis 0 
B, = p(t—r/c) 局 | 


dmxec’ 


+) a Ee (21. 20) 
0 


记 住 ay = y/r, 则 第 一 项 就 给 出 


1 yp(i—r/e) 
= i (21.21) 


这 类 似 于 一 个 静态 偶 极 子 的 场 , 随 1/r? 而 下 降 ( 因 为 对 于 给 定 的 方向 来 说 ,y/r 是 个 常数 ). 
式 (21. 20) 中 的 第 二 项 为 我 们 提供 一 些 新 的 效应 . 在 进行 微 商 后 得 
1 > 
dneoc’ cr? 
式 中 当然 是 指 p 对 时 间 的 二 次 导数 . 这 一 项 来 自 对 式 中 分 子 的 微 商 , 它 是 造成 辐射 的 主要 
原因 .首先 , 它 描述 了 一 个 仅 按 1/r 随 距 离 下 降 的 场 . 其 次 , 它 取决 于 电荷 的 加 速度 . 你 可 能 
开始 明白 ., 我 们 是 如 何 打 算得 到 一 个 像 式 (21. 1 ) 那 样 的 结果 ,而 它 是 描述 光 辐 射 的 . 
让 我 们 稍微 详细 一 点 检查 一 下 这 个 辐射 项 是 如 何 得 来 的 一 一 它 是 这 么 一 个 有 趣 而 又 重 
要 的 结果 . 由 表示 式 (21. 18) 开 始 , 它 具 有 1/r 的 依存 关系 ,因而 除了 式 中 分 子 上 的 那个 推迟 
项 外 就 像 一 个 库仑 势 了 . 那么 , 当 我 们 为 获得 场 而 对 空间 坐标 取 微 商 时 ,为 什么 并 不 恰好 得 
到 1/r 的 场 一 一 当然 还 会 有 那 相应 的 时 间 推 迟 ? 
按照 下 述 办 法 我 们 就 能 够 看 出 其 所 以 然 : 如 让 偶 极 子 作 正弦 式 上 、 下 振动 ,那么 就 会 有 


p= p: = posinwt 


p(ti—r/c), (21. 22) 


1 wpocos w(t—r/c) 
4 一 一 一 一- 
和 4reoc r 


车 在 某 一 给 定时 刻 把 作为 x 函数 的 A: 画 成 图 , 则 可 获得 如 图 21-3 所 示 的 那 种 曲线 . 该 峰 的 
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振幅 会 随 1/r 减 小 ,但 除 此 之 外 在 空间 还 有 一 受 
1Vr 的 包 络 线 调制 的 振动 . 当 我 们 对 空间 取 微 商 
时 ,它们 将 与 该 曲线 的 斜率 成 正比 . 从 图 中 我 们 看 
出 有 一 些 斜率 比 1/r 曲线 本 身 的 斜率 要 峻 峭 得 多 . 
事实 上 ,对 于 某 一 给 定 频率 来 说 ,那些 峰 的 斜率 显 
然 正比 于 随 1/r 变化 的 波 的 振幅 . 因此 ,这 就 说 明 
了 该 辐射 项 的 下 降 率 . 

事情 的 发 生 完全 是 由 于 当 波 向 外 传播 时 源 对 
时 间 的 变化 已 变换 成 在 空间 里 的 变化 ,而 磁场 则 
是 取决 于 势 的 空间 微 商 . 


图 21-3 对 来 自 一 振荡 偶 极 子 的 球面 
波 , 在 ;时刻 矢 势 4 之 大 小 作为 > 函数 而 让 我 们 回 过 来 完成 对 磁场 的 计算 . 关于 B. 已 
画 成 的 图 有 式 (21.21) 和 (21. 22) 两 项 ,因而 
_ 1 [2y5( 一 mc) ybp(lt—r/c) 
al rs cr? | 


利用 相同 的 数学 ,得 到 


_ 1 [| 
dreoc rr cr? f 


或 者 ,可 将 其 集合 在 一 个 漂亮 的 矢量 式 中 : 
1 [p+(r/c) pl Xr 


2 
4rcoc rs 


现在 让 我 们 来 看 看 这 个 公式 . 首先 , 若 > 很 大 ,就 只 有 那 5 项 才 重要 . B 的 方向 由 Xr 
给 出 , 它 既 垂直 于 矢 径 r, 也 垂直 于 加 速度 ,如 图 21-4 所 示 . 一 切 都 表明 不 错 , 那 也 是 我 们 由 
式 (21. 1 ) 所 得 到 的 结果 . 

现在 ,让 我 们 来 看 看 以 往 不 熟悉 的 东西 一 “ 即 在 源 附近 所 i 
发 生 的 事情 . 在 $14-7 中 我 们 曾 求 出 关于 电流 元 磁场 的 毕 奥 - 
萨 伐 尔 定律, 求 得 一 个 电流 元 jdV 对 于 磁场 贡献 的 量 为 : 


> 


(21. 23) 


dB=—! ;iXrav. (21. 24) 
4nec” rr 

车 记得 p 就 是 电流 , 则 你 知道 这 个 公式 看 来 很 像 式 (21. 23) (9 
中 的 第 一 项 . 但 有 一 点 不 同 . 在 式 (21. 23) 中 ,电流 必须 在 图 21-4 Re 
(1 一 r/c) 时 刻 被 算出 ,而 这 一 点 在 式 (21. 24) 中 就 没有 出 a 
现 .然而 ,事实 上 ,对 于 小 来 说 式 (21.24) 还 是 十 分 精确 的 ,因为 式 (21. 23) 中 的 第 二 项 有 助 
于 抵消 掉 第 一 项 中 的 推迟 效应 . 当 ~ 很 小 时 这 两 项 合 起 来 给 出 的 结果 很 接近 于 式 (21. 24). 

关于 这 一 点 我 们 可 以 这 样 来 认识 : 当 7 小 时 , (z 一 re) 与 上 相差 无 几 ,因而 可 以 把 式 
(21. 23) 中 的 方 括号 展开 成 泰勒 级 数 .对 于 第 一 项 ， 


p(t 一 r/c) = p(t) 一 二 十 其 他 ， 
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而 第 二 项 展开 至 r/c 的 同一 级 , 则 为 
万 (一 rc) = p(2). 

当 求 和 时 , 含 ; 的 两 项 互相 抵消 ,而 留 给 我 们 是 非 推迟 电流 也 即 p(t) 一 一 加 上 (r/c)* 级 的 

项 或 更 高 级 的 项 | 如 去 (r/c)* 六 ] ,对 于 ~ 足够 小 以 致 在 时 间 r/c 内 没有 显著 改变 的 情况 ， 


这 些 项 的 贡献 将 是 十 分 微小 的 . 

因此 , 式 (21. 23) 给 出 的 场 很 像 瞬时 理论 中 的 场 一 一 比 带 有 推迟 的 瞬时 理论 要 接近 得 
多 ,推迟 的 一 级 效应 已 被 第 二 项 所 消除 . 该 静态 公式 十 分 准确 ,其 准确 程度 远 比 你 可 能 想到 
的 要 高 . 当然 ,这 补偿 作用 仅 对 接近 源 的 点 才 有 效 .对 于 远离 源 的 点 这 个 修正 变 得 十 分 差 , 因 
为 时 间 延 迟 产生 了 很 大 的 影响 ,所 以 我 们 得 到 重要 的 含 1/r 的 辐射 项 . 

仍然 存在 这 样 的 问题 , 即 算出 电场 并 证 明 它 与 式 (21. 1 ) 相 同 . 对 于 大 的 距离 来 说 我 们 
能 够 看 出 该 答案 将 完全 正确 . 我 们 知道 , 离 源 很 远 、 有 波 传播 的 地 方 ,E 垂直 于 中 ( 而 且 也 垂 
直 于 7), 如 图 21-4 所 示 , 并 且 cB = E. 因此 ,E 与 加 速度 成 正比 ,正如 式 (21. 1 ) 所 料 到 的 
那样 . 

要 完全 得 到 在 所 有 距离 上 的 电场 ,我 们 需要 先 解 出 静电 势 . 当 计 算 4 的 电流 积分 以 获 
得 式 (21. 18) 时 ,就 曾 做 过 这 样 一 种 近似 , 即 把 推迟 项 中 ~ 的 微小 变化 忽略 不 计 . 这 对 于 静电 
势 来 说 将 行 不 通 ,因为 这 样 一 来 我 们 获得 1/r 乘 以 电荷 密度 的 积分 , 那 将 是 一 个 常数 . 这 种 
近似 太 粗 糙 了 . 我 们 需要 达到 一 个 较 高 级 的 近似 ,但 又 要 避免 直接 在 有 关 较 高 级 近似 的 计算 
中 找 麻 烦 ,我们 还 是 能 够 做 某 一 种 其 他 事情 的 一 一 可 以 利用 已 找到 的 矢 势 从 式 (21. 6) 确 定 
标 势 . 在 我 们 的 情况 下 ,4 的 散 度 只 是 3A./ax 一 一 因为 A. 和 A, 都 恒 等 于 零 . 用 上 面 求 B 的 
同样 办 法 取 微分 ， 


vA 
2 | 一 Pe) - zp(i—r/c) 
re Cr? 
或 者 ,采用 矢量 符号 ， 
V.A=——l, [p+ (r/o) blew or 
4neoc r 


应 用 式 (21. 6) ,我 们 得 到 关于 # 的 方程 ; 


ag_ 1 [Bt (me) Blewe 
at 47eo 


对 于 的 积分 不 过 是 从 每 一 个 p 或 5 中 除去 项 上 的 一 点 ,因而 
$(r, 1) = oe 1 ~ et ler 


Po , 那 当然 是 有 可 能 存在 的 静 场 . 但 对 于 我 们 所 考虑 
的 振荡 偶 极 子 来 说 , 却 不 存在 静 场 . 
现在 我 们 能 够 按照 


(21.25) 
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求 出 电场 E. 由 于 计算 元 长 而 不 直截了当 [只 要 你 记 住 PC 一 xc) 和 它 对 时 间 的 微 商 之 所 以 
与 zx，y，z 有 关 , 是 通过 推迟 时 间 r/c 来 的 ] ,所 以 我 们 将 仅仅 给 出 结果 : 


BK, 到 三 三 pee 一 3 + 二 1B 一 re) x xr]， (21. 26) 
式 中 
忆 ” = pli—r/e) + P(e — me). (21. 27) 


尽管 看 来 它 相当 复杂 ,但 这 个 结果 还 是 容易 解释 的 . 矢量 p* 就 是 已 经 被 推迟 然后 又 对 
推迟 “修正 "的 偶 极 矩 ,因而 带 有 p" 的 两 项 就 恰恰 给 出 当 r 很 小 时 的 静态 偶 极 子 场 [ 见 第 6 
章 式 (6. 14)]. 当 7r 大 时 , 含 p 的 项 占 了 优势 ,而 电场 正比 于 电荷 的 加 速度 , 且 垂 直 于 7r, 事 实 
上 即 是 指向 六 在 垂直 于 r 的 平面 上 的 投影 . 

这 一 结果 与 我 们 应 用 式 (21. 1) 所 能 得 到 的 结果 相符 . 当然 , 式 (21. 1) 会 更 加 普遍 , 它 适 用 
于 任何 运动 ,而 式 (21. 26) 则 仅仅 适用 于 推迟 时 间 r/c 对 于 整个 源 都 可 以 认为 是 一 常数 的 那 种 
小 的 运动 . 无 论 如 何 ,我 们 现在 已 提供 了 整个 以 前 有 关 光 学 讨论 的 基础 (除了 某 些 在 第 1 卷 第 
36 章 中 曾经 讨论 过 的 内 容 以 外 ) ,因为 这 种 讨论 全 都 与 式 (21. 26) 中 的 末 项 有 关 . 接 下 来 我 们 将 
讨论 如 何 才能 得 到 迅速 运动 的 电荷 的 场 (引导 至 第 1 卷 第 34 章 中 的 相对 论 性 效应 ). 


§21-5 运动 电荷 的 势 ; 李 纳 和 维 谢 尔 通 解 


在 上 一 节 , 由 于 我 们 仅仅 考虑 低速 的 情况 ,所 以 在 计算 4 的 积分 时 做 了 简化 . 但 在 这 样 
做 时 我 们 遗漏 了 一 个 要 点 ,而 这 一 点 也 正 是 容易 出 错 的 地 方 . 因此 ,现在 我 们 将 对 一 个 以 任 
何方 式 一 一 甚至 以 相对 论 性 速度 一 一 运动 的 点 电荷 的 势 进行 计算 . 一 旦 有 了 这 个 结果 ,我 们 
便 将 拥有 关于 电荷 的 整个 电磁 学 . 这 时 就 连 式 (21. 1) 也 可 以 通过 取 微 商 而 推导 出 来 . 由 于 故 
事 将 是 完整 的 ,所 以 请 耐心 听 下 去 . 

让 我 们 尝试 计算 由 一 个 不 管 以 任何 方式 运动 的 点 电荷 (诸如 一 个 电子 ) 在 点 (z，y，z) 
上 所 产生 的 标 势 &1) ,所谓 “点 "电荷 我 们 指 的 是 一 个 十 分 微小 的 电荷 球 ,可 以 缩小 到 任意 
程度 ,并 带 有 电荷 密度 p(x+,y, z) ,我 们 可 以 由 式 (21. 15) 求 得 $: 


#$(1, 1) = | 0(2,.t—r/o) dy,. (21. 28) 


答案 似乎 应 该 是 一 一 而 几乎 每 个 人 最 初 总 会 认为 一 一 o 对 整个 这 样 一 个 “点 "电荷 的 积分 恰 
好 就 是 其 总 电荷 9, 因 而 


$1, 4) = 二 了 ( 错 了 ). 
No ri 
对 于 ri ,我们 指 的 是 在 推迟 时 刻 (1 一 meXe) 从 电荷 所 处 位 置 点 (2) 至 点 (1) 的 矢 径 . 但 这 个 


式 子 是 错 的 . 
正确 的 答案 是 
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Nl (21. 29) 
式 中 vw 为 平行 于 即 指向 点 (1) 的 电荷 速度 分 量 . 现在 要 向 你 们 解释 其 中 原因 . 为 
使 论证 易于 接受 ,我 们 将 先 对 一 个 具有 小 立方 体形 状 而 以 速率 v 朝向 点 (1) 运 动 的 "点 "电荷 
进行 计算 ,如 图 21-5(a) 所 示 . 令 该 立方 体 的 每 边 长 度 为 ec, 我 们 假定 它 比 mm*( 即 从 电荷 中 心 
至 点 (1) 的 距离 ) 要 小 很 多 很 多 . 
现在 计算 式 (21.28) 的 积分 ,我 们 将 回 到 基本 原理 上 去 ;将 它 写成 求 和 式 


} ea, (21. 30) 


其 中 x; 是 从 点 (1) 至 第 i 个 体积 元 AV, 的 距离 ,而 p; 则 是 在 1; = 1 一 ri/c 时刻 AV, 处 的 电荷 
密度 . 由 十 始终 7; > a, 因而 把 AV; 取 为 垂直 于 rz 的 一 个 矩形 薄片 将 是 方便 的 ,正如 图 
21-5(b) 所 示 . 


AK, 


r (1) 
sles 
(b) 


图 21-5 (a)“ 点 "电荷 一 一 视 作 一 个 小 立方 体 的 电荷 分 布 一 一 以 速率 v 朝 
着 点 (1) 运 动 ;(b) 用 来 计算 势 的 体积 元 AV, 


设 我 们 事先 假定 每 一 体积 元 AV, 的 厚度 w 远 小 于 a ,于 是 单独 的 体积 元 看 来 就 像 图 
21-6(a) 所 示 的 那样 ,其 中 已 放 上 了 比 完全 覆盖 电荷 还 要 多 的 体积 元 . 但 我 们 却 还 没有 把 电 
荷 表 示 出 来 ,而 这 是 有 充分 理由 的 .我们 应 该 把 它 画 在 哪里 呢 ? 对 于 每 一 体积 元 AV; 来 说 ， 
必须 在 4 = (i 一 r/c) 的 时 刻 取 p, 但 由 于 电荷 正在 运动 ,因此 对 每 个 体积 元 AV, 来 说 它 处 在 
不 同 的 位 置 ! 

让 我 们 说 ,我 们 从 图 21-6(a) 中 标明 为 “41” 的 体积 元 开始 ,该 体积 元 是 这 样 选取 的 , 即 在 
4 三 (t 一 rive) 时 刻 电 荷 的 “后 " 端 占据 着 AV, ,如 图 21-6(b) 所 示 . 然后 当 我 们 计算 mAV， 
时 ,就 必须 用 到 在 稍微 迟 一 点 的 时 刻 ti。 = (t 一 r/c) 的 电荷 位 置 ,这 时 电荷 所 处 位 置 如 图 
21-6(c) 所 示 . 对 于 AV: ，AV, 等 等 ,可 依 此 类 推 ,现在 就 能 算出 那个 和 了 . 

由 于 每 个 AV; 的 厚度 为 ww, 所 以 它 的 体积 为 wa?. 于 是 与 电荷 分 布 重 释 的 每 个 体积 元 含 
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图 21-6 对 一 个 运动 电荷 的 
p(t 一 r/c)dV 进行 积分 


有 电量 wa?p, 其 中 p 为 立方 体内 的 电荷 密度 一 一 
我 们 认为 它 是 均匀 的 . 当 电 荷 至 点 (1) 的 距离 很 大 
时 ,通过 令 一 切 位 于 分 母 上 的 x 都 等 于 某 一 平均 
值 ,如 令 等 于 该 电荷 中 心 的 推迟 位 置 ,那么 我 
们 这 样 做 造成 的 误差 将 是 可 以 忽略 的 . 于 是 式 
(21. 30) 的 总 和 便 是 


r 


在 这 里 ,AVw 就 是 如 图 21-6(e) 所 示 的 、 与 电荷 分 
布 重合 的 最 后 那 一 个 AV:. 于 是 总 和 显然 是 


wr 


a 


现在 pa’ 恰好 就 是 总 电荷 9, 而 Nw 则 是 如 图 
21-6(e) 所 示 的 那个 长 度 b. 因此 我 们 有 


二 
» 3 ls ) 
4 是 什么 ? 它 是 立方 体 电荷 的 边 长 再 加 上 


二 (ft 一 m/c) 与 ty 二 (t 一 rv/c) 之 间 电 荷 移动 的 
距离 一 一 这 就 是 在 如 下 时 间 内 


Af 一 加 一 所 SR (ri 一 rN)Xc 一 bc 


电荷 所 行经 的 距离 . 由 于 电荷 的 速率 为 w, 所 以 经 


(21. 31) 


过 的 距离 为 vAt = vb/c, 但 长 度 46 却 是 这 个 距离 加 上 4a， 


b=at2b. 
解 出 0, 得 


= 
4 1 一 wec” 


当然 ,所 谓 v, 我 们 指 的 是 在 推迟 时 刻 二 = (t 一 r/c) 的 速度 ,这 可 以 通过 写成 (1 一 w/c)ma 
而 指明 出 来 ,因此 关于 势 的 方程 式 (21. 31) 就 变 成 


Q 1 
Was 4ror (1— vce)ma” 
这 一 结果 与 我 们 上 面 的 断言 即 式 (21. 29) 相 符 . 这 里 存在 一 个 修正 项 , 它 是 由 于 积分 “ 扫 过 该 
电荷 "时 电荷 正在 运动 引起 的 . 当 电 荷 朝 着 点 (1) 运 动 时 , 它 对 该 积分 的 贡献 增加 了 一 个 比值 
6b/a. 因此 ,正确 的 积分 就 是 g/r 乘 以 6/a, 后 者 即 是 1/(1 一 v/c)wxg. 
如 果 电 荷 速度 方向 并 非 朝 着 观察 点 (1) , 那 就 可 以 看 出 ,重要 的 只 是 朝 着 点 (1) 的 速度 分 
景 . 把 这 个 速度 分 量 称 为 v,, 则 修正 因子 为 1/(1 一 v,/c)ws. 并 且 , 对 于 任何 形状 一 一 不 一 定 
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是 立方 体 一 一 的 电荷 分 布 ,我 们 做 过 的 分 析 按 完全 相同 的 方式 进行 . 最 后 ,由 于 电荷 的 “大 
小 "a 并 未 进入 最 终 的 结果 ,所 以 当 把 电荷 缩小 至 任何 尺寸 一 一 甚至 缩小 成 一 点 时 ,上 述 结 
果 间 样 成 立 . 对 于 一 个 以 任意 速度 运动 的 点 电荷 ,普遍 的 结果 是 标 势 为 

= (21. 32) 


4ner’ (1 i V/AC ) 推 过 


这 个 式 子 往 往 写 成 等 效 的 形式 : 


$(1, 1) = (21. 33) 


2 
dreo(r—y° r/c)ama ” 


式 中 r 是 从 电荷 指向 正在 计算 #$ 的 那个 点 (1) 的 矢量 ,而 所 有 在 括号 内 的 量 都 必须 是 它们 在 
推迟 时 刻 := 1 一 r/c 的 值 . 

当 我 们 由 式 (21. 16) 计 算 有 关 ~- 个 点 电荷 的 势 和 4 时 ,同样 的 事情 也 会 发 生 . 电流 密度 为 
pv, 而 对 p 的 积分 与 刚才 求 $ 时 相同 . 所 以 矢 势 为 


ee 
droc: (r—v* r/c)waa 


有 关 点 电荷 的 势 最 初 是 由 李 纳 和 维 谢 尔 导出 的 ,因而 被 称 为 李 纳 - 维 谢 尔 势 . 

要 把 这 一 环节 接 回 到 式 (21.1) 上 去 ,只 需 从 这 些 势 算出 E 和 B( 利 用 B= 一 VxXA 和 
E 一 一 Vg 一 34/at ). 现在 这 仅 是 个 算术 问题 . 然而 ,这 项 算术 相当 繁复 ,所 以 将 不 列 出 所 有 
的 细节 . 也 许 你 会 相信 我 们 所 说 的 话 , 式 (21. 1) 就 同上 面 所 导出 的 李 纳 - 维 谢 尔 势 相 当 *. 


A(l1, 1) = (21. 34) 


$ 21-6 匀速 运动 电荷 的 势 ; 洛 伦 兹 公式 


下 一 步 我 们 希望 应 用 李 纳 - 维 谢 尔 势 于 一 种 特殊 情况 一 一 即 找 出 电荷 沿 一 直线 做 匀 
速 运动 时 所 产生 的 场 ,以 后 再 用 相对 论 原理 来 求 它 . 现在 已 经 知道 , 当 我 们 站 在 电荷 的 静 
止 参照 系 中 时 势 会 怎样 . 当 电荷 在 动 时 , 则 可 以 通过 从 一 个 参照 系 到 另 一 个 参照 系 的 相 
对 论 性 变换 把 每 样 东西 都 算出 来 . 但 相对 论 起 源 于 电 和 磁 的 理论 . 洛 伦 兹 变换 式 (第 1 
卷 第 15 章 ) 是 洛 伦 兹 在 研究 电 和 磁 的 方程 式 时 发 现 的 , 为 了 使 你 能 够 理解 事情 的 由 
来 ,我 们 希望 证 明 麦 克 斯 韦 方程 组 确 会 导致 洛 伦 效 变 换 . 我 们 从 直接 按照 麦克 斯 韦 方 
程 组 的 电动 力学 来 计算 一 个 匀速 运动 电荷 的 势 开 始 .我 们 已 经 证 明 ,麦克 斯 韦 方程 组 
对 一 个 运动 电荷 会 导致 曾 在 上 一 节 中 得 到 的 势 . 因此 , 当 我 们 引用 这 些 势 时 ,也 就 是 在 
应 用 麦克 斯 韦 理 论 ， 

设 有 一 个 沿 = 轴 以 速率 v 运动 的 电荷 . 我 们 要 求 出 如 图 21-7 所 示 的 点 P(z，y，z) 的 
势 , 如 果 := 0 时 电荷 处 在 原点 , 则 在 时 刻 :该 电荷 已 处 于 zx = vi, y = z= 0 的 点 .可 是 ,我 
们 所 必须 知道 的 却 是 在 推迟 时 刻 


* 如 果 你 有 大 量 纸张 和 时 间 ,就 可 以 自己 试 试 将 它 算出 来 . 那么 ,我 们 要 提出 两 个 建议 :首先 ,不 要 忘 
记 对 x* 取 微 商 很 复杂 ,因为 它 是 :的 函数 . 其 次 ,不 要 试图 导出 式 (21. 1) ,而 是 要 算出 其 中 所 有 各 种 微 商 , 然 
后 同 你 从 式 (21. 33) 和 (21. 34) 的 势 所 获得 的 EE 比较 . 
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1 =t—— (21. 35) 
C 


电荷 的 位 置 , 式 中 ~ 为 从 该 推迟 时 刻 
的 电荷 位 置 至 P 点 的 距离 . 在 这 一 较 
早 时 刻 志 ,电荷 位 于 工 = vt 处 ,因而 
r = (rz—vt')’+y 二 +z. 
(21. 36) 
为 求 得 x 或 才 , 得 将 这 个 方程 同 式 
E (21. 35) 结合 起 来 . 首先 ,通过 式 
图 21-7 求 出 一 个 沿 z 轴 以 匀速 运动 的 电荷 在 P 点 的 势 ” (21. 35) 解 出 x 并 代入 式 (21. 36) 中 把 
r 消去 ,然后 对 两 边 平方 得 到 
(tt) 一 (一 ut) 十 到 十 于， 
这 是 关于 的 一 个 二 次 方程 . 把 那些 平方 的 二 项 式 都 展开 ,并 把 含 立 的 相似 项 收集 起 来 , 则 
可 得 


“推迟 ”位 置 
(在 =cr yc) 


了 


[2]， 


(Te) —2(rv—ct)t t+r+y +z— (4d):=0. 


(1 至 j = :一旦 一 (zw + (1 一 要)(y +2). (21. 37) 
为 求 得 ” ,就 得 把 这 个 “的 表示 式 代 入 下 式 : 
r 一 c(t 一 六 )， 


现在 我 们 准备 由 式 (21. 33) 来 求 风 由 于 ”是 恒 量 ,所 以 这 个 式 子 变 成 


1 
gz y, z, 1) = -i -  . 
(m1 ) 4reo r —y. r/c 


由 此 解 出 z， 


(21. 38) 
v 在 r 方向 的 分 量 为 v(x 一 vi )/r', 因而 v* rr 正好 是 v(x 一 wt') ,而 整个 分 母 为 

cd 一 站 一 2z 一 ai)= 咯 一 嗓 一 (1 至) 
代入 来 自 式 (21.37) 中 的 (1 一夫 Ac) 对 于 % 我 们 获得 


gz yz 1 = 2 一 -一 一. 
4rreo 
slept (1-5 + 


如 果 我 们 将 上 式 重新 写成 下 式 , 则 更 易于 理解 ; 


gz， y, z, 1) = 各- 2 一 -一 一 一 -一 一 一 . (21. 39) 
由 ,一 天- _YZ 一 zf 3 2 
[( 了 二 | 十 y + | 
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矢 势 4 是 有 附加 因子 we: 的 相同 的 表示 式 : 


从 式 (21. 39) 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 洛 伦 效 变换 的 起 源 . 要 是 该 电荷 位 于 它 本 身 的 静止 
参照 系 中 的 原点 , 则 它 的 势 应 该 为 


a 
4re [zi 二 y 十 zi] 


由 于 我 们 是 在 一 个 运动 参照 系 中 对 它 进 行 观察 的 ,因而 好 像 坐 标 应 该 通过 下 列 式 了 进行 变换 : 


p(x, y, z) = 


st 


VI— w/e 


VW Ws 


Ee 


ZZ— 2, 


那 正好 就 是 洛 伦 效 变换 ,而 我 们 刚才 所 做 的 实质 上 也 还 是 洛 伦 兹 发 现 它 时 所 用 过 的 方法 . 

不 过 ,出 现 于 式 (21. 39) 前 面 的 那个 附加 因子 /V1 一 Ve 又 是 怎么 一 回 事 呢 ? 另外 ， 
若 在 粒子 的 静止 参照 系 中 矢 势 4 处 处 为 零 , 则 它 在 运动 坐标 系 中 表现 成 什么 ” 我 们 不 久 将 
要 证 明 ,A 和 $ 在 一 起 构成 一 个 四 元 失 量 , 像 粒 子 的 动量 p 和 总 能 量 U 那样 . 式 (21. 39) 中 
那个 附加 因子 /V1 一 加 Ve 就 是 当 人 们 在 变换 一 个 四 元 矢量 的 分 量 时 总 会 出 现 的 同样 的 
因子 一 一 就 像 电 荷 密度 变换 成 pf V1 一 w/e 那样 .事实 上 ,由 式 (21.4) 和 (21. 5) 就 几乎 可 
以 明显 地 看 出 ,A 和 4# 是 一 个 四 元 矢量 的 分 量 ,因为 我 们 已 在 第 13 章 中 证 明 j 和 p 是 一 个 
四 元 矢量 的 分 量 . 

以 后 我 们 还 将 更 详细 地 考虑 有 关 电 动力 学 方面 的 相对 论 ; 这 里 只 希望 向 你 们 表明 ,麦克 
斯 韦 方程 组 如 何 自然 地 导致 洛 伦 兹 变换 . 这 样 , 当 你 发 现 电 和 磁 的 规律 已 经 符合 爱 因 斯 坦 的 
相对 论 时 ,将 不 会 感到 谋 异 . 我 们 无 需 像 对 牛顿 力学 定律 所 必须 做 的 那样 去 加 以 “修补 ”. 
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$ 22-1 阻 抗 


在 本 课程 中 ,我 们 的 大 部 分 工作 目的 在 于 与 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 相 联系 . 在 以 上 两 章 
中 , 曾 讨论 了 这 些 方程 的 重要 结果 . 我们 已 经 清楚 ,那些 方程 含有 以 前 所 算出 的 一 切 静 态 现 
象 , 以 及 在 第 1 卷 中 就 已 相当 详尽 地 谈 及 的 那些 有 关 电磁 波 和 光 的 现象 . 麦克 斯 韦 方 程 组 给 
出 上 述 两 方面 的 现象 ,这 些 现象 取决 于 人 们 所 计算 的 场 是 靠近 电流 和 电荷 还 是 远离 它们 . 对 
于 中 间 的 区 域 则 没有 什么 有 意义 的 东西 可 说 ,那里 并 未 出 现 什 么 特殊 现象 . 

然而 ,在 电磁 学 中 还 有 几 个 课题 有 待 我 们 去 处 理 .我们 将 要 讨论 有 关 相对 论 和 麦克 斯 韦 
方程 组 的 问题 一 一 即 当 人 们 相对 于 运动 坐标 系 而 观望 那 麦 克 斯 韦 方程 组 时 所 发 生 的 情况 ， 
以 及 关于 在 电磁 系统 中 的 能 量 守恒 问题 ,还 有 关于 材料 电磁 性 质 的 广泛 课题 . 迄今 为 止 , 除 
了 对 于 电介质 的 特性 有 过 一 点 研究 以 外 ,我 们 只 讨论 过 自由 空间 中 的 电磁 场 . 而 且 , 尽 管 在 
第 1 卷 中 我 们 已 相当 详尽 地 谈 及 光学 的 课题 ,但 还 有 几 件 事 情 我 们 很 想 从 场 方程 的 观点 出 
发 重新 讨论 . 

特别 是 要 重新 考虑 有 关 折 射 率 的 课题 ,尤其 是 关于 稠密 材料 方面 的 问题 . 最 后 ,还 要 考 
虑 与 局 限于 一 有 限 空间 区 域 里 的 波 相 联系 的 现象 . 我 们 过 去 曾 在 研究 声波 时 简单 接触 过 这 
类 问题 . 麦克 斯 韦 方程 组 也 导致 表示 电场 和 磁场 约束 波 的 那些 解 . 我 们 将 在 以 后 某 些 章节 中 
考虑 这 一 具有 重要 技术 应 用 的 课题 . 为 了 引导 到 该 课题 上 去 ,我 们 将 从 考虑 低频 时 的 电路 特 
性 着 手 . 然后 就 可 对 下 述 两 种 情况 进行 比较 :一 种 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 准 静 态 近似 适用 的 情 
况 , 而 另 一 种 则 是 高 频 效 应 占 优势 的 情况 . 

因此 ,我 们 就 将 从 上 面 几 章 中 那 措 峨 而 险峻 的 高 峰 降 回 到 相对 低 水 平 的 电路 课题 上 
来 . 然而 将 会 见 到 ,即使 这 么 一 个 世俗 课题 ,只 要 足够 详细 地 加 以 考察 ,也 能 发 现 它 包含 极 大 
的 复杂 性 . 

我 们 已 在 第 1 卷 第 23 和 25 两 章 中 讨论 过 电路 的 某 些 性 质 . 现在 再 来 重复 其 中 某 些 内 
容 ,但 会 详细 得 多 . 我 们 将 再 度 只 同一 些 线性 系统 和 全 都 按 正弦 形式 变化 的 电压 和 电流 打 交 
道 ,这 时 ,应 用 第 1 卷 第 22 章 中 所 描述 的 那 种 指数 函数 符号 ,就 可 应 用 复数 来 表示 所 有 的 电 
压 和 电流 . 于 是 ,一 个 随时 间 变 化 的 电压 V(z) 就 将 被 写成 


V( = V ew, (22. 1) 
式 中 六 代表 一 个 与 : 无 关 的 复数 . 当然 ,实际 上 随时 间 变 化 的 电压 V(z) 是 由 上 式 右 边 的 复数 
函数 的 实 部 给 出 的 . 


同样 ,所 有 其 他 随时 间 变 化 的 量 也 都 将 被 视 作 以 相同 的 频率 w 按 正 弦 形式 变化 . 因此 ， 
我 们 写 出 
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下 三 个 er: (电流 )， 
EC 一 人 eu (电动 势 )， (22. 2) 
EEem (电场 )， 


等 等 . 
多 半 时 间 我 们 将 用 V, I，6…( 而 不 是 用 ,个 ,全 …) 来 写 出 方程 ,但 得 记 住 ,时 间 变 化 
是 由 式 (22. 2) 给 出 的 . 

在 以 往 的 电路 讨论 中 曾经 假定 , 像 电 感 .电容 和 电阻 这 种 东西 你 们 都 已 熟悉 . 现在 要 来 
稍微 详尽 地 看 看 这 些 所 谓 理想 电路 元 件 指 的 是 什么 .我 们 将 从 电感 开始 . 

电感 是 这 样 制 成 的 , 即 把 许多 茵 的 导线 绕 成 一 个 
线圈 形式 ,并 从 其 两 端 接 至 距离 线圈 相当 远 的 接头 上 / 
去 ,如 图 22-1 所 示 . 我 们 要 假定 ,由 线圈 中 电流 所 产生 
的 磁场 并 未 强烈 地 向 外 扩展 到 全 部 空间 ,从 而 与 电路 
的 其 他 部 分 发 生 相 互 作用 ,通常 可 以 这 样 安排 ,把 线圈 
绕 成 一 个 环形 的 式样 ,或 把 线圈 绕 在 某 一 块 适当 的 铁 
芯 上 ,从 而 约束 磁场 ,或 通过 把 线圈 放 在 某 一 个 适当 的 
金属 盒 之 内 ,如 图 22-1 所 简略 指明 的 那样 . 在 任何 情 ， 
况 下 ,我 们 都 假定 ,在 端点 a 和 6 附近 的 外 部 区 域 里 仅 
有 微不足道 的 磁场 . 我 们 也 要 假定 ,可 以 忽略 线圈 导线 
里 的 任何 电阻 .最 后 ,还 将 假定 ,那些 出 现在 导线 表面 
上 用 以 建立 电场 的 电荷 量 是 可 以 忽略 的 . 

具备 了 所 有 这 些 近 似 性 ,就 可 以 有 一 个 所 谓 “ 理 
想 " 电 感 (以 后 我 们 还 会 回 过 头 来 讨论 在 实际 电感 中 所 发 生 的 事情 ). 对 于 理想 电感 ,我 们 说 
它 的 端 路 电压 等 于 L(d1/dz). 现在 来 看 看 为 什么 会 这 样 ? 当 有 电流 通过 电感 时 ,正比 于 这 
个 电流 的 磁场 在 线圈 内 部 便 建立 了 起 来 . 若 电流 随时 间 变 化 , 则 这 磁场 也 会 变化 . 一 般 说 来 ， 
的 旋 度 等 于 dB/di; 或 者 换 句 话 说 ,E 环绕 任何 闭合 路 径 的 线 积分 等 于 穿 过 该 回路 B 通 最 
的 变化 率 的 负 值 . 现在 假设 我 们 考虑 下 述 路 径 : 由 端点 a 开始 沿线 圈 ( 总 是 保持 在 导线 之 内 ) 
抵达 端点 5, 然后 在 该 电感 外 面 的 空间 经 过 空气 从 端点 5 回 到 端点 a. EE 环绕 这 一 闭合 路 径 
的 线 积分 可 以 写成 两 部 分 之 和 : 


图 22-1 电感 


惩 .= | Erdst [ Eras. (22. 3) 
经 由 线 转 线 围 外面 
正如 以 前 已 经 了 解 的 ,在 一 理想 导体 内 部 不 可 能 有 电场 (最 微小 的 场 都 可 能 产生 无 限 大 的 电 
流 ). 因此 ,从 a 至 5 经 由 线圈 的 积分 等 于 零 .E 线 积分 的 整个 贡献 都 是 来 自 该 电感 外 面 从 5 
至 a 的 那 一 段 路 径 . 既然 我 们 已 经 假定 ,在 该 “盒子 ”外面 的 空间 里 不 存在 磁场 , 则 这 部 分 积 
分 就 与 所 选取 的 路 径 无 关 , 因 而 我 们 可 以 对 两 端的 电势 下 定义 . 这 两 端 电 势 的 差 就 是 所 谓 的 
电压 差 或 简称 为 电压 V, 因 而 我 们 有 


V = 一 "ds =—4E .ds. 


这 整个 线 积分 以 前 曾 称 为 电动 势 6, 当然 也 就 等 于 线圈 里 磁 通 量 的 变化 率 . 我 们 早已 明 
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白 ,这 一 电动 势 与 电流 的 负 变 化 率 成 正比 ,因而 就 有 


=—6=Ld 
Y == 


式 中 世 是 线圈 的 自 感 . 由 于 dI/dit = iwl, 所 以 我 们 有 
V 一 ioLT. (22. 4) 


描述 理想 电感 的 方法 ,举例 说 明了 解决 其 他 理想 电路 元 件 一 一 通常 称 作 “ 集 总 ”元 
件 一 一 的 一 般 方法 . 这 些 元 件 的 性 质 完全 由 出 现在 两 端点 处 的 电流 和 电压 来 描述 . 通过 做 些 
适当 近似 ,就 有 可 能 忽略 那些 出 现在 物体 内 部 的 场 的 巨大 复杂 性 ,在 内 部 与 外 部 发 生 的 事情 
之 闻 划 清 了 界限 . 
对 于 一 切 电路 元 件 ,我 们 都 会 找到 一 个 像 式 (22. 4) 那 样 的 关系 式 ,其 中 电压 正比 于 电 
流 ,而 其 比例 常数 一 般 说 来 都 是 一 复数 . 这 个 复 值 比例 系数 称 为 阻抗 ,并 通常 写 为 z( 不 要 同 
z 坐标 混淆 起 来 ). 它 一 般 是 频率 w 的 函数 .因此 ,对 于 任何 集 总 元 件 来 说 就 可 以 写 出 
了 = = (22. 5) 
对 于 电感 则 有 
z( 电 感 ) = zL = iwL. (22. 6) 


现在 让 我 们 从 同样 观点 来 看 看 电容 “ . 一 个 电容 器 包括 两 块 导 电 板 ,并 各 自 引出 导线 至 
适当 的 终端 . 这 两 块 板 可 以 有 任何 形状 ,并 且 通 常 由 某 种 介 电 材料 隔 开 . 我 们 大 略 地 把 这 样 
一 种 情况 画 在 图 22-2 上 ,再 做 出 几 个 简化 假定 . 首 

先 , 假 定 板 和 导线 都 是 理想 导体 . 其 次 ,假定 两 板 间 

4 的 绝缘 相当 完美 ,以 致 不 会 有 电荷 能 够 通过 该 绝缘 
\ 物质 从 一 板 流 至 另 一 板 . 再 其 次 ,假定 这 两 块 导体 


~ 


互相 靠近 但 远离 其 他 一 切 导体 ,以 致 所 有 离开 其 中 
一 板 的 场 线 都 将 终结 在 另 一 板 上 . 这 样 ,在 两 板 上 
” ， 的 电荷 就 将 永远 等 量 异 号 ,而 在 板 上 的 电荷 比 起 那 
些 在 接线 表面 上 的 要 多 得 多 . 最 后 ,我 们 假定 在 该 

电容 器 附近 不 会 有 磁场 
现在 设想 考虑 下 环绕 下 述 回路 的 线 积分 , 即 从 
。 ”端点 a 开始 , 沿 导线 内 部 达到 该 电容 器 的 上 板 , 然 
后 越过 两 板 之 间 的 空间 ,又 从 下 板 通过 导线 而 到 达 
本 端点 5, 并 在 电容 器 外 面 的 空间 返回 到 端点 a. 由 于 


1 


* 有 些 人 说 ,我 们 应 该 用 “电感 器 "和 “电容 器 "这 种 名 称 来 称呼 那些 东西 ,而 用 “电感 "和 “所 容 " 称 呼 它 
们 的 性 质 (与 “电阻 器 "和 “电阻 " 相 类 似 ). 但 我 们 宁愿 采用 你 将 会 在 实验 室 里 听 到 的 那些 名 称 . 大 多 数 人 对 
于 一 个 具体 线圈 及 其 自 感 工 两 者 都 仍 说 成 是 “电感 ”至 于 “电容 器 "(capacitor) 一 词 似乎 已 很 吃香 一 一 尽管 
仍 相当 经 常 地 听 到 另外 一 个 “电容 器 "名 称 (condenser) 而 大 多 数 人 仍 比 较 喜 欢 用 “电容 ”(capacity) ,其 
于 用 “电容 "(capacitance). 
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没有 磁场 ,所 以 EE 绕 这 个 闭合 路 径 的 线 积分 就 是 零 . 这 个 积分 可 以 分 成 三 部 分 : 


息 .as = J E. ds Ph [ E .ds. (22.7) 
褒 闭 导线 在 两 板 癌 外 曾 优 间 


沿 导线 的 积分 为 零 ,因为 在 理想 导体 里 不 存在 电场 . 在 电容 器 外 面 从 5 至 a 的 积分 等 于 在 两 
端点 间 的 电势 差 的 负 值 . 由 十 我 们 设想 这 两 块 板 总 是 孤立 于 世界 上 其 他 部 分 的 , 故 在 这 两 块 
板 上 的 总 电荷 就 必须 为 零 ; 如 果 上 板 有 电荷 Q, 则 在 下 板 会 有 相等 而 相反 的 电荷 一 Q. 以 前 
我 们 已 知道 , 若 两 导体 拥有 相等 而 相反 的 电荷 , 即 正 负 Q, 这 两 板 间 的 电势 差 就 会 等 于 Q/C， 
其 中 CC 称 为 这 两 个 导体 的 电容 .根据 式 (22.7),a 和 6 两 端点 闻 的 电势 差 等 于 两 板 间 的 电势 
差 . 因而 我 们 有 


_Q 
V= 人 : 
从 端点 a 进入 (并 从 端点 5 离开 ) 电 容器 的 电流 I 等 于 dQ/di, 即 板 上 电荷 的 变化 率 . 把 
dV/dt 写 成 iwV 后 , 便 可 按照 如 下 方式 写 出 电容 器 的 电压 与 电流 的 关系 : 
SS 
iwV 一 Cr 
亦 即 
I 
V= wc (22. 8) 
这 样 ,电容 器 的 阻抗 z 为 
z( 电 容器 ) = zc = 二 (22.9) 


我 们 要 考虑 的 第 三 种 元 件 是 电阻 . 可 是 ,由 于 还 没有 讨论 过 实际 材料 的 电学 性 质 , 所 以 
我 们 不 准备 谈论 在 真实 导体 内 部 发 生 的 事情 . 因此 ,只 好 接受 这 样 一 个 事实 , 即 在 真实 材料 
内 部 会 有 电场 存在 ,而 这 些 电场 能 够 引起 电荷 流动 一 一 也 就 是 说 ,产生 了 电流 一 一 并 且 这 个 
电流 与 电场 从 导体 的 一 端 至 另 一 端的 积分 成 正比 . 然后 ,我们 设想 一 个 按照 简 图 22-3 建立 
起 来 的 理想 电阻 . 两 条 被 认为 由 理想 导体 构成 的 导线 分 别 从 a 点 与 5 点 连接 至 一 根 电阻 性 
材料 棒 的 两 端 . 根据 我 们 常用 的 论证 方法 ,两 端点 a 和 


6 间 的 电势 差 等 于 外 电场 的 线 积分 ,而 这 也 等 于 通过 电 < 

阻 性 材料 棒 的 电场 的 线 积分 . 从 而 得 出 通过 该 电阻 的 

电流 了 与 端 电 压 V 成 正比 : 4 

_V 
了 一 元， 有 

式 中 R 称 为 电阻 . 以 后 我 们 还 将 看 到 ,对 于 实际 导电 

材料 ,电流 与 电压 间 的 关系 只 近似 为 线性 . 我 们 也 将 

看 到 ,这 一 近似 的 正比 性 只 有 当 频 率 不 太 高 时 才 被 预 
~ Lb 
1 


期 与 电流 和 电压 的 变化 频率 无 关 . 于 是 ,对 交 变 电流 
来 说 ,跨越 电阻 的 电压 与 电流 同 相 位 ,这 意味 着 该 阻 
抗 是 实数 : 图 22-3 电阻 
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z( 电 阻 ) = zr = 及 . (22. 10) 


关于 三 种 集 总 电路 元 件 一 一 电感 .电容 和 电阻 一 的 上 述 结果 ,我 们 将 其 概括 在 图 22-4 
中 . 在 该 图 中 ,以 及 在 上 面 那些 图 中 ,我 们 都 用 一 个 从 一 端 指向 另 一 端的 箭头 来 表明 电压 . 如 
果 电 压 是 正 的 一 -也 就 是 说 ,端点 a 比 端点 处 于 
较 高 的 电势 一 那么 该 箭头 便 指向 一 个 正 * 电 压 


(a) (b) (c) (d) 


a 


降 ” 的 方向 . 

和 _ 1 尽管 我 们 现在 所 谈 的 是 交流 电 , 但 当然 也 可 通 
)] l 过 取 频 率 w 趋 于 零 的 极限 而 包括 载 有 稳 恒 电 流 电 

0 路 的 特殊 情况 . 对 于 零 频率 一 一 也 即 对 于 直流 一 一 
z-F iwL i Rk ”来 说 ,电感 的 阻抗 趋 于 零 ; 它 变 成 短路 了 . 对 于 直 
了 流 ,电容 器 的 阻抗 趋 于 无 限 大 ; 它 变 成 断路 了 . 由 于 
(被 动 的 或 无 源 的 ) 电阻 的 阻抗 与 频率 无 关 , 所 以 它 是 分 析 一 个 直流 电 


路 时 唯一 遗留 下 来 的 元 件 . 
迄今 为 止 所 描述 过 的 那些 电路 元 件 中 ,电流 与 电压 都 是 相互 成 比例 的 . 倘若 其 中 一 个 等 于 
零 , 男 一 个 也 同时 为 零 .我们 往往 会 这 样 想 :一 个 外 加 电压 是 造成 电流 的 “原因 ”, 或 者 电流 会 引 
起 两 端点 闻 的 电压 ,因此 ,在 某 种 意义 上 ,元 件 是 会 对 所 “ 施 " 的 外 部 条 件 发 生 “ 响 应 "的 . 由 于 这 
一 原因 ,这 些 元 件 便 称 为 被 动 元 件 (或 无 源 元 件 ). 这 样 ,与 它们 形成 对 照 的 是 ,即将 在 下 节 讨 论 
的 \ 作 为 电路 中 的 交 变 电流 或 电压 之 源 的 诸如 发 电机 那 一 类 的 主动 元 件 ( 或 有 源 元 件 ). 


$22-2 发 电 机 


现在 要 来 谈 谈 有 源 电路 元 件 一 一 种 电路 中 电流 和 电压 的 源 一 一 即 发 电机 . 

假定 有 一 个 像 电感 那样 的 线 图 ,只 是 它 的 臣 数 很 少 ,以 致 可 以 忽略 它 本 身 电流 的 磁场 . 
然而 ,这 一 线圈 被 置 于 或 许 由 诸如 旋转 磁铁 所 产生 的 变化 磁场 之 中 ,如 图 22-5 所 示 ( 以 前 就 
知道 , 像 这 样 的 旋转 磁场 也 可 由 通 有 交 变 电流 的 一 组 适当 的 线圈 产生 ). 我 们 必须 再 做 出 几 
个 简化 假定 ,这 些 假定 全 都 与 上 面 对 电 感情 况 所 描述 的 相同 . 特别 是 ,我 们 将 假定 ,该 变化 磁 
场 被 局 限 在 线圈 附近 的 确定 区 域 而 不 会 出 现在 


发 电机 外 面 两 端点 之 间 的 空间 里 . 人 
仔细 地 按照 我 们 曾 对 电感 所 做 的 分 析 , 考 虑 
环绕 如 下 一 个 闭合 回路 对 E 进行 线 积分 , 即 从 端 ( > 5 
点 a 开始 ,经 过 线圈 到 达 端点 6, 并 在 两 端点 之 间 
的 空间 里 返回 到 起 点 . 我 们 再 次 得 出 结论 ,两 端点 (oS r 
间 的 电势 差 等 于 EE 环绕 该 回路 的 总 线 积分 : (SS | 
V= 和 。ds. (| 


这 个 线 积分 等 于 该 电路 中 的 电动 势 ,因而 跨越 发 
电机 两 端点 的 电势 差 V 也 就 等 于 该 线圈 的 在 连 图 22-5 含有 一 个 固定 线 图 和 -个 旋转 
磁 通 量 的 变化 率 : 磁场 的 发 电机 
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V = 一 6 二 后 ( 磁 通 量 ). (22.11) 


对 于 一 部 理想 发 电机 来 说 ,我 们 假定 该 线圈 的 臣 连 磁 通 量 是 由 一 些 外 加 条 件 一 “诸如 旋转 
磁场 的 角速度 一 一 所 确定 的 ,而 无 论 如 何不 受 流 经 发 电机 电流 的 影响 . 
这 样 看 来 ,发 电机 一 一 至 少 是 我 们 现在 所 考虑 的 理想 发 电机 一 一 并 不 是 
一 个 阻抗 ,跨越 它 两 个 端点 的 电势 差 由 任意 给 定 的 电动 势 (1) 所 确定 . 
这 种 理想 发 电机 由 图 22-6 所 示 的 符号 表示 ,小 箭头 代表 电动 势 取 正 什 / 
时 的 方向 ,图 中 发 电机 的 正 电动 势 将 产生 一 个 V = 8 的 电压 ,其 中 a 端 
的 电势 比 5 端 高 . 

还 有 另 一 种 制造 发 电机 的 方法 ,虽然 内 部 很 不 相同 ,但 在 两 端点 以 
外 所 发 生 的 事态 则 与 刚才 所 描述 的 无 法 加 以 区 别 . 假设 有 一 个 金属 线圈 pe 
在 一 固定 的 磁场 中 旋转 ,如 图 22-7 所 示 . 我 们 画 出 一 个 条 形 磁铁 来 表明 
有 磁场 存在 ;当然 , 它 也 可 以 由 任何 其 他 恒定 磁场 源 、 诸 如 一 个 载 有 恒定 电流 的 附加 线圈 来 
代替. 就 像 图 中 所 示 的 那样 ,利用 滑动 接触 或 “ 汇 电 环 "就 可 把 旋转 线圈 同 外 界 的 连接 建立 起 
来 . 我 们 仍然 对 出 现在 a 与 5 两 端点 间 的 电势 差 感 兴趣 ,当然 , 它 就 是 沿 着 发 电机 之 外 一 条 
路 径 从 端点 a 至 端点 5 的 电场 积分 . 


b 


和 三 1 


图 22-7 含有 一 个 旋转 于 一 固定 磁场 中 的 线圈 的 发 电机 


此 刻 在 图 22-7 的 系统 中 不 存在 变化 着 的 磁场 ,因而 我 们 起 初 也 许 会 怀疑 怎么 会 有 任何 
电压 出 现在 发 电机 的 两 端 . 事实 上 ,在 发 电机 内 部 的 任何 一 处 都 没有 电场 . 我 们 照常 假定 , 作 
为 理想 元 件 ,在 其 内 部 的 导线 是 由 理想 的 导电 材料 制 成 的 ,而 正如 我 们 曾经 多 次 说 过 的 那 
样 ,在 一 理想 导体 内 部 电场 等 于 零 . 但 那 是 不 正确 的 . 当 导体 在 一 磁场 中 运动 时 , 它 就 不 正确 
了 .正确 的 说 法 是 ,在 一 理想 导体 内 部 作用 于 任 一 电荷 上 的 合力 必须 为 等 ,否则 就 会 有 自由 
电荷 无 限 大 地 流动 . 所 以 永远 正确 的 是 ,电场 E 加 上 导体 速度 与 磁场 B 的 又 积 一 一 那 就 是 
作用 在 单位 电荷 上 的 合力 一 一 在 导体 内 部 必须 为 零 : 


F=E+vXB =0( 在 理想 导体 中 )， (22. 12) 
式 中 v 代 表 导 体 的 速度 . 只 要 导体 的 速度 " 为 零 , 则 我 们 以 前 关于 理想 导体 内 部 没有 电场 的 
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说 法 是 完全 正确 的 ,不 然 的 话 ,正确 的 说 法 应 由 式 (22. 12) 所 提供 . 
加 到 图 22-7 的 发 电机 上 来 ,我 们 现在 明白 ,通过 发 电机 的 导电 路 径 从 端点 a 至 端点 6 
电场 E 的 线 积分 必定 等 于 在 相同 路 线 上 v X B 的 线 积分 , 即 


WE [ (vx B) . ds. (22. 13) 
在 导体 内 在 导体 内 
可 是 ,这 仍然 是 正确 的 : 即 环绕 一 个 包括 该 发 电机 外 面 从 2 至 a 的 归途 在 内 的 那 条 完整 的 回 
路 EE 的 线 积分 仍 必定 为 零 ,因为 这 里 并 不 存在 变化 的 磁场 . 因此 , 式 (22. 13) 中 的 第 一 个 积 
分 也 就 等 于 VV, 即 两 端点 间 的 电压 . 事实 证 明 , 式 (22. 13) 右 边 的 积分 恰好 就 是 穿 过 该 线圈 的 
通 量 奋 连 数 的 变化 率 ,因而 一 一 根据 通 量 法 则 一 一 等 于 线圈 中 的 电动 势 . 因此 ,我 们 再 度 得 
到 :跨越 两 端点 间 的 电势 差 等 于 该 电路 中 的 电动 势 , 它 与 式 (22. 11) 相 符 . 所 以 ,无 论 是 其 内 
部 磁场 在 一 固定 线圈 附近 变化 着 的 发 电机 ,还 是 其 内 部 线圈 在 一 固定 磁场 中 运动 的 发 电机 ， 
它们 的 外 部 性 质 都 相同 . 有 一 个 电势 差 跨越 两 端点 之 间 , 它 与 电路 中 的 电流 无 关 而 仅仅 取决 
于 该 发 电机 内 部 一 些 任意 给 定 的 条 件 . 
只 要 我 们 试图 从 麦克 斯 韦 方 程 组 的 观点 来 理解 
发 电机 的 作用 ,我 们 也 许 会 问 及 像 手 电 简 电池 那样 
的 普通 化 学 电池 . 这 也 是 一 种 发 电机 , 即 是 一 个 电压 
源 ,尽管 它 只 出 现在 直流 电路 中 . 原理 最 简单 的 一 种 
电池 如 图 22-8 所 示 . 我 们 设想 有 两 块 浸没 在 某 一 种 
化 学 溶液 中 的 金属 板 . 假定 该 溶液 含有 正 的 和 负 的 
离子 . 也 假定 其 中 一 种 离子 (如 负离子 ) 比 那 带 有 异 
号 电荷 的 离子 要 重 得 多 ,以致 它 依靠 扩散 过 程 而 通 
过 溶液 的 运动 慢 得 多 . 其 次 ,我 们 还 假定 ,用 种 种 方 
法 来 安排 使 得 溶液 浓度 从 液体 的 一 部 分 变化 至 另 一 
部 分 ,以 致 两 种 符号 的 离子 在 比方 说 下 板 附 近 的 数 
目 要 远大 于 在 上 板 附 近 . 由 于 正 离子 的 迁移 率 较 大 ， 
它们 便 将 更 快 地 漂移 到 浓度 较 低 的 那 一 个 区 域 里 ,使 得 有 稍微 超额 的 正 离子 到 达 上 板 . 于 是 
上 板 就 将 带 有 正 电 而 下 板 则 有 一 净 负 电荷 . 
当 有 越 来 越 多 的 电荷 扩散 至 上 板 时 ,这 一 块 板 的 电势 就 将 升 高 至 这 样 一 种 程度 , 即 在 两 
板 间 所 引起 的 电场 对 离子 所 施 之 力 恰 好 抵偿 其 超额 迁移 率 , 因 而 电池 中 的 两 极 板 就 迅速 达 
到 一 个 标志 其 内 部 结构 性 能 的 电势 差 . 
正如 上 面 对 于 一 理想 电容 器 所 论证 的 那样 ,我 们 见 到 , 当 不 再 有 任何 离子 扩散 时 ,a 和 6 
两 端点 间 的 电势 差 恰 好 等 于 两 极 板 间 的 电场 的 线 积分 . 当然 ,电容 器 与 这 样 一 个 化 学 电池 之 
闻 是 有 本 质 差别 的 . 倘若 把 电容 器 的 两 端 短路 一 会 儿 , 电 容器 将 会 放电 而 不 再 有 任何 电势 差 
跨越 两 端点 之 间 . 而 在 化 学 电池 的 情况 下 ,电流 却 可 以 继续 从 端点 引出 而 不 致 在 电动 势 上 有 
任何 改变 一 一 当然 一 直到 电池 内 的 化 学 药品 耗 尽 时 为 止 . 在 一 个 实际 电池 中 ,会 发 现 跨越 端 
点 的 电势 差 随 着 从 电池 所 引出 的 电流 增 大 而 降低 . 然而 ,在 保持 已 做 出 的 那 种 抽象 化 情况 
下 ,我们 可 以 设想 一 个 理想 电池 ,跨越 于 端点 间 的 电压 与 电流 无 关 . 这 样 ,一 个 实际 电池 便 可 
视 作 一 个 串联 着 一 个 电阻 的 理想 电池 . 


图 22-8 化 学 电池 
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§ 22-3 ”理想 元 件 网 络 ; 基 尔 霍 夫 法 则 


就 像 上 一 节 中 我 们 曾 见 到 的 ,利用 元 件 外 面 所 发 生 的 事情 来 描述 一 个 理想 电路 元 件 是 
十 分 简单 的 . 电流 与 电压 彼此 线性 地 联系 着 . 可 是 在 元 件 内 部 真正 发 生 的 情况 却 是 非常 复杂 
的 ,凭借 麦克 斯 韦 方程 组 来 给 出 一 个 精确 的 描述 十 分 困难 . 
试想 象 要 对 一 部 含有 数 以 百 计 的 电阻 .电容 和 电感 的 收音 
机 里 面 的 电场 和 磁场 提供 精确 描述 吧 . 要 对 这 样 一 件 事情 
运用 麦克 斯 韦 方程 组 来 加 以 分 析 , 那 会 是 无 法 做 到 的 . 但 通 
过 做 出 曾 在 $ 22-2 中 描述 过 的 多 种 近似 以 及 对 实际 电路 元 
件 的 基本 特点 用 理想 化 的 办 法 加 以 概括 ,对 一 个 电路 用 相 
对 直截了当 的 方法 来 分 析 就 成 为 可 能 的 了 . 现在 我 们 要 来 
说 明 那 是 怎样 进行 的 . 

设 有 一 个 电路 ,含有 一 部 发 电机 和 几 个 互相 连接 在 一 
起 的 阻抗 ,如 图 22-9 所 示 . 按照 我 们 的 近似 条 件 ,在 各 个 电 
路 元 件 的 外 部 区 域 并 没有 磁场 ,因此 环绕 任何 未 曾 通过 任 
何 元 件 的 曲线 EE 的 线 积 分 为 零 . 然后 考虑 由 虚线 所 构成 的 
曲线 工 , 它 完全 围绕 着 图 22-9 中 的 电路 .EE 环绕 这 一 条 曲线 
的 线 积分 由 好 几 部 分 构成 ,每 一 部 分 就 是 从 一 个 电路 元 件 
的 一 端 至 男 一 端的 线 积分 . 这 个 线 积分 已 被 我 们 称 为 跨越 
该 电路 元 件 的 电压 降 ,于 是 整个 线 积分 就 恰好 是 跨越 电路 
中 所 有 元 件 的 电压 降 之 和 : 


图 22-9 环绕 任 一 闭合 路 径 的 
fe .ds = DV,. 。 ”电压 降 之 和 为 零 


由 于 这 一 线 积分 为 零 ,所 以 我 们 得 到 :环绕 整个 电路 回路 的 电势 差 之 和 等 于 零 , 即 


V, 一 0. (22. 14) 


环绕 任 一 回路 


这 一 结果 得 自 麦 克 斯 韦 方程 组 中 的 一 个 方程 一 一 即 在 没有 磁场 的 区 域 里 ,环绕 任 一 闭合 回 
路 EE 的 线 积分 为 零 ， 


假设 现在 考虑 一 个 像 图 22-10 所 示 的 电路 . 连 
接 a, b,c 和 4d 各 端点 的 那 条 水 平 线 是 为 着 表明 这 
些 端点 都 互相 连接 着 ,或 者 它们 都 是 由 电阻 可 以 忽 
略 的 导线 连接 着 . 无 论 如 何 ,这 种 画 法 的 意思 是 :a， 
b,c 及 d 诸 端 点 全 都 处 于 相同 的 电势 ;同样 地 ,e， 
了 ，g 及 hh 诸 端 点 也 都 处 于 共同 的 电势 . 于 是 横 跨 四 
个 元 件 中 每 一 个 的 电压 降 V 都 相同 . 

图 22-10 流入 任 一 个 分 支点 的 电流 现在 我 们 的 理想 化 条 件 之 一 已 经 成 为 ,在 各 阻 
之 和 为 零 抗 的 端点 上 所 积聚 起 来 的 电荷 都 可 以 忽略 . 现在 再 
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进一步 假定 ,任何 连接 各 端点 的 导线 上 的 电荷 也 都 可 以 忽略 . 于 是 电荷 守恒 律 要 求 , 任 何 离 
开 某 个 电路 元 件 的 电荷 都 应 立即 进入 另 一 个 电路 元 件 . 或 者 ,也 同样 可 以 说 ,我 们 要 求 流入 
任何 分 支点 的 电流 之 代数 和 必须 为 零 . 当然 ,所 谓 分 支点 我 们 指 的 是 诸如 a, 5, c,d 等 互相 
连接 着 的 任何 一 组 端点 . 像 这 样 互相 连接 的 一 组 端点 我 们 往往 称 之 为 “节点 ”. 于 是 对 于 
图 22-10 的 电路 ,电荷 守恒 便 要 求 


h—l—h—1l=0. (22. 15) 
进入 由 e, f, g 和 h 四 端点 构成 的 那个 节点 的 诸 电 流 之 和 也 是 零 : 
一 开 十 三 十 有 十 一 0. (22. 16) 


当然 ,这 和 式 (22. 15) 是 一 样 的 . 这 两 个 方程 并 非 互相 独立 . 普遍 的 法 则 是 , 流 进 任 一 个 节点 
的 电流 之 和 必须 为 零 


1, = 0. (22. 17) 
流 进 一 个 节点 


上 面 关 于 环绕 一 个 闭合 回路 的 电压 降 之 和 为 零 的 结论 ,在 一 个 复杂 电路 中 必须 应 用 于 
其 中 任 一 回路 . 并 且 ,有 关 流 进 一 个 节点 的 电流 之 和 为 零 的 结果 对 于 任何 个 节点 也 必然 是 正 
确 的 . 这 两 个 方程 称 为 基 尔 霍 夫 法 则 . 有 了 这 两 个 法 则 ,就 能 够 在 无 论 任何 网 络 中 解 出 其 中 
的 电流 和 电压 . 

现在 假定 考虑 图 22-11 中 那个 更 复杂 的 电路 . 
在 这 一 电路 中 我 们 将 怎样 找 出 其 中 的 电流 和 电压 
呢 ? 可 以 按照 下 述 直 截 了 当 的 办 法 把 它们 求 出 . 分 
别 考虑 出 现在 该 电路 中 的 那 四 个 附属 闭合 电路 ( 例 
如 ,其 中 一 个 回路 从 端点 a 至 端点 b 又 至 端点 e 和 
d 而 返回 到 端点 a). 对 于 每 一 个 回路 ,我 们 写 出 基 
尔 霍 夫 法 则 的 第 一 个 方程 一 一 环绕 每 一 回路 的 电 
压 之 和 为 零 . 必须 记 住 : 若 顺 着 电流 的 方向 行进 , 则 
电压 降 就 算 作为 正 , 但 若 在 经 过 某 一 元 件 时 与 电流 
的 方向 相反 , 则 电压 降 应 算 为 负 ; 并 且 还 必须 记 住 ， 
跨越 一 部 发 电机 的 电压 降 是 在 该 方向 上 电动 势 的 
负 值 . 这 样 , 若 我 们 考虑 那 一 个 从 端点 a 出 发 而 又 
结束 于 其 上 的 小 回路 ,就 会 得 出 如 下 方程 : 

zl 二 zl+zal—® = 0. 


应 用 相同 的 法 则 于 其 余 的 回路 ,我 们 便 会 获得 三 个 


图 22-11 用 基 尔 霍 夫 法 则 来 分 析 电 路 


以 上 同类 型 的 方程 . 
其 次 ,对 于 该 电路 中 每 一 个 节点 ,还 必须 写 出 电流 方程 . 例如 ,对 那些 流入 节点 45 的 电流 
求 和 时 便 会 给 出 方程 
TL-l—I1,=0. 


同 理 , 对 那个 标明 为 e 的 节点 则 会 有 电流 方程 
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图 上 所 表示 的 这 个 电路 总 共有 五 个 这 样 的 电流 方程 . 但 是 ,结果 证 明 ,这 些 方程 中 的 任 一 个 
都 可 从 其 他 四 个 导出 来 ,因此 就 只 有 四 个 独立 的 电流 方程 . 这 样 ,我 们 总 共有 八 个 独立 的 线 
性 方程 :四 个 电压 方程 和 四 个 电流 方程 .有 了 这 八 个 方程 ,就 可 以 解 出 八 个 未 知 电流 . 一 旦 这 
些 电 流 求 出 ,该 电路 便 算 是 已 经 解决 了 . 跨越 每 个 元 件 的 电压 降 由 流 经 该 元 件 的 电流 乘 以 其 
阻抗 而 给 出 (或 者 ,在 有 电压 源 的 情况 下 ,电压 降 是 已 知 的 ). 

我 们 已 见 到 , 当 写 出 电流 方程 时 ,会 获得 一 个 与 其 他 诸 方程 并 不 独立 的 方程 . 一 般 也 可 
能 写 下 太 多 的 电压 方程 , 例如 ,在 图 22-11 的 电路 中 ,虽然 我 们 只 考虑 那 四 个 小 回路 ,但 还 有 
大 量 的 其 他 回路 ,对 它们 也 可 以 写 出 电压 方程 . 例如 ,有 一 个 沿路 径 abcfeda 的 回路 ,还 有 另 
一 个 回路 是 沿 abcfehgda 路 径 . 你 能 够 看 出 ,存在 许多 个 回路 . 在 分 析 一 个 复杂 电路 时 极 易 
于 得 到 太 多 的 方程 . 有 一 些 法 则 会 告诉 你 如 何 处 理 以 便 仅仅 写 下 最 低 限 度数 目的 方程 ,但 往 
往 只 要 略为 思考 一 下 便 能 看 出 该 怎样 去 得 到 形式 最 简单 的 适当 数目 的 方程 . 而 且 , 写 出 一 两 
个 超额 方程 也 没有 什么 妨碍 . 它们 将 不 会 导致 任何 错误 的 答案 ,只 是 或 许 要 做 一 些 不 必要 的 
代数 运算 罢了 . 

在 第 1 卷 第 25 章 中 ,我 们 曾经 证 明 过 ,车 两 阻抗 z, 和 z 互相 串联 , 则 它们 等 价 于 由 下 
式 给 出 的 一 个 单独 阻抗 z,: 

zs = Zi 十 zz。 (22. 18) 


我 们 也 曾 证 明 过 , 若 两 阻抗 并 联 , 则 它们 等 价 于 一 
个 由 下 式 给 出 的 单独 阻抗 zy: 


— _ ZI1Z2 


1 
am 二 LIz zi 十 zo" 


Zp (22. 19) 
你 如 果 回顾 一 下 就 将 会 看 到 ,在 导出 这 些 结果 时 我 
们 实际 上 已 应 用 了 基 尔 霍 夫 法 则 . 往往 可 以 通过 反 
复 运用 关于 阻抗 串联 和 并 联 的 公式 来 分 析 一 个 复 
杂 电 路 . 例如 ,图 22-12 中 的 电路 就 是 可 以 这 样 分 
析 的 . 首先 ,=, 和 z 两 阻抗 可 以 由 其 并 联 等 效 阻抗 
来 代替 ,而 x 和 z 两 阻抗 也 是 一 样 . 然后 ,阻抗 =。 
可 以 同 zs 和 z; 的 并 联 等 效 阻抗 按 捉 联 法 则 结合 
起 来 . 按照 这 样 的 方式 进行 下 去 ,整个 电路 就 可 以 
简化 成 一 部 发 电机 同一 个 单独 阻抗 Z 的 串联 . 于 ”图 22-12 一 个 可 以 用 串联 和 并 联 组 合 
是 流 经 该 发 电机 的 电流 就 不 过 是 6/Z. 然后 反 过 来 来 分 析 的 电路 
进行 计算 ,人 们 就 能 求 出 通过 每 一 阻抗 的 电流 了 . 

然而 ,也 有 一 些 十 分 简单 的 电路 不 能 用 这 种 办 法 来 分 析 , 图 22-13 所 示 的 电路 就 是 
一 个 例子 . 要 分 析 这 个 电路 ,一 定 要 按照 基 尔 霍 夫 法 则 写 出 电流 和 电压 的 方程 . 让 我 们 来 
做 一 做 吧 . 这 里 只 有 一 个 电流 方程 

I 十 I 十 1 一 0， 


因而 我 们 立即 知道 
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1 = 二 一 (了 十 1;)， 
如 果 马 上 利用 这 一 结果 乞 出 电压 方程 , 便 
能 节省 一 些 代数 运算 . 对 于 这 个 电路 存在 
两 个 独立 的 电压 方程 ,它们 是 
—& 十 了 zz 和 Tz =0 


和 
6 人 (了 二 了 2 ) zs — J, zz 一 0. 


这 里 有 两 个 方程 和 两 个 未 知 的 电流 . 对 这 
图 22-13 ”一 个 不 能 用 串联 和 并 联 组 合 来 加 以 分 析 两 个 方程 解 出 二 和 卫 , 便 得 


的 电路 


一 Yb (z+ zs)6 
= Z1(zz 十 za ) 十 zzzs 《22..201 


> Z1 62 十 zs 名 
1; = a FE (22.21) 


第 三 个 电流 可 从 这 两 个 电流 之 和 获得 . 

另 一 个 不 能 利用 阻抗 的 串联 和 并 联 法 则 加 以 
分 析 的 电路 例子 如 图 22-14 所 示 . 像 这 样 的 电路 称 
为 “ 电 桥 ”, 它 出 现在 许多 用 来 测量 阻抗 的 仪器 中 . 
对 这 一 电路 人 们 感 兴趣 的 问题 往往 是 :各 阻抗 必须 
怎样 联系 ,才能 使 通过 阻抗 Z， 的 电流 为 零 . 符合 这 
一 要 求 的 条 件 将 留 给 你 们 去 找 . 


图 22-14 一 个 桥 式 电路 


$22-4 等 效 电 路 


假定 把 一 部 发 电机 6 连接 到 一 个 含有 某 种 复杂 的 阻抗 互 连 电路 中 ,如 图 22-15(a) 所 
示 . 由 于 所 有 从 基 尔 得 夫 法 则 获得 的 方程 都 是 线性 的 ,因而 当 解 出 流 经 该 发 电机 的 电流 7 
时 ,我 们 就 会 得 出 结论 :7 与 6 成 正比 . 即 可 以 写成 

名 

2 
现在 式 中 zw 是 某 个 复数 ,是 该 电路 中 所 有 元 件 的 代数 函数 (如 果 该 电路 除了 图 中 所 示 的 那 
部 发 电机 之 外 没有 其 他 发 电机 ,那么 就 不 会 有 与 6 无 关 的 任何 附加 项 ). 但 这 恰好 就 是 我 们 
应 写 出 的 关于 图 22-15(b) 的 电路 方程 .只 要 我 们 仅 对 a 和 6 两 端点 左 侧 所 发 生 的 情况 感 兴 
趣 , 则 图 22-15 的 两 个 电路 就 是 等 效 的 . 因此 ,我 们 能 够 做 出 一 个 普遍 陈述 :无 源 元 件 的 任何 
二 端 网 络 都 可 以 由 一 个 单独 阻抗 znw 来 代替 而 不 改变 电路 中 其 余部 分 的 电流 和 电压 . 当 
然 ,这 个 陈述 的 内 容 不 过 是 来 自 基 尔 霍 夫 法 则 一 一 而 最 终 来 自 麦 克 斯 韦 方程 组 的 线性 性 质 
的 一 种 表示 . 


一 
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含有 若干 个 Z 1 
和 若干 个 的 [g 
任意 电路 . 


含有 若干 个 Z (a) 


(a) 的 任意 电路 


"Or , 


图 22-15 任何 无 源 元 件 的 二 端 网 络 都 相 图 22-16 任何 二 端 网 络 都 可 以 由 串联 一 个 
当 于 一 个 有 效 阻抗 阻抗 的 发 电机 来 代替 


这 一 概念 可 推广 至 同时 含有 若干 部 发 电机 和 若干 个 阻抗 的 电路 . 假定 我 们 是 “从 其 中 蘑 
一 阻抗 的 观点 ”来 看 这 样 一 个 电路 ,而 这 个 阻抗 被 称 为 z, ,如 图 22-16(a) 所 示 . 要 是 必须 对 
整个 电路 的 方程 求解 , 则 会 发 现 两 端点 a 和 2 之 间 的 电压 V, 是 了 的 线性 函数 ,我 们 可 以 把 
它 写 成 
V, = A— BI.,, (22. 22) 
式 中 A 和 B 依赖 于 电路 中 端点 左 侧 的 发 电机 和 阻抗 . 例如 ,对 于 图 22-13 的 那 种 电路 ,我 们 
求 得 Vi = zi .这 可 以 写成 [通过 对 式 (22. 20) 的 重新 布置 ]: 


v'=|( 2 )& -| en. (22. 23) 


Zz 十 zs Zz 十 zs 


于 是 ,把 这 一 方程 与 有 关 阻 抗 z 的 方程 , 即 wW = Iz, 互相 结合 就 可 获得 全 部 的 解 , 或 者 在 
一 般 情 况 下 ,通过 将 方程 式 (22. 22) 与 


nn Ly 


相 结 合 而 获得 全 部 的 解 . 
现在 车 考虑 把 x, 连接 至 由 发 电机 和 阻抗 构成 的 简单 串联 电路 ,如 图 22-16(b) 所 示 , 则 
与 式 (22. 22) 相 应 的 方程 为 


V, = 64d 一 了 xz 有 效 ， 


只 要 我 们 令 6fxw 二 A ,而 z#x 一 B, 上 式 与 式 (22. 22) 完 全 相同 . 因此 , 若 我 们 只 对 于 在 a 和 
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4 两 端点 右 侧 所 发 生 的 情况 感 兴趣 , 则 图 22-16 的 那个 任意 电路 始终 可 以 由 发 电机 与 阻抗 
串联 而 成 的 等 效 结合 体 来 代替 . 


$22-5 能 量 


我 们 已 经 看 到 ,要 在 一 个 电感 中 建立 起 电流 1, 能 量 U = 二 LT: 必须 由 外 电路 供应 ; 当 


电流 下 降 到 零 时 ,这 能 量 又 交还 给 外 电路 . 在 一 个 理想 电感 中 并 没有 能 量 损耗 机 制 . 当 有 
一 交 变 电流 通过 一 电感 时 ,能 量 在 它 与 电路 的 其 他 部 分 之 间 来 回流 动 ,递交 给 电路 的 能 
量 的 平均 速率 为 零 . 这 样 ,我 们 便 说 电感 是 一 个 无 耗 元 件 ,在 其 中 没有 电能 被 消耗 掉 一 一 
也 就 是 “损失 ” 掉 . 


同样 ,一 个 电容 器 的 能 量 U = CV’, 当 电容 器 放电 时 ,会 归还 给 外 电路 . 当 一 电容 器 


置 于 交流 电路 中 时 ,能 量 在 其 中 流 进 流出 ,但 每 一 周期 中 的 净 能 流 为 零 . 一 个 理想 电容 器 也 
是 一 个 无 耗 元 件 . 

我 们 知道 ,电动 势 是 一 个 能 源 . 当 电 流 1 沿 电 动 势 的 方向 流动 时 ,能量 以 dU/dz = 61 的 
速率 释放 给 外 电路 . 如 果 电 流 是 被 电路 中 的 其 他 发 电机 驱使 一 一 逆 着 电动 势 的 方向 流动 , 则 
这 电动 势 将 以 速率 81 吸收 能 量 ; 由 于 了 是 负 的 ,所 以 dU/di 也 将 是 负 的 . 

如 果 一 部 发 电机 与 一 个 电阻 R 相 接 , 则 通过 该 电阻 的 电流 为 = 6/R. 由 发 电机 以 速率 
61 供应 的 能 量 为 该 电阻 所 吸收 . 这 一 能 量 在 电阻 中 变 成 热 ,从 而 使 该 电路 的 电能 损失 掉 . 这 
样 ,我们 便 说 电能 在 电阻 中 耗 散 了 . 在 电阻 中 能 量 被 耗 散 的 速率 为 dU/dt = RI?. 

在 交流 电路 中 ,能 量 消耗 于 电阻 中 的 平均 速率 等 于 RT 在 一 
周 中 的 平均 值 . 由 于 I= ew 这 我 们 实际 指 的 是 工 正比 于 
cos wt 一 一 所 以 在 一 周 中 I? 的 平均 值 就 是 | 个 12Z2 ,因为 电流 峰值 
为 | 个 | ,cosz wt 的 平均 值 为 1/2. 

当 一 部 发 电机 接 至 任意 一 个 阻抗 z 时 ,能 量 的 损失 又 将 如 何 
呢 ( 当 然 ,所 谓 “ 损 失 ” ,我 们 指 的 是 电能 转变 为 热能 )? 任何 阻抗 z 
都 可 以 写成 它 的 实 部 及 虚 部 之 和 . 这 就 是 说 ， 


zz 二 Ri+iX, (22. 24) 


式 中 尺 和 XX 都 是 实数 . 从 等 效 电 路 的 观点 出 发 ,我 们 可 以 讲 , 任 何 
图 22-17 任何 阻抗 都 ” 阻抗 相当 于 一 个 电阻 与 一 个 纯 虚 数 阻抗 一 一 称 为 电抗 一 一 相 串 
与 纯 电阻 及 纯 电 抗 的 囊 联 , 如 图 22-17 所 示 . 

联 组 合 等 效 我 们 以 前 就 知道 ,任何 仅 由 一 些 L 和 C 组 成 的 电路 都 具有 纯 

虚数 的 阻抗 . 由 于 平均 来 讲 没有 任何 能 量 会 在 某 一 个 和 C 中 损 

失 , 因 而 仅 含有 一 些 L 和 C 的 纯 电 抗 将 不 会 有 能 量 损失 . 我 们 可 以 看 到 ,在 一 般 情况 下 对 于 
电抗 来 说 这 必定 是 正确 的 . 

如 果 一 部 具有 电动 势 的 发 电机 被 连接 至 图 22-17 的 那个 阻抗 上 , 则 来 自 该 发 电机 
的 电动 势 和 电流 便 应 有 这 样 一 个 关系 : 
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€= I(R+iX). (22. 25) 


要 找 出 能 量 输出 的 平均 速率 ,就 要 求 出 乘积 61 的 平均 值 . 此 刻 我 们 必须 小 心 ! 当 处 理 这 种 
乘积 时 ,应 与 实数 值 6(:) 和 1(z) 打 交道 (只 有 当 我 们 具有 线性 方程 时 , 复 变数 函数 的 实 部 才 
会 代表 实际 的 物理 量 ; 现 在 我 们 所 关心 的 是 一 个 乘积 , 它 表 定 就 不 是 线性 的 ). 

假定 我 们 选取 的 原点 以 便 使 振幅 了 是 一 实数 ,比如 I, 那么 了 的 实际 时 间 变 化 就 由 
下 式 给 出 : 


了 一 Jocos wt. 


式 (22. 25) 的 电动 势 是 下 式 
lew'(R+iX) 


的 实 部 ,也 即 
€ = IoReos wt — Io Xsin wt. (22. 26) 


式 (22. 26) 中 的 两 项 分 别 代 表 跨 越 图 22-17 中 R 和 X 的 电压 降 . 我 们 看 到 , 那 跨越 电阻 
的 电压 降 与 电流 同 相 ,而 那 跨越 纯 电 抗 部 分 的 电压 降 则 与 电流 异 相 . 

由 发 电机 供应 的 能 量 消耗 的 平均 速率 4P)ys ,等 于 乘积 61 在 一 周 内 的 积分 除 以 周期 
T, 换 句 话 说 ， 


1 各 1 工 要 1 到 2 
(P)yyy 一 二 | ETdi = 未 |。 TI? Reos’ widt— 于 | ToXcos wisin widt. 


第 一 个 积分 为 去 1R, 而 第 二 个 积分 为 零 . 所 以 在 一 个 阻抗 z = R 十 iX 中 的 平均 能 最 损 


失 只 取决 于 z 的 实 部 ,并 且 等 于 BR/2. 这 同 我 们 以 往 关 于 在 电阻 中 的 能 量 损失 结果 相符 ， 
而 在 电抗 部 分 并 没有 能 量 损失 . 


$22-6 梯形 网 络 


现在 我 们 来 考虑 一 个 可 用 串联 和 并 联 组 合 加 以 分 析 的 有 趣 电 路 . 假定 从 图 22-18(a) 的 
那个 电路 开始 . 可 以 立刻 看 出 ,从 端点 a 至 端点 6 的 阻抗 仅 是 z, 十 z;. 现在 让 我 们 考虑 一 个 
稍微 困难 一 点 的 电路 ,如 图 22-18(b) 所 示 . 本 来 可 以 利用 基 尔 雷 夫 法 则 来 分 析 这 个 电路 ,但 
用 串联 和 并 联 的 组 合 也 容易 加 以 处 理 . 可 用 一 个 单独 阻抗 = = z, 十 二 来 代替 右 端的 两 个 阻 
抗 ,如 图 22-18(c) 所 示 . 然后 ,zz 和 zs 两 阻抗 叉 可 以 用 它们 的 等 效 并 联 阻抗 z, 来 代替 ,如 图 
22-18(d) 所 示 . 最 后 ,= 和 zz 与 一 个 单独 阻抗 zs 等 效 ,如 图 22-18(e) 所 示 . 

现在 可 以 提出 一 个 有 趣 的 问题 :要 是 我 们 在 图 22-18(b) 的 那个 网 络 上 永远 保持 增多 一 些 
节 段 一 一 如 图 22-19(a) 中 虚线 所 示 一 一 将 会 发 生 什么 样 的 情况 呢 ? 我 们 能 否 解 出 这 样 一 个 
无 限 长 的 网 络 ? 噢 , 那 并 不 怎么 困难 . 首先 ,我 们 注意 到 ,如 果 在 这 一 无 限 长 网 络 的 “前 " 端 再 添 
加 一 节 , 它 仍 不 会 改变 . 的 确 , 若 我 们 添加 一 节 于 一 无 限 长 网 络 , 它 仍然 是 同样 的 无 限 长 网 络 . 
假设 把 在 这 个 无 限 长 网 络 两 端点 a 和 6。 之 间 的 阻抗 称 为 m , 则 在 c 和 dd 两 端点 右 侧 的 所 有 东 
西 的 阻抗 也 将 是 w. 因此 ,就 其 前 端 来 说 ,可 以 将 该 网 络 表达 成 如 图 22-19(b) 所 示 . 构成 = 与 
2 的 并 联 组 合 ,并 将 这 个 结果 与 z, 相 串 联 ,我 们 便 能 立即 写 下 这 个 组 合 的 阻抗 ; 
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这 志 * 六 ZnZi+Z， 
图 22-18 梯形 网 络 的 有 效 阻 抗 


2z 一 ZI 十 


图 22-19 无 限 长 梯形 网 络 的 有 效 阻抗 


或 z= 十 一 <2 


1/z; 十 1/zo zz 十 zo” 


但 这 一 阻抗 也 等 于 z ,因而 得 到 这 么 一 个 方程 ; 


z0 一 Zi 十 


由 此 可 以 解 出 zo: 


之 2 Zo 
E43 十 zo” 


z= 2 +Va4 二 zi z;， (22. 27) 
办 此 ,我 们 已 求 得 含有 反复 串联 和 并 联 阻 抗 的 无 限 长 梯形 网 络 的 阻抗 的 解 . 阻抗 zo。 被 称 为 


这 样 一 个 无 限 长 网 络 的 特性 阻抗 . 


现在 让 我 们 来 考虑 一 个 特殊 例子 ,其 中 串联 元 件 是 一 自 感 卫 而 并 联 元 件 是 一 电容 C ,如 
图 22-20(a) 所 示 . 在 这 种 情况 下 ,通过 令 zi = iwL 和 zi = 1/(iwC) ,我 们 便 可 求 得 该 无 限 长 


图 22-20 一 个 LC 梯形 网 络 以 两 种 等 效 
方式 画 出 


网 络 的 阻抗 . 注意 式 (22. 27) 中 的 第 一 项 正好 是 那 
头 一 个 元 件 阻 抗 的 一 半 . 因此 ,要 是 把 该 无 限 长 网 
络 画 成 像 图 22-20(b) 所 示 的 那样 ,似乎 就 更 为 自 
然 ,或 至 少 较为 简单 . 若 从 端点 a“ 去 观看 该 无 限 长 
网 络 , 则 会 知道 该 特性 阻抗 为 


zo =VL/C—~ wiLi/4. (22. 28) 

现在 就 有 两 种 有 趣 的 情况 ,都 取决 于 频率 . 如 
果 必 小 于 4 入 (LC), 则 根 号 内 的 第 二 项 将 比 第 一 项 
小 ,因而 阻抗 z。 将 是 一 实数 ,反之 , 若 wr 大 于 
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4/(LC) , 则 阻抗 z。 将 是 一 个 纯 虚 数 ,并 可 写成 
zo = iVwL2]4 一 工 [C. 

我 们 以 前 就 曾经 说 过 ,一 个 仅 含有 诸如 电感 和 电容 那 种 虚数 阻抗 的 电路 ,将 有 一 个 纯 虚 
数 的 阻抗 . 目前 正在 研究 的 电路 一 一 仅 含有 一 些 L 和 一 些 C 一 一 在 频率 低 于 V4A(LC) 时 其 
阻抗 怎么 能 够 是 纯 电阻 呢 ? 对 于 较 高 频率 ,阻抗 为 一 纯 虚 数 ,这 与 我 们 以 前 的 说 法 一 致 . 对 
于 较 低 频率 ,阻抗 是 一 纯 电 阻 ,因而 将 吸收 能 量 . 该 电路 为 什么 会 像 电阻 那样 不 断 吸 收 能 量 ， 
要 是 它 仅 由 电感 和 电容 所 构成 呢 ? 答案 :由 于 有 无 数 个 电感 和 电容 ,以致 当 源 被 连接 到 该 电 
路 上 时 , 它 会 对 第 一 个 电感 和 电容 供应 能 量 ,然后 又 供应 那 第 二 个 、 第 三 个 ,等 等 . 在 这 种 电 
路 中 ,能 量 不 断 以 一 恒定 速率 被 吸收 , 即 从 发 电机 那里 稳 恒 地 流出 并 进入 该 网 络 中 去 ,所 供 
应 的 这 些 能 量 被 储存 在 下 行 线路 中 的 那些 电感 和 电容 中 去 了 . 

这 一 概念 暗示 着 在 该 电路 中 发 生 的 情况 有 一 个 有 趣 的 地 方 . 我 们 预期 ,如 果 把 一 个 源 接 到 
其 前 端 , 则 这 个 源 的 效应 将 经 由 该 网 络 向 无 限 远 的 一 端 传播 . 波 沿线 向 下 的 这 种 传播 很 像 一 根 
从 它 的 驱动 源 吸 收 了 能 量 的 天 线 所 发 出 的 辐射 . 也 就 是 说 ,我 们 期 望 , 当 阻 抗 是 一 实数 . 即 w 
比 V47(LC) 小 时 ,这 样 一 种 传播 就 会 发 生 . 但 当 阻抗 是 一 纯 虚 数 、 亦 即 w 比 V47(LC) 大 时 ， 
就 不 该 指望 看 到 任何 这 种 传播. 


$22-7 滤 波 器 


在 上 一 节 中 ,我 们 看 到 图 22-20 中 的 无 限 梯形 网 络 会 不 断 地 吸收 能 量 , 如 果 它 被 低 于 某 
个 临界 频率 V4A(LC) 的 源 所 驱动 ,这 个 频率 将 被 称 为 截止 频率 wo. 我 们 曾经 建议 ,这 一 效应 
可 以 用 能 量 不 断 沿线 向 下 传输 来 理解 . 另 一 方面 ,在 高 频 时 , 即 对 于 w > ww , 便 没 有 这 种 能 
量 的 连续 吸收 ,这 时 我 们 应 该 期 待 ,电流 或 许 不 会 沿线 向 下 “ 透 入 "得 很 远 . 让 我 们 来 看 看 这 

假设 已 把 该 梯形 网 络 的 起 始 端 连接 到 某 个 交流 发 电机 ,试问 :梯形 网 络 第 754 节 处 电压 
的 情况 如 何 ? 由 于 该 网 络 无 限 长 ,因而 从 一 节 至 次 一 节 电 压 所 发 生 的 任何 变化 总 是 一 样 ,所 
以 就 让 我 们 只 来 看 看 当 从 某 节 、 比 如 说 第 n 节 至 下 一 节 所 发 生 的 情况 . 我 们 将 像 图 22-21 
(a) 所 示 的 那样 对 电流 1, 和 电压 w, 下 定义 . 


22-21 找 出 梯形 网 络 的 传播 因子 


记 住 在 第 n 节 之 后 ,我们 总 能 用 特性 阻抗 z。 来 代替 该 梯形 网 络 的 其 余部 分 ,这 样 就 可 
以 从 V 得 到 V,+: ,于 是 只 需 对 图 22-21(b) 中 的 那个 电路 进行 分 析 . 首先 ,我 们 注意 到 ,由 于 
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V, 是 横 跨 zo 的 电压 ,因而 它 必须 等 于 I,zo ,并 且 V, 与 V,+ 之 差 恰好 是 Tuzi : 

V,—Vin = Lz = Ve. 

Zo 


因此 , 便 可 得 到 比值 


A 1 | 
V, | L zo zo 
这 个 比值 叫 作 梯形 网 络 每 节 的 传播 因子 ,我 们 将 记 为 a. 当然 ,这 对 于 所 有 的 节 都 是 相同 的 
Z0 一 ZI 


a = 一 一 一 ， (22. 29) 
放 


这 样 ,在 第 节 之 后 的 电压 就 是 
V, 一 or& (22. 30) 
现在 你 可 以 找 出 在 第 754 节 之 后 的 电压 , 它 刚好 就 是 a 的 754 次 逢 乘 以 &. 
我 们 看 看 图 22-20(a) 中 LC 梯形 网 络 的 a 大 概 是 什么 . 利用 式 (22. 27) 的 zo 以 及 zi == 
iwL ,我 们 得 
SVL/C-wL /4 i(wL/2) 
VL/C— wT +i(wL/2) 


如 果 驱 动 频率 低 于 截止 频率 we= V4A(LC) , 则 平方 根 是 一 实数 ,而 在 分 子 及 分 母 中 两 个 复 
数 的 大 小 值 便 相等 ,因此 , lal 的 量 值 为 1, 我 们 便 可 写成 


a = @, 
这 意味 着 在 每 节 的 电压 大 小 都 相同 ,只 是 相位 有 变化 . 事实 上 ,这 相位 的 改变 6 是 一 负数 ,并 
代表 当 沿 网 络 从 一 节 至 下 一 节 时 电压 的 “延迟 ”, 
对 于 比 截止 频率 mm 高 的 频率 ,最 好 是 把 式 (22. 31) 的 分 子 和 分 母 中 的 i 消去 而 重新 写成 


VwL/4—L/C— wL/2 L/C—wL/2 
VEL IIC Hw/2 —L/C+oL/2 


现在 该 传播 因子 a 是 一 实数 ,而 且 是 一 个 小 于 .1 的 数目 . 这 意味 着 在 任 一 节 上 的 电压 比 起 其 
前 一 节 上 的 电压 总 要 小 一 个 因子 a. 对 于 任 一 比 w 高 的 频率 , 当 我 们 沿 该 网 络 下 行 时 ,电压 

降落 得 很 快 .« 的 绝对 值 作为 频率 函数 而 画 成 的 图 看 来 就 像 图 22-22 中 的 那 条 曲线 . 
我 们 看 到 ,对 高 于 和 低 于 un 的 频率 ,a 的 行为 都 与 我 们 
lal 的 这 种 解释 相 一 致 , 即 对 于 二 ww， 该 网 络 会 传播 能 量 ;而 
| 对 于 w > w, 则 能 量 被 阻塞 . 我们 说 ,这 网 络 会 “通过 "低频 
1 而 “舍弃 "或 " 滤 去 "高 频 . 任何 一 个 其 特性 被 设计 成 按 某 一 规 
1 定 方式 随 频率 变化 的 网 络 都 称 为 “滤波 器 ”. 我 们 刚才 分 析 了 

写 六 一 个 “ 低 通 滤波 器 ”. 

是 你 可 能 会 觉得 奇怪 ,为 什么 要 讨论 一 个 显然 不 能 够 实现 
每 节 的 传播 因子 的 无 限 长 网 络 . 重要 的 是 ,同样 的 特性 可 以 在 一 个 有 限 网 络 


(22. 31) 


(22. 32) 
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中 找到 ,只 要 我 们 用 一 个 等 于 该 特性 阻抗 zx 的 阻抗 接 在 其 末端 使 它 结 束 . 虽然 在 实际 上 是 
不 能 够 用 几 个 像 RR, L 和 C 那样 的 简单 元 件 来 严格 地 复制 出 该 特性 阻抗 ,但 对 于 某 个 范围 
内 的 频率 却 往往 能 够 以 相当 好 的 近似 程度 做 到 这 一 点 . 这 样 ,就 可 以 做 成 性 质 十 分 接近 于 一 
个 无 限 长 网 络 的 一 个 有 限 长 滤波 器 . 例如 , 若 用 一 纯 电阻 R = VL/C 来 结束 那个 LC 梯形 网 
络 , 则 它 的 表现 就 像 上 面 对 它 所 描述 的 那样 . 

如 果 在 那个 LC 梯形 网 络 中 交换 各 个 L 和 C 的 位 置 ,以 形成 如 图 22-23(a) 所 示 的 那 种 
梯形 网 络 , 就 成 为 一 种 传播 高 频 而 抑制 低频 的 滤波 器 . 通过 利用 已 有 的 结果 ,很 容易 看 出 在 
这 一 网 络 中 发 生 的 事情 . 你 将 会 注意 到 ,无 论 什 么 时 候 当 把 工 变 成 C 或 倒 过 来 时 ,也 就 由 每 
一 个 iw 变 成 Miw. 因此 ,过 去 在 w 上 所 发 生 的 事情 现在 在 1/w 上 发 生 了 . 特别 是 ,可 以 通过 
利用 图 22-22 并 将 其 在 横 轴 上 的 标记 改 成 1/w, 就 像 图 22-23(b) 所 表示 的 那样 ,我 们 可 以 看 
出 a 如 何 随 频率 而 变化 . 


(a) (b) 
图 22-23 (a) 高 通 滤 波 器 ;(b) 它 的 传播 因子 作为 1/w 的 函数 


刚才 所 描述 的 低 通 和 高 通 滤 波 器 具有 各 种 技术 应 用 . LC 型 低 通 滤波 器 常 在 直流 动力 
供应 单元 中 用 作 “ 平 流 " 滤 波 器 . 如 果 要 把 一 个 交 


流 电源 制造 成 直流 电源 ,那么 先 要 用 一 个 只 允许 和? 
电流 单 向 流动 的 整流 器 . 从 整流 器 将 会 得 到 看 来 
像 图 22-24 所 示 的 函数 V (1) 那样 的 一 系列 脉冲 ， 


0 F 1 

那 是 一 种 粮 糕 的 直流 ,因为 它 上 下 摆动 . 假定 想 要 
一 个 漂亮 的 纯粹 直流 , 像 一 个 电池 组 所 供应 的 那 图 22-24 一 个 全 波 整 流 器 的 输出 电压 
样 ,通过 在 整流 器 与 负载 之 间 放 置 一 个 低 通 滤波 器 ,我 们 可 以 接近 这 一 目标 . 

从 第 1 卷 第 50 章 中 我 们 知道 ,图 22-24 的 那个 时 间 函 数 可 以 表示 为 一 个 恒定 电压 加 上 
一 个 正弦 波 、 再 加 上 一 系列 更 高 频率 的 正弦 波 的 释 加 一 一 即 由 一 个 傅 里 叶 级 数 来 表示 . 如 果 
滤波 器 是 线性 的 (正如 我 们 曾经 假定 的 ,只 要 那些 二 和 C 都 不 随 电流 或 电压 而 变 ) ,那么 从 
滤波 器 出 来 的 就 是 对 输入 端 每 一 成 分 的 各 项 输出 的 到 加 . 如 果 安排 得 使 滤波 器 的 截止 频率 
ww 远 低 于 函数 Y(:) 中 的 最 低频 率 , 则 直流 (=0) 便 能 够 很 好 地 通过 ,但 第 一 谐 波 的 振幅 将 
被 削弱 得 很 厉害 ,而 那些 更 高 谐 波 的 振幅 被 削弱 得 更 多 . 所 以 我 们 能 够 获得 一 个 想 要 的 平滑 
输出 , 它 只 决定 我 们 乐意 购买 多 少 节 滤 波 器 . 

如 果 希 望 抑制 某 些 低频 波 , 则 常用 高 通 滤波 器 . 例如 ,在 一 留声机 的 放大 器 中 ,高 通 滤波 
器 可 以 用 来 让 音乐 通过 ,而 避 开 那些 来 自转 盘 电动 机 的 低调 隆隆 声 . 

也 可 能 制 成 一 种 “ 带 通 "滤波 器 , 它 会 抑制 比 某 一 频率 w 低 而 比 另 一 频率 内 ( 大 于 ) 
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高 的 一 些 频率 ,而 却 让 与 wi 之 间 的 那些 频率 通 


过 . 这 可 很 容易 地 把 一 个 高 通 与 一 个 低 通 滤波 器 
四 区 放 在 一 起 而 做 到 ,但 更 经 常 的 却 是 通过 制造 一 个 
( 梯形 网 络 来 实现 的 . 在 该 网 络 中 ,其 阻抗 mx 和 xz。 


更 加 复杂 一 每 一 个 都 是 若干 个 和 C 的 组 合 . 
这 样 一 个 带 通 证 波 器 也 许 具有 如 图 22-25(a) 所 示 
的 那 种 传播 常数 . 这 可 能 用 来 把 一 些 仅 占据 一 个 
频率 间隔 的 信号 一 一 诸如 在 一 高 频 电话 电缆 中 的 
kh 地。 许多 声音 信道 的 每 一 个 ,或 在 无 线 电 传递 中 受 了 
Sn 调制 的 每 一 个 载波 一 分 开 来 
在 第 1 着 第 25 章 中 我 们 曾经 见 到 , 像 这 样 的 
让 波 作用 也 可 利用 一 普通 共振 曲线 的 选择 性 来 做 
到 ,为 了 比较 ,我 们 已 把 该 共振 曲线 画 在 图 22-25(b) 上 . 但 对 于 某 些 目的 来 说 ,这 一 种 共振 
式 速 波 器 不 如 带 通 速 波 器 那么 优越. 你 会 记得 (第 1 卷 第 48 章 ) , 当 频率 为 w 的 载波 受到 
“信号 "频率 w 所 调制 时 ,整个 讯号 不 仅 含有 载 频 ,而 且 还 含有 两 个 边 带 频率 w 十 w 和 w 一 
w. 采用 共振 式 沥 波 器 时 ,这 些 边 带 总 多 少 会 受到 衰减 ,而 且 信号 的 频率 越 高 则 衰减 越 历 
害 ,正如 你 可 以 从 图 上 见 到 的 . 因此 存在 不 良 的 “频率 响应 ”, 那 此 较 高 频 的 乐音 通 不 过 去 . 但 
若 访 波 作用 是 由 一 个 设计 得 使 宽度 ws 一 w 全 少 两 售 于 最 高 信号 频率 的 那 种 带 通 读 波 器 来 
完成 的 话 , 则 该 频率 响应 对 于 所 需 的 那些 信号 来 说 就 将 是 “平坦 "的 了 . 
关于 梯 式 涉 波 器 我 们 还 要 再 强调 一 点 :图 22-20 的 LC 梯形 网 络 也 是 传输 线 的 一 个 近 
似 表 示 . 如 果 有 一 长 导体 与 另 一 导体 平行 并 列 一 诸如 在 一 根 同 轴 电 缆 中 的 导线 或 一 要 县 
挂 在 地 面 之 上 的 导线 一 那么 便 会 有 某 些 电容 存在 于 两 导体 之 间 , 以 及 由 于 它们 之 间 存在 
磁场 所 以 还 有 某 些 电感 . 若 我 们 设想 该 传输 线 被 分 草 成 众多 小 耻 A1, 每 一 段 看 起 来 就 像 在 
LC 梯形 网 络 中 由 串联 电感 AL 和 并 联 电容 AC 所 构成 的 一 节 . 然后 ,我 们 便 能 应 用 有 关 梯 
式 滤波 器 的 结果 . 若 取 AL 趋 于 零 时 的 极限 , 则 对 于 传输 线 就 有 一 个 极 好 描述 , 注意 当 AL 变 
得 越 来 越 小 时 ,AL 和 AC 两 者 都 会 碱 少 ,但 都 在 同一 比例 上 ,因而 比值 AL/AC 仍 将 保持 不 
变 . 因此 , 若 取 AL 和 AC 都 趋 于 零 时 式 (22. 28) 的 极限 , 则 我 们 发 现 该 特性 阻抗 是 一 个 大 小 
为 /SIZRC 的 纯 电 阻 .我 们 也 可 将 比值 ALZAC 写成 LVC ,其 中 L。 和 Cs 分 别 代表 传输 线 
每 单位 长 度 的 电感 和 电容 ,于 是 我 们 得 


= /& 
2 = (22. 33) 


你 也 将 会 注意 到 , 当 AL 和 AC 各 趋 于 零 时 ,截止 频率 wo。 二 V47(LC) 会 变 成 无 限 大 , 即 
对 于 一 条 理想 的 传输 线 来 说 不 存在 截止 频率 . 


$22-8 其 他 电路 元 件 


迄今 我 们 仅仅 定义 了 那些 理想 电路 的 阻抗 一 一 电感 .电容 和 电阻 一 一 还 有 理想 电压 发 
生 器 . 现在 我 们 要 来 证 明 , 诸 如 互感 .晶体 管 或 真空 管 等 其 他 元 件 都 可 以 仅 利用 同样 的 基本 
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元 件 来 加 以 描述 , 假设 有 两 个 线圈 ,而 有 意 或 无 意 地 使 其 中 一 个 线圈 的 某 些 磁 通 量 耦 合 到 另 
一 个 线圈 中 去 ,如 图 22-26(a) 所 示 . 此 时 这 两 个 线圈 会 有 互感 M, 使 得 当 其 中 一 个 线圈 的 电 
流 变化 时 ,在 另 一 个 线圈 中 将 有 一 电压 产生 . 我 们 是 否 能 够 将 这 种 效应 算 进 等 效 电路 中 ? 按 
下 述 方法 来 做 是 能 够 的 . 我 们 已 经 知道 ,在 两 个 相互 作用 线圈 的 每 一 个 中 感 生 电 动 势 均 可 以 
写成 两 部 分 之 和 : 


~ 
~ 


(b) 
图 22-26 互感 的 等 效 电 路 


dTz 

di’ 

dl 

di“ 

第 一 项 来 自 线圈 的 自 感 ,而 第 二 项 则 来 自 它 与 另 一 线圈 间 的 互感 . 第 二 项 的 符号 可 正 可 负 ， 
取决 于 来 自 一 个 线圈 的 磁 通 量 耦 合 到 另 一 个 线圈 上 去 的 方式 .做 了 我 们 以 前 在 描述 理想 电 
感 时 用 过 的 同样 的 近似 ,我 们 便 可 以 说 ,跨越 每 个 线圈 两 端的 电势 差 等 于 该 线圈 中 的 电动 
势 .于 是 式 (22. 34) 的 两 个 方程 将 和 我 们 从 图 22-26(b) 的 电路 中 获得 的 方程 相同 ,只 是 图 示 
的 每 一 电路 中 的 电动 势 是 按照 下 列 关 系 式 取决 于 对 方 电路 中 的 电流 : 


6 =iwMI,, 6& =+tiwMIl. (22. 35) 


因此 我 们 所 能 做 的 是 ,以 正常 方式 表示 自 感 效 应 ,但 对 于 互感 效应 则 由 一 个 辅助 的 理想 电压 
发 生 器 来 代替 . 当然 ,此 外 我 们 还 应 有 关于 这 个 电动 势 与 电路 某 一 部 分 中 的 电流 的 关系 的 方 
程式 ,但 只 要 这 一 方程 式 是 线性 的 ,我们 不 过 是 在 电路 方程 中 加 进 了 更 多 的 线性 方程 ,因而 
我 们 以 前 关于 等 效 电 路 的 所 有 结论 仍然 是 正确 的 . 

除了 互感 之 外 ,也 可 能 还 有 互 容 . 迄今 , 当 我 们 谈 及 电容 器 时 总 是 想象 只 有 两 个 电 
极 , 但 在 许多 情况 下 ,比如 在 一 个 真空 管 中 , 就 有 许多 个 彼此 靠近 的 电极 . 如 果 把 一 电荷 
放 在 其 中 任何 一 个 电极 上 , 它 的 电场 将 会 在 其 他 每 个 电极 上 感 生 一 些 电荷 并 影响 其 电 
势 . 作为 一 例 , 试 考虑 如 图 22-27(a) 所 示 的 那 四 块 板 . 假定 这 四 块 板 分 别 由 A, B,C 和 D 
四 根 导 线 连接 至 外 电路 . 只 要 我 们 所 关心 的 仅 限于 静电 效应 , 则 像 这 样 一 种 电极 布置 的 
等 效 电路 就 如 同 图 22-27(b) 所 示 . 任 一 电极 对 于 其 他 每 一 电极 的 静电 互 作用 相当 于 在 这 
两 电极 之 闻 的 一 个 电容 . 


@ = 一 PM 
dl (22. 34) 
& = L; tM 
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最 后 ,让 我 们 来 考虑 交流 电路 中 像 晶 体 管 和 
真空 管 那么 复杂 的 器 件 应 该 怎样 来 表示 . 本 该 一 
开始 就 指出 ,这 种 器 件 通常 是 这 样 运行 的 ,其 中 电 
流 与 电压 的 关系 是 完全 非 线 性 的 . 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 曾 做 出 的 有 赖 于 方程 线性 的 那些 说 法 当然 不 
再 正确 . 另 一 方面 ,在 许多 种 应 用 中 ,晶体 管 和 真 
空 管 的 运行 特性 曲线 还 是 足够 线性 的 ,以 致 可 把 
它们 视 作 线性 器 件 . 这 意味 着 例如 在 真空 管 中 , 板 
极 内 的 交 变 电流 与 出 现在 其 他 各 电极 上 的 电压 ， 
诸如 栅 极 电压 和 板 极 电压 形成 了 线性 正比 关系 . 
当 我 们 具备 这 样 的 线性 关系 时 ,就 能 够 将 该 器 件 
纳入 等 效 电路 的 表示 之 中 . 

正如 在 互感 的 情况 那样 ,我 们 的 表达 方式 将 

2 不 得 不 包含 一 些 辅助 的 电压 发 生 器 ,用 以 描述 在 

5 D 该 器 件 一 部 分 中 的 电压 或 电流 对 于 其 他 部 分 中 

图 22-27 互 容 的 等 效 电路 的 电流 或 电压 所 产生 的 影响 . 例如 ,一 个 三 极 管 

的 板 极 电路 经 常 可 表示 为 一 个 电阻 串联 于 一 个 

其 源 强 正比 于 栅 极 电压 的 理想 电压 发 生 器 .我 们 便 得 到 如 图 22-28 所 示 的 那个 等 效 电 

路 * , 同 理 , 一 个 晶体 管 的 集 电 极 电 路 可 以 方便 地 表达 成 一 个 电阻 串联 于 一 理想 电压 发 生 

器 ,这 个 源 的 强度 正比 于 从 该 晶体 管 的 发 射 极 流向 基 极 的 电流 . 这 时 等 效 电路 就 像 图 

22-29 所 示 的 那样 . 只 要 用 来 描写 其 运行 的 方程 是 线性 的 , 便 可 以 对 电子 管 或 晶体 管 引 用 

这 些 表达 方式 . 然后 , 当 它 们 被 归并 入 一 个 复杂 网 络 中 时 ,关于 元 件 的 任意 一 种 连接 方式 
的 等 效 表示 的 一 般 结 论 都 仍然 有 效 ， 


加 发 射 极 集 电极 E c 
杨 极 v/ A 
、 
明 极 c 基 极 
ER EAX/ 
图 22-28 真空 管 的 低频 等 效 电路 图 22-29 晶体 管 的 低频 等 效 电 路 


与 仅 含 有 阻抗 的 那 种 电路 不 同 ,关于 晶体 管 和 真空 管 电路 有 一 件 令 人 注 且 的 事情 :其 有 
效 阻 抗 zwx 的 实 部 可 以 变 成 负 值 . 我 们 已 明白 z 的 实 部 代表 能 量 损耗 ,可 是 晶体 管 和 真空 管 
的 重要 特性 却 是 它们 对 电路 供应 能 量 (当然 ,它们 并 非 在 “创造 能量, 不 过 从 动力 供应 的 直 


* 图 上 所 示 的 这 个 等 效 电路 只 有 在 低频 时 才 正 确 . 对 于 商 频 来 说 ,该 等 效 电路 变 得 复杂 得 多 ,而且 
将 包括 各 种 所 谓 “ 寄 生 " 电 容 和 电感 . 
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流 电 路 中 取得 能 量 并 将 其 转变 成 交 变 能 量 ). 因此 ,就 可 能 有 一 种 具备 负电 阻 的 电路 . 这 样 的 
一 个 电路 具有 如 下 性 质 , 即 如 果 你 把 它 接 至 一 个 具有 正 实 部 的 阻抗 ,也 就 是 具有 正 的 电阻 ， 
并 将 材料 布置 成 使 该 两 实 部 之 和 恰恰 等 于 零 , 则 在 该 联合 电路 中 将 不 会 有 能 量 耗 散 . 如 果 没 
有 能 量 损耗 , 则 任何 一 个 一 经 启动 了 的 交 变 电压 便 将 永远 维持 下 去 . 这 就 是 能 够 在 任何 想 要 
的 频率 上 用 作 交 变 电 压 源 的 振荡 器 或 信号 发 生 器 的 运行 过 程 背后 的 基本 概念 . 
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$23-1 实际 电路 元 件 


任何 一 个 由 一 些 理想 阻抗 和 发 电机 所 构成 的 电路 , 当 从 任 一 对 端点 看 时 ,不 论处 在 什么 
频率 , 它 都 相当 于 一 部 发 电机 《和 一 个 阻抗 z 的 串联 . 之 所 以 会 这 样 ,是 因为 若 在 那 对 端点 
上 加 一 电压 VV, 当 解 所 有 方程 以 求 得 电流 了 时 ,我 们 就 一 定 会 获得 电流 与 电压 之 闻 的 一 个 线 
性 关系 . 由 于 所 有 方程 都 是 线性 的 ,因而 对 工 所 得 的 结果 也 就 应 该 仅仅 是 线性 地 依赖 于 V. 
最 普遍 的 这 种 线性 形式 可 表示 为 


1= 二 (V 一 9 (23. 1) 


一 般 说 来 ,z 和 8 两 者 都 可 能 以 某 种 复杂 方式 依赖 于 频率 w. 然而 ,如 果 两 端点 后 面 仅 有 一 发 
电机 &(w) 与 一 阻抗 z(w) 相 串联 时 ,我们 就 应 获得 式 (23. 1) 那 样 的 关系 . 

也 有 与 此 相反 的 问题 : 设 我 们 有 一 部 具备 两 个 端点 的 任何 电磁 器 件 , 并 已 测量 了 了 与 
V 的 关系 以 确定 6 和 z 作为 频率 的 函数 ,那么 我 们 能 否 找到 一 个 与 内 阻抗 = 相等 效 的 理 
想 元 件 的 组 合 呢 ? 答案 是 ,对 于 任 一 合理 的 一 一 也 就 是 说 ,物理 上 有 意义 的 一 一 函数 
z(w) ,这 种 情况 可 以 用 一 个 含有 有 限 组 理想 元 件 的 电路 来 近似 ,并 可 达到 我 们 希望 的 高 
精确 度 . 我 们 现在 暂 不 考虑 这 个 普遍 问题 ,但 只 想 对 几 种 特殊 情况 看 看 从 物理 的 论证 方 
面 会 期 待 得 到 些 什 么 . 

若 我 们 考虑 的 是 一 个 实际 的 电阻 , 则 知道 电流 通过 它 时 会 产生 磁场 . 所 以 任何 实际 电阻 
也 应 有 一 些 电 感 . 并 且 , 当 有 一 电势 差 跨越 电阻 时 , 则 在 电阻 两 端 必然 有 一 些 电 荷 以 产生 所 
必需 的 电场 . 当 电压 改变 时 ,这 些 电 荷 也 将 按 比 例 改变 ,从 而 该 电阻 也 会 有 某 些 电容 .我 们 期 
待 一 个 实际 电阻 也 许 会 有 如 图 23-1 所 示 的 等 效 电路 . 在 一 个 精心 设计 的 电阻 中 ,这 里 所 谓 
的 “寄生 "元 件 工 和 C 都 很 小 ,以 致 在 那些 预定 用 到 的 频率 时 ,wL 会 比 R 小 得 多 而 1/(wC) 
则 比 R 大 很 多 ,办 此 就 有 可 能 把 它们 都 忽略 掉 . 然而 , 当 频 率 升 高 时 ,它们 最 终 会 变 得 重要 
起 来 ,因而 一 个 电阻 初 看 就 像 一 个 谐振 电路 . 

一 个 实际 电感 也 并 非 等 于 阻抗 为 iwL 的 理想 电感 . 一 个 实际 导线 线圈 将 有 某 些 电阻 ， 
从 而 在 低频 时 该 线圈 实际 上 就 等 效 于 -一 个 电感 与 某 个 电阻 的 串联 ,如 图 23-2(a) 所 示 . 可 
是 ,你 或 许 正在 想 ,电阻 和 电感 共同 存在 于 一 个 实际 线圈 中 一 一 电阻 完全 分 散 于 整 条 导线 
中 ,因而 已 和 电感 互相 混合 了 . 我 们 也 许 更 应 该 采用 一 个 像 图 23-2(b) 那 样 的 电路 , 它 有 
几 个 小 丸和 小 工 互相 串联 着 , 但 这 样 一 个 电路 的 总 阻抗 正好 是 2)R 十 > ioL ,这 就 等 效 
于 (a) 那 个 较 简单 的 图 了 . 
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图 23-1 一 个 实际 电阻 的 等 效 电路 图 23-2 


一 个 实际 电感 在 低频 时 的 等 效 电路 


当 对 一 实际 线圈 提高 频率 时 ,把 它 当成 一 个 电感 与 一 个 电阻 的 串联 就 不 再 是 很 好 的 近 
似 , 在 导线 上 积累 起 来 以 产生 电压 的 电荷 将 会 变 得 重要 起 来 ,就 像 有 一 些小 电容 器 横 跨 于 该 


线圈 的 各 下 之 间 ,如 图 23-3(a) 所 示 . 也 许 我 们 试图 
对 该 实际 线圈 用 图 23-3(b) 中 的 电路 来 做 近似 . 在 
低频 时 ,这 一 电路 可 由 图 23-3(c) 那 个 较 简 单 的 电 
路 很 好 地 加 以 模拟 (这 仍然 是 我 们 上 面 对 于 一 个 电 
阻 的 高 频 模 型 所 找到 的 相同 的 共振 电路 ). 然而 ,对 
于 较 高 频率 , 则 图 23-3(b) 的 那个 较 复杂 的 电路 将 
更 好 .事实 上 , 你 想 要 对 一 个 真实 的 物理 的 电感 的 实 
际 阻 抗 表达 得 越 准确 ,在 它 的 人 为 模型 中 你 就 得 用 
越 多 的 理想 元 件 . 

让 我 们 稍微 密切 地 注视 在 一 个 实际 线圈 中 所 发 
生 的 情况 . 一 个 电感 的 阻抗 表现 为 wvL, 因 而 在 低频 时 
:我 们 见 到 的 只 是 导线 
的 电阻 . 当 频 率 增高 时 ,wL 很 快 变 得 比 R 大 得 多 ,而 
该 线圈 看 起 来 很 像 一 个 理想 电感 . 然而 , 当 频 率 增 得 
更 高 时 ,电容 变 得 重要 起 来 , 它 的 阻抗 与 I/(wC) 成 正 
比 , 当 w 小 时 数值 很 大 . 因此 对 于 足够 低 的 频率 ,电容 
是 一 个 “断路 ", 而 当 它 与 别 的 东西 并 联 时 ,不 会 抽取 
任何 电流 . 但 在 高 频 时 ,电流 更 愿意 流入 各 臣 闻 的 电 
容 ,而 不 是 流 经 电感 . 所 以 在 线圈 里 的 电流 从 一 下 跳 


(a) 


(b) (c) 


图 23-3 一 个 实际 电感 在 高 频 上 的 
等 效 电路 


跃 至 另 一 臣 ,而 不 必 发 悉 要 去 转 那些 不 得 不 在 那里 抵抗 着 电动 势 的 圈子 了 . 因此 ,尽管 我 们 也 
许 已 经 预定 电流 会 环绕 回路 通过 ,但 它 却 将 选取 较 方便 的 路 径 一 一 阻抗 最 小 的 路 径 . 

要 是 这 一 课题 曾经 为 大 众 所 感 兴趣 , 则 这 一 效应 可 能 已 经 被 赋予 “高 频 障壁 "或 其 他 类 
似 名 称 了 . 同类 事情 在 所 有 学 科 中 都 会 出 现 . 在 气体 动力 学 中 ,车 你 试图 让 原来 是 为 低速 设 
计 的 东西 去 跑 得 比 声速 还 快 , 那 就 不 行 . 这 并 不 意味 着 确实 存在 一 巨大 的 “障壁 ", 而 只 是 指 
该 东西 必须 重新 加 以 设计 罢了 . 因此 ,这 一 原来 我 们 作为 一 “电感 "而 设计 出 来 的 线圈 在 十 分 
高 的 频率 上 将 不 再 作为 一 个 良好 的 电感 ,而 是 作为 某 一 种 其 他 东西 . 对 于 高 频 ,我 们 得 寻找 
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一 个 新 的 设计 . 
§ 23-2 在 高 频 时 的 电容 器 


现在 我 们 要 来 详细 讨论 当 频 率 变 得 越 来 越 大 时 一 个 电容 器 一 一 几何 上 的 理想 电容 
器 一 一 的 行为 ,使 我 们 能 够 看 到 其 性 质 的 转变 (我 们 宁可 采用 电容 而 不 采用 电感 ,为 的 是 一 
对 板 的 几何 形状 比 一 个 线圈 的 几何 形状 要 简单 得 多 ). 我 们 考虑 图 23-4(a) 所 示 的 那个 电容 
器 ,构成 它 的 两 块 平 行 圆 板 用 一 对 导线 接 至 外 界 发 电机 上 . 如 果 用 直流 对 电容 器 充电 , 则 在 
其 中 一 板 上 将 有 正 电 荷 ,在 另 一 板 上 有 负电 荷 ,而 在 两 板 之 间 则 有 一 匀 强 电场 . 


图 23-4 电容 器 两 极 板 闻 的 电场 和 磁场 


现在 假定 不 用 直流 ,而 是 加 一 个 低频 交流 电 于 两 板 上 ( 往 后 我 们 将 会 知道 什么 是 “ 低 ” 
频 ,什么 是 “高 " 频 ). 比方 说 ,把 电容 器 连接 至 一 低频 发 电机 上 . 当 电压 正在 交 变 时 ,上 板 的 正 
电荷 会 被 取出 而 换 上 了 负电 荷 . 在 这 一 事情 发 生 时 ,电场 会 随 之 消失 ,然后 又 在 相反 的 方向 
上 建立 起 来 . 当 电 荷 缓慢 地 来 回 涌 动 时 ,电场 也 跟着 变化 . 除了 一 些 我 们 将 要 加 以 忽略 的 边 
缘 效应 外 ,在 每 一 瞬间 电场 是 均匀 的 ,如 图 23-4(b) 所 示 . 可 以 把 电场 的 大 小 写成 
E = Eoe™’, (23.2) 
式 中 E。 是 一 常数 . 
现在 , 当 频 率 升 高 时 ,这 是 否 仍然 正确 呢 ? 不 ,因为 当 电 场 增高 和 降低 时 就 会 有 电 通 量 
穿 过 像 图 23-4(a) 中 的 任意 回路 i. 而 正如 你 所 知 的 ,一 个 变化 的 电场 会 起 到 产生 磁场 的 作 
用 . 麦克 斯 韦 方程 组 中 一 个 方程 讲 , 当 有 变化 的 电场 时 ,犹如 这 眼前 存在 的 那样 ,就 一 定 有 磁 


场 的 线 积分 . 环绕 某 一 闭合 环 的 磁场 积分 乘 以 c* 之 后 ,就 等 于 穿 过 该 环 内 面积 的 电 通 量 的 
时 间 变 化 率 (如 果 没 有 电流 的 话 ): 


BB. | 
cB ds = | ,Enda. (23. 3) 


所 以 ,到 底 磁场 有 多 大 呢 ? 计 算 并 不 十 分 困难 . 假定 考虑 回路 五 , 它 是 一 个 半径 为 > 的 贺 
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周 . 我 们 能 够 从 对 称 性 看 出 ,磁场 会 环绕 图 中 所 示 的 那 种 圆周 转 . 这 样 B 的 线 积分 就 是 
2xrB. 而 且 由 于 电场 是 均匀 的 ,所 以 电场 通 量 简单 地 等 于 巨 乘 以 该 圆周 的 面积 rr: 


co“B. 2rr = FE nr. (23, 4) 
对 于 交 变 场 来 说 ,E 对 时 间 的 微 商 仅 是 iwEoe*'. 因此 我 们 求 得 ,该 电容 器 具有 磁场 
B= 2 Euer (23. 5) 


换 句 话说 ,磁场 也 在 振动 ,而 且 具 有 正比 于 半径 + 的 强度 . 

这 种 情况 会 产生 什么 影响 呢 ? 当 有 一 个 正在 变化 的 磁场 时 , 便 将 产生 一 些 感 生 电 场 ,而 
该 电容 器 将 开始 有 点 像 一 个 电感 的 作用 了 . 当 频 率 升 高 时 ,这 磁场 变 得 较 强 , 它 与 E 的 变化 
率 成 正比 ,因而 也 与 w 成 正比 . 该 电容 器 的 阻抗 将 不 再 简单 地 等 于 1/ (iwC). 

让 我 们 继续 提高 频率 ,并 更 仔细 地 分 析 将 会 发 生 的 情况 . 我 们 有 一 个 来 回 涌 动 的 磁场 . 
但 这 时 的 电场 就 不 可 能 像 我 们 所 曾 假 定 的 那样 是 均匀 的 了 ! 当 有 一 正在 变化 的 磁场 时 ,就 
必然 有 一 个 电场 的 线 积分 一 一 根据 法 拉 第 定律 . 所以, 如果 有 一 个 相当 大 的 磁场 ,正如 在 高 
频 时 就 开始 发 生 的 那样 , 则 电场 不 可 能 在 离开 中 心 的 所 有 距离 处 都 相同 . 电场 必须 随 ~ 改 
变 , 才 能 使 电场 的 线 积分 等 于 变化 着 的 磁场 通 量 . 

让 我 们 来 看 看 能 否 算出 正确 的 电场 . 通过 算出 我 们 原来 对 低频 时 假定 的 色 强 场 的 “ 修 
正 ”, 便 能 够 完成 此 事 . 现在 把 该 匀 强 场 称 作 E, , 它 仍旧 是 Eoe' ,而 把 正确 的 场 写成 

E= E+E:,, 


其 中 E, 就 是 由 于 变化 着 的 磁场 所 引起 的 修正 . 对 于 任意 频率 w, 我 们 将 把 在 该 电容 器 中 心 
处 的 场 写成 Eee”' (因而 定义 了 EE ) ,使 得 在 这 中 心 处 并 不 需要 修正 , 即 在 r = 0 处 已 = 0. 
为 求 得 E 可 利用 法 拉 第 定律 的 积分 形式 : 


We 
中 .ds = 一 过 (B 之 通 量 ). 


这 些 积分 很 简单 ,只 要 取 积 分 回路 像 图 23-4(b) 所 示 的 曲线 I 那样 , 即 沿 轴 上 升 , 当 达到 上 
板 时 再 沿 半径 向 外 伸展 至 距离 ~ 处、 又 垂直 地 落 到 底板 、 然 后 又 返回 到 轴 上 . E, 环绕 这 个 曲 
线 的 线 积分 当然 是 零 ,所 以 就 只 有 E: 做 出 贡献 ,而 它 的 积分 正好 是 一 E,(r) . h, 其 中 凡是 
两 板 间 的 距离 (如 果 五 指向 上 我 们 称 为 正 ). 这 等 于 B 通 量 的 变化 率 , 我 们 得 通过 对 图 23-4 
(b) 中 T 之 内 阴影 面积 的 积分 来 获得 . 穿 过 宽度 为 dr 的 垂直 狭 条 的 通 量 为 B(r)hdr, 因 而 
总 通 量 就 是 
中 B(r)dr 

令 这 一 通 量 的 一 3/3i 等 于 EE, 的 线 积分 , 便 有 

也 (有 二 2 [Br)ar. (23.6) 


注意 式 中 由 已 消去 了 , 场 与 两 板 间 的 间距 无 关 . 
利用 关于 B(r) 的 方程 式 (23. 5) ,我 们 便 有 
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at 4c 
对 于 时 间 的 微 商 只 不 过 带 来 另 一 个 因子 iw, 这 样 我 们 得 
已 (r) 一 一 所 Eoew. (23.7) 


正如 所 预期 的 ,这 感 生 电场 倾向 于 把 远离 中 心 的 电场 减弱 .于 是 ,改正 后 的 场 上 = E, 十 E; 为 


E=E+E,= ( -二 )Ee. (23. 8) 


在 电容 器 中 的 电场 不 再 是 均匀 的 , 它 具 有 如 图 23-5 中 虚线 所 示 的 那 种 抛物 线形 状 . 你 
看 ,我们 的 简单 电容 器 已 变 得 稍微 复杂 些 

现在 有 可 能 利用 所 得 结果 来 计算 电容 器 在 高 频 时 的 阻抗 . 知道 了 电场 后 ,理应 能 够 算出 
板 上 的 电荷 并 求 出 通过 电容 器 的 电流 如 何 依赖 于 
频率 ,但 目前 我 们 对 这 个 问题 不 感 兴趣 .更 感 兴趣 
的 是 要 看 看 当 继续 提高 频率 时 会 发 生 什么 情况 
一 一 看 看 在 更 高 频率 上 所 发 生 的 事情 . 我 们 的 工作 
是 否 结束 了 呢 ? 不 ,因为 已 修正 了 电场 ,这 就 意味 
着 已 算出 来 的 磁场 不 再 是 正确 的 了 . 式 (23. 5) 中 的 
磁场 也 是 近似 正确 的 ,但 它 仅 是 一 级 近似 ,所 以 就 
让 我 们 叫 它 作 B. 这 样 应 将 式 (23. 5) 重 新 写成 


r 


图 23-5 在 高 频 时 电容 器 两 板 间 的 电场 B, = Wr Eew. (23. 9) 


2c 2 
(边缘 效应 已 被 忽略 ) 


你 会 记得 ,这 个 场 是 由 E, 的 变化 产生 的 . 现在 正确 
的 磁场 将 是 由 总 电场 已 十 Es 所 产生 的 . 若 把 磁场 写成 B = Bi 十 Bs, 则 其 中 第 二 项 就 恰好 
是 由 E 所 产生 的 附加 场 . 为 求 出 B: ,可 以 通过 我 们 求 B 时 用 过 的 相同 论证 来 进行 ,B, 环 
绕 曲 线 书 的 线 积分 等 于 E, 穿 过 的 通 量 的 变化 率 . 我 们 将 仍然 有 式 (23. 4) ,其 中 用 B。 代 
蔡 B 而 用 E, 代替 EE: 


dB, Wir = (EE 穿 过 I 的 通 量 ). 
由 于 E; 随 着 半径 变化 ,因而 要 获得 它 的 通 量 就 得 对 有 内 的 圆 面 积 进行 积分 , 用 2xrdr 作为 
面积 元 ,这 个 积分 就 是 
| * 2rrdr. 
因此 对 于 B:(r) 我 们 得 到 


B,(r) = 点 2 /Er)rar. (23.10) 


利用 来 自 式 (23. 7) 的 E,(x) ,我 们 需要 对 rdr 进行 积分 ,而 这 当然 为 x'/4. 对 于 磁场 的 
修正 变 成 
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T6crEoe . (23. 11) 

可 是 事情 还 没有 完成 ! 如 果 磁 场 并 不 与 我 们 最 初 所 设想 的 相同 , 则 刚才 对 Ez 的 计算 
便 不 能 认为 是 正确 的 . 我 们 必须 对 E 进一步 做 出 修正 , 那 是 来 自 该 额外 磁场 B: 的 . 让 我 们 
把 这 个 对 电场 的 附加 修正 叫 作 Es. 它 与 磁场 B: 的 关系 犹如 Es 与 B; 的 关系 一 样 . 我 们 可 以 
再 一 次 利用 式 (23. 6) ,只 不 过 改变 其 中 的 下 脚 标 : 


B:(r) =— 


E,(r) = 2 |B(r)dr. (23. 12) 


利用 上 面 关于 B; 的 结果 , 即 式 (23. 11) ,对 电场 新 的 修正 为 


一 wr wt 
E;(r) 一 十 Gac Eoe 5 (23. 13) 
把 经 过 了 两 次 修正 的 电场 写成 EE = E, 十 E, 十 Es, 我 们 得 
E= Ee [1- 立 ( 笠 ) +zin( 和 2) (23. 14) 


电场 随 ~ 的 变化 不 再 是 我 们 曾 在 图 23-5 中 画 出 来 的 那 条 简单 抛物 线 ,而 是 在 较 大 的 半径 处 
略 高 于 (E, 十 E, ) 曲线 . 
事情 还 未 最 后 完成 . 新 的 电场 对 磁场 产生 一 个 新 的 修正 ,而 这 个 被 重新 修正 了 的 磁场 又 
将 对 电场 产生 一 个 进一步 的 修正 ,如 此 等 等 . 然而 ,我 们 已 经 有 了 所 需 的 全 部 公式 . 对 于 B， 
可 以 利用 式 (23. 10), 把 其 中 B 和 E 的 下 脚 标 从 2 改 成 3. 
对 电场 的 下 一 次 改正 是 
1 wr , iwt 
B= 站 ) Ee™. 
因此 ,在 达到 这 一 级 时 ,整个 电场 就 由 下 式 给 出 : 
we fi 1 fwrt? 1 /or __1 /wry ... 
E= Per'| | 二 人 G+] {2015) 
其 中 我 们 已 把 各 数字 系数 写成 这 样 一 种 形式 ,以 便 对 该 级 数 应 如 何 继续 下 去 看 得 更 清楚 . 
我 们 的 最 后 结果 是 :在 该 电容 器 两 板 间 的 电场 ,对 于 任 一 频率 来 说 ,都 等 于 Eoe*' 乘 以 
仅 含有 变量 wrve 的 一 个 无 穷 级 数 . 如 果 我 们 乐意 ,就 可 以 定义 一 个 特殊 函数 ,这 函数 将 称 为 
Jo(z) ,作为 出 现在 式 (23. 15) 中 方 括号 内 的 无 穷 级 数 . 
二 
Je(z) 一 1 (和 二 人 人 十 (23. 16) 
这 样 ,就 可 以 将 我 们 的 解 写 成 Euew: 乘 以 这 个 函数 ,其 中 zx 一 wrxc : 


E= Ee (2 ). (23. 17) 


之 所 以 叫 这 个 特殊 函数 为 ] 的 原因 是 :自然 ,这 并 非 是 计算 柱 体 中 振动 这 一 问题 才 开 
始 用 的 ,其实 这 一 函数 以 前 就 已 出 现 过 而 且 经 常 被 称 为 J。. 每 当 你 求解 具有 柱 对 称 的 波动 
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问题 时 它 总 是 发 生 . 函数 J 对 于 柱 面 波 就 好 像 余弦 函数 对 于 沿 直线 传播 的 波 一 样 ,因此 它 
是 一 个 重要 函数 ,发 现 已 多 时 了 ,以 后 与 一 个 叫 贝 塞 尔 (Bessel) 的 人 的 名 字 联 系 上 了 . 那个 
下 脚 标 零 意味 着 贝 塞 尔 曾经 发 现 过 整个 一 系列 不 同 的 函数 ,而 这 只 是 其 中 的 第 一 个 . 

其 他 的 贝 塞 尔 函 数 ] ,，]: 等 等 是 处 理 与 强度 随 着 绕 圆柱 轴 的 角度 而 变 的 那些 柱 面 波 所 
必需 的 . 

在 我 们 的 圆 形 电容 器 两 板 间 ,电场 经 过 完全 修正 已 由 式 (23. 17) 给 出 , 它 已 被 画 成 图 
23-5 中 那 条 实 曲线 . 对 于 不 太 高 的 频率 ,我 们 的 二 级 近似 就 已 经 很 好 .三 级 近似 甚至 会 更 
好 一 一 事实 上 ,好 到 要 是 我 们 把 它 画 出 来 ,你 不 可 能 会 看 出 它 与 那 条 实 线 间 的 差别 . 然 
而 ,你 将 在 下 一 节 中 见 到 ,对 于 大 的 半径 或 高 的 频率 ,为 获得 一 个 准确 描述 ,整个 级 数 就 
是 必需 的 了 . 


$23-3 共振 空 腔 


现在 我 们 要 来 看 看 , 当 继 续 把 频率 增加 得 越 来 越 高 时 ,对 于 在 电容 器 两 板 间 的 电场 给 出 
怎样 的 解 . 对 于 大 的 w, 该 参数 z= wr/c 也 变 得 大 了 ,因而 在 zx 的 级 数 ]。 中 的 头 几 项 便 将 增 
加 得 很 快 . 这 意味 着 ,我 们 曾 在 图 23-5 中 画 出 来 的 那 条 抛物 线 在 较 高 频率 处 会 更 加 急剧 地 
下 降 . 事实 上 ,看 来 好 像 在 某 个 高 频 处 场 会 完全 降低 至 零 ,也 许 当 c/w 近似 等 于 a 的 一 半 时 . 
让 我 们 来 看 看 ,J。 是 否 确 实 会 通过 零 而 变 成 为 负 的 . 尝试 由 xz = 2 开始 : 


二 1 一 江平 二 = 上 上 二 
和 网 天 1 一 1 下 二 一 乔 一 和 刀 


函数 仍 未 等 于 零 . 因此 ,就 让 我 们 尝试 一 个 更 大 的 + 值 ,比如 说 xz = 2. 5. 代入 数字 之 后 ,可 得 
Jo(2.5) 一 1 一 1.56 十 0.61 一 0.09 =—0.04. 


函数 J。 在 达到 x 二 2.5 时 就 已 经 通过 了 零点 .对 zx 一 2 和 xz= 2.5 的 结果 进行 比较 ,看 来 似 
平 J。 在 从 2.5 至 2 的 五 分 之 一 路 程 处 通过 零点 . 我 们 应 该 猜测 零 发 生 在 x 大 约 等 于 2. 4 的 
地 方 . 现在 看 看 对 于 这 个 z 值 会 给 出 的 结果 : 

Jo(2.4) = 二 1 一 1.44 十 0.52 一 0.08 一 0.00. 


在 精确 到 小 数 点 后 两 位 时 得 到 零 . 若 再 计算 得 精确 些 (或 者 由 于 Jo 是 一 个 著名 函数 ,所 以 只 要 
查 一 查 书 本 ) ,我 们 会 发 现 它 在 x = 2. 405 处 通过 零 ， 
我 们 用 手 就 已 经 把 它 算出 ,这 表明 你 们 本 来 也 可 以 
发 现 这 些 东西 的 ,而 不 一 定 要 从 书本 上 查 出 来 . 

只 要 在 书 中 查阅 到 了 J。 , 则 注意 它 在 xz 值 较 大 
时 如 何 表现 ,是 十 分 有 趣 的 . 它 看 来 像 图 23-6 中 的 
那 条 曲线 , 当 z 增 大 时 ,Jo(z) 在 正 值 与 负 值 之 间 振 
动 ,振幅 逐渐 减 小 . 

我 们 已 经 得 到 下 面 的 有 趣 结果 : 若 频 率 足 够 
高 , 则 在 电容 器 中 心 处 电场 将 指向 一 个 方向 ,而 在 
图 23-6 贝 蹇 尔 函 数 J,(zx) 靠近 边缘 处 电场 又 指向 相反 方向 . 例如 ,假设 取 一 
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个 足够 高 的 w 使 得 在 该 电容 器 的 外 缘 处 zx = wr/c 的 值 为 4, 那 么 该 电容 器 的 边缘 就 相当 于 
图 23-6 中 横 坐 标 x = 4 的 地 方 . 这 意味 着 我 们 的 电容 器 是 在 w = 4c/a 时 工作 的 . 在 极 板 的 
边缘 处 ,电场 将 有 相当 大 的 值 而 方向 与 我 们 所 期 待 的 相反 . 这 就 是 在 高 频 时 电容 器 所 能 发 生 
的 令 人 感到 惊异 的 事情 . 若 把 频率 增 得 很 高 , 则 当 从 电容 器 中 心 向 外 移动 时 电场 的 方向 会 来 
回 振动 多 次 ,而 且 还 存在 与 这 些 电 场 联 系 着 的 磁场 . 因此 ,对 于 高 频 来 说 ,我 们 的 电容 器 看 来 
并 不 像 一 个 理想 电容 ,就 不 足 为 怪 了 . 甚至 有 可 能 开始 怀疑 : 它 看 来 更 像 一 个 电容 还 是 更 像 
一 个 电感 呢 ? 应 该 强调 ,还 有 一 些 发 生 于 该 电容 器 边缘 上 的 更 加 复杂 的 效应 已 经 被 我 们 忽 
略 了 . 例如 ,会 有 经 过 边缘 向 外 的 波 辐射 ,因而 场 甚 至 比 我 们 已 算出 来 的 还 要 复杂 . 但 眼前 我 
们 不 会 对 那些 效应 操心 . 

本 来 我 们 也 可 尝试 做 出 一 个 有 关 电 容器 的 等 效 电路 ,但 或 许 更 好 的 是 直接 承认 , 曾 为 
低频 而 设计 的 那 种 电容 器 当 频 率 太 高 时 就 不 再 令 人 满意 了 . 若 要 来 处 理 像 这 样 的 对 象 在 
高 频 时 的 运行 情况 ,我 们 就 必须 放弃 在 处 理 电路 时 曾经 做 过 的 那 种 关于 麦克 斯 韦 方程 
组 的 近似 方法 ,而 返回 到 能 够 完全 描述 空间 中 场 的 完整 的 方程 组 . 不 要 去 同一 些 理想 
的 电路 元 件 打 交道 ,而 是 必须 处 理 那些 实际 存在 的 真实 导体 ,把 在 导体 之 间 空 间 里 的 
一 切 场 都 算 进 去 . 例如 , 若 想 要 有 一 个 高 频 共振 电路 , 则 不 会 试 着 用 线圈 与 平行 板 电容 
器 去 设计 它 . 

我 们 已 经 提 到 ,刚才 正在 分 析 的 那个 平行 
板 电容 器 具有 电容 和 电感 两 方面 的 某 些 特征 . 
既然 有 电场 ,就 会 在 两 板 的 表面 上 聚积 电荷 ; 
既然 有 磁场 ,就 会 产生 反 电 动 势 . 是 否 有 可 能 
我 们 已 有 了 一 个 共振 电路 呢 ? 确实 得 到 了 . 假 
设 挑选 这 样 一 个 频率 , 它 能 使 该 电场 图 样 在 盘 
的 边缘 以 内 的 某 个 半径 上 降低 至 零 ,也 就 是 
说 ,我 们 选取 一 个 比 2. 405 大 些 的 waxc. 在 这 
个 与 两 板 共 轴 的 圆周 上 ,电场 处 处 都 将 是 零 . 
现在 假定 取 一 块 蒲 金属 片 ,并 把 它 剪 成 其 宽度 
恰好 足以 安装 在 该 电容 器 的 两 板 之 间 ,然后 把 
它 在 电场 等 于 零 的 那个 半径 上 弯 成 一 个 贺 简 . 
由 于 那里 没有 电场 ,所 以 当 我 们 放 进 这 个 导体 
圆柱 时 ,就 不 会 有 电流 流 过 它 , 而 且 , 在 电场 和 
磁场 方面 也 将 不 会 有 什么 变化 . 在 该 电容 器 中 
间 ,我 们 已 经 能 够 放置 一 个 直接 短路 器 件 而 不 
致 引起 任何 变化 . 而 且 , 看 看 现在 我 们 有 的 东 
西 吧 ,已 经 有 一 个 闭合 柱 形 盒 , 其 中 存在 电场 
和 磁场 ,但 完全 不 和 外 界 联 系 .即使 丢掉 那些 
伸 到 盒 外 的 两 板 边 缘 部 分 以 及 对 电容 器 的 接 
线 , 盒 里 的 场 仍 不 会 变化 . 我 们 留 下 来 的 一 切 
就 是 一 个 其 中 藏 有 电场 和 磁场 的 封闭 盒子 ,如 图 23-7 在 一 个 封闭 的 圆 简 僵 内 的 
图 23-7(a) 所 示 . 电场 以 频率 w 来 回 振动 电场 和 磁场 
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着 一 一 不 要 忘记 ,w 确定 了 盒子 的 直径 . 振动 E 场 的 振幅 随 着 从 盒 轴 向 外 伸 出 的 距离 而 变 
化 ,如 图 23-7(b) 的 曲线 所 示 . 这 一 曲线 不 过 是 零 级 贝 塞 尔 函 数 的 第 一 个 极 大 . 此 外 ,还 有 一 
个 磁场 环绕 着 轴 转 ,并 以 在 时 间 上 与 电场 相差 90 "的 相位 振动 . 

我 们 也 可 对 磁场 写 出 一 个 级 数 ,并 把 它 描 绘 出 来 ,如 图 23-7(c) 中 的 曲线 所 示 . 

我 们 怎样 才能 把 电场 和 磁场 贮藏 在 一 个 盒子 里 而 与 外 界 没有 任何 联系 ? 这 是 因为 , 电 
场 和 磁场 会 维持 它们 本 身 : 正 在 改变 的 E 产 生 一 个 B, 而 正在 改变 的 B 又 产生 一 个 E 一 一 所 
有 过 程 都 按照 麦克 斯 韦 方程 组 进行 . 磁场 具有 电感 的 性 质 , 而 电场 则 具有 电容 的 性 质 ,两 者 
合 在 一 起 才 构 成 像 共 振 电路 那样 的 某 种 东西 .注意 刚才 所 描述 的 这 些 情 况 仅仅 当 盒子 的 半 
径 恰好 等 于 2. 405c/w 时 才 发 生 . 对 于 半径 已 经 给 定 的 盒子 ,这 些 振动 着 的 电场 和 磁场 只 有 
在 那些 特定 频率 才 会 一 一 按照 我 们 所 描述 的 那 种 方式 一 一 维持 它们 本 身 . 因此 ,一 个 半径 为 
r 的 柱 形 盒子 在 如 下 的 频率 处 就 会 发 生 共振 : 


wo = 2.405 了 (23. 18) 


我 们 曾 说 ,在 盒子 完全 封闭 之 后 场 仍 将 继续 照样 振动 , 那 并 非 完全 正确 . 假如 念 子 的 避 
是 理想 导体 , 那 就 会 有 可 能 . 然而 ,对 于 一 个 实际 盒子 ,存在 于 内 壁 上 的 振动 电流 会 由 于 材料 
中 的 电阻 而 损耗 能 量 . 因而 场 的 振动 将 逐渐 衰减 下 去 . 从 图 23-7 可 以 看 到 ,与 该 空 腔 内 部 的 
电场 和 磁场 相伴 随 必 然 存在 一 些 强 电流 . 因为 垂直 方向 的 电场 会 突然 在 盒子 的 顶板 和 底板 
上 停顿 下 来 ,所 以 它 在 那里 就 有 巨大 散 度 ,因而 也 就 一 定 有 正 、 负 电荷 出 现在 该 盒子 的 内 表 
面 ,如 图 23-7(a) 所 示 . 当 电场 倒转 时 ,电荷 也 会 倒转 过 来 ,因而 在 盒子 的 顶板 和 底板 之 间 就 
一 定形 成 交 变 电流 . 这 些 电荷 将 在 盒子 的 侧 壁 内 流动 ,如 图 所 示 . 通过 对 磁场 所 发 生 的 情况 
的 考虑 ,我 们 也 能 够 明白 ,必然 会 有 电流 通过 该 盒子 的 侧 壁 . 图 23-7(c) 中 的 曲线 告诉 我 们 ， 
磁场 在 该 盒子 的 边缘 处 会 突然 下 降 至 零 . 像 这 样 的 磁场 突变 只 有 当 壁 中 存在 电流 时 才能 发 
生 , 这 一 电流 就 是 向 该 盒子 的 顶板 和 底板 提供 那些 交 变 电 荷 的 . 
你 可 能 对 于 在 念 子 的 和 直方 向 的 侧 壁 中 发 现 有 电流 会 感到 奇怪 . 关于 以 前 讲 到 在 电场 
为 零 的 地 方 引进 这 些 侧 壁 不 会 改变 任何 东西 ,又 是 怎么 回 事 呢 ? 然而 ,要 记 住 , 当 我 们 起 初 
放 进 该 盒子 的 侧 壁 时 ,顶板 和 底板 还 伸 出 于 壁 之 外 ,因而 在 盒子 外 面 也 就 还 有 磁场 .只 有 当 
我 们 丢掉 了 伸 出 于 盒子 边缘 之 外 的 闭 一 部 分 电容 器 极 板 之 后 , 净 电流 才 不 得 不 出 现在 该 秋 
直 壁 的 内 表面 上 . 
虽然 在 完全 封闭 的 盒子 内 的 电场 和 磁场 将 会 由 于 能 量 损失 而 逐渐 减弱 ,但 我 们 还 是 能 够 
阻止 这 一 事情 发 生 ,只 要 在 盒子 旁边 挖 开 一 个 小 润 而 
输入 一 点 点 电能 以 补充 其 损失 . 试 取 一 根 小 导线 , 插 进 
和 由 。 盒子 旁边 的 这 一 小 洞 中 ,并 把 它 粘 牢 在 内 壁 上 以 便 形 
回放 回路 。 成 一 个 小 回路 ,如 图 23-8 所 示 . 如 果 现在 把 这 一 段 导 
南 瑟 研 三 贡 线 接 至 一 高 频 交 变 电 源 , 则 电流 将 会 把 能 量 耦 进 空 腔 
克昌 及 je 里 ,而 使 其 中 的 电场 和 磁场 振动 能 够 持续 进行 . 当然 ， 
这 只 有 当 驱动 源 的 频率 与 盒子 的 共振 频率 相同 时 才 会 
图 23-8 对 一 共振 空 腔 的 列 进 。 ”发 生 . 如 果 源 的 频率 不 对 头 , 则 电场 和 磁场 将 不 会 发 生 
et 共振 ,因而 盒子 里 的 场 就 会 变 得 非常 微弱 . 
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通过 在 盒子 旁边 再 开 另 一 个 小 洞 并 钩 住 另 一 个 耦合 回路 ,如 在 图 23-8 中 描画 出 来 的 那 
样 , 则 这 共振 行为 便 容 易 观察 到 , 穿 过 这 耦合 回路 的 变化 磁场 将 在 回路 中 产生 一 感 生 电动 
势 . 若 这 个 回路 现在 被 连接 至 某 个 外 面 的 测量 电路 , 则 电流 将 正比 于 空 腔 中 场 的 强度 . 假定 
现在 将 空 腔 的 输入 回路 接 至 一 部 射频 信号 发 生 器 ,如 图 23-9 所 示 . 这 信号 发 生 器 含有 一 个 
交 变 电流 源 , 其 频率 可 由 旋转 发 生 器 面板 上 的 旋钮 而 改变 . 然后 又 把 空 腔 的 输出 回路 接 至 一 
个 “ 检 波 器 "上 , 它 是 一 部 能 测量 来 自 输出 回路 电流 的 仪器 . 它 会 给 出 正比 于 电流 的 指针 读 
数 . 如 果 现 在 测量 作为 该 信号 发 生 器 频率 函数 的 输出 电流 , 则 可 找到 一 条 像 图 23-10 所 示 的 
曲线 . 除 十 分 靠近 空 腔 共 振 频 率 w 的 那些 频率 以 外 ,对 于 其 他 所 有 频率 ,输出 电流 都 很 小 . 
这 条 共振 曲线 很 像 我 们 曾 在 第 1 卷 第 23 章 中 所 描述 过 的 那些 曲线 . 然而 ,这 一 共振 曲线 的 
宽度 比 起 通常 由 电感 和 电容 所 构成 的 共振 电路 中 所 求 得 的 要 狭窄 得 多 ;也 就 是 说 , 空 腔 的 Q 
值 很 高 . 要 得 到 一 个 高 达 10 万 或 更 大 的 Q 值 并 不 希奇 ,只 要 空 腔 的 内 壁 是 由 某 些 像 银 那样 
十 分 优良 的 导电 材料 所 构成 的 . 


输出 电流 


图 23-9 为 观测 空 腔 共振 用 的 装备 图 23-10 共振 空 腔 的 频率 响应 曲线 


§23-4 腔 模 


假设 现在 我 们 试图 通过 对 实际 盒子 做 测量 来 检验 上 述 理论 . 取 一 个 圆柱 形 盒子 ,其 直径 
为 3.0 in 而 高 度 约 2. 5 in. 这 个 盒子 装配 有 如 图 23-8 所 示 的 一 个 输入 和 输出 回路 . 车 按照 
式 (23. 18) 算 出 关于 这 个 盒子 预期 的 共振 频率 , 则 可 得 f。 = w/(2x) = 3010 MHz. 当 我 们 
把 信号 发 生 器 的 频率 设置 在 3 000 MHz 左右 并 稍微 变更 这 一 频率 以 获得 共振 时 ,就 会 观 
察 到 最 大 的 输出 电流 发 生 于 频率 为 3 050 MHz 处 ,这 数值 很 接近 于 那 预 期 的 共振 频率 ， 
但 不 完全 相同 . 产生 这 一 差异 有 几 种 可 能 原因 . 或 许 由 于 为 要 放 进 耦合 回路 而 控 开 的 那 
些小 洞 会 使 共振 频率 有 了 一 点 变化 . 然而 ,稍微 
想 一 下 就 会 明白 ,那些 小 洞 理应 使 共振 频率 略 


有 降低 ,因而 这 不 能 成 为 理由 . 或 许 是 在 校准 信 。 将 | “人 3300 

号 发 生 器 时 稍微 有 一 些 误差 ,也 许 是 我 们 对 空 于 

腔 的 直径 量 得 不 够 准确 . 但 无 论 如 何 ,还 是 符合 

得 相当 好 的 . 3000 3500 4000 
更 为 重要 的 是 : 当 信号 发 生 器 的 频率 在 操 (MHz) 


3 000 MHz 以 上 改变 一 些 时 所 发 生 的 情况 . 当 我 。 加 23-1 对 - 柱 形 空 腔 所 观测 到 的 几 个 
们 这 样 做 时 , 便 会 获得 如 图 23-11 所 示 的 那些 结 共振 频率 
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果 . 我 们 发 现 ,除了 在 3 000 MHz 附近 那个 预期 的 共振 外 ,还 有 一 个 接近 于 3 300 MHz 和 另 

一 个 接近 于 3 820 MHz 的 共振 . 这 些 附加 的 共振 

意味 着 什么 呢 ? 我 们 也 许可 从 图 23-6 获得 一 条 

CT > 线索 . 尽管 曾经 假定 贝 塞 尔 函数 的 第 一 个 零点 出 

现在 伪 子 的 边缘 ,但 也 有 可 能 贝 塞 尔 函 数 的 第 二 

个 零点 与 盒子 的 边缘 相对 应 ,因而 当 我 们 从 盒子 

下 | 中 心 移动 至 边缘 时 电场 恰好 完成 一 个 完整 的 振 

动 ,如 图 23-12 所 示 . 这 是 关于 振动 场 的 另 一 种 

本 可 能 模式 . 我 们 应 当 肯 定 地 预期 盒子 会 以 这 种 模 

式 发 生 共 振 . 可 是 要 注意 , 贝 塞 尔 函 数 的 第 二 个 

名 零点 发 生 在 zx = 5. 52 处 , 那 比 起 第 一 个 等 点 处 的 

值 不 止 大 一 倍 . 因此 ,这 个 模式 的 共振 频率 就 应 

比 6 000 MHz 还 高 . 无疑, 我们 会 在 那里 找到 它 

的 ,但 却 不 能 用 它 来 解释 在 3 300 时 所 观测 到 的 
那个 共振 . 

麻烦 就 在 于 对 有 关 共 振 腔 行为 的 分 析 ,我 们 

只 考虑 了 电场 和 磁场 一 种 可 能 的 几何 布局 . 已 经 

假定 电场 是 垂直 的 而 磁场 则 位 于 一 些 水 平 圆周 

上 .但 别 的 场 也 是 有 可 能 的 . 唯一 的 要 求 是 ,在 盒 

子 里 的 电场 和 磁场 都 必须 满足 麦克 斯 韦 方程 组 

(b) 而 且 电场 还 必须 与 盒 壁 正 交 . 我 们 已 考虑 其 中 盒 

图 23-12 更 高 频率 的 模式 子 项 部 和 底部 都 是 平坦 的 那 一 种 情况 ,但 要 是 顶 

和 底 都 弯曲 ,事情 也 不 会 完全 不 同 .事实 上 ,盒子 

怎么 能 够 被 认为 知道 哪 是 它 的 项 、 底 以 及 侧面 呢 ? 实际 上 能 够 证 明 ,在 盒 内 就 存在 电场 或 多 

或 少 穿越 直径 的 那 一 种 振动 模 , 如 图 23-13 所 示 . 


r=5.52c/@w 


1 
1 
1 
1 
1 


图 23-13 柱 形 空 腔 的 一 种 横向 模 图 23-14 柱 形 空 腔 的 另 一 种 模 


要 理解 为 什么 这 一 模式 的 固有 频率 与 我 们 所 曾 考虑 过 的 第 一 个 模式 的 固有 频率 不 应 有 
很 大 差别 ,并 不 是 太 困难 的 . 假设 不 取 该 柱 形 空 腔 ,而 是 取 一 个 每 边 3 in 的 立方 形 空 腔 . 很 请 
楚 , 这 个 空 腔 该 有 三 种 不 同 模式 ,但 都 有 相同 的 频率 . 其 中 电场 几乎 是 上 下 振动 的 一 种 模式 
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肯定 将 与 其 中 电场 是 左右 指向 的 另 一 种 模式 具有 相同 频率 . 如 果 我 们 现在 将 该 立方 形 空 腔 
扭曲 成 一 圆 简 ,就 会 或 多 或 少 改变 其 频率 . 但 仍 应 该 期 望 ,这 些 频率 不 会 改变 得 太 多 ,只 要 对 
该 空 腔 的 尺寸 大 约 保持 一 样 .因此 ,图 23-13 那 种 模式 的 频率 应 不 太 异 于 图 23-8 的 模式 . 本 
来 我 们 可 以 对 图 23-13 的 那 种 模式 详细 算出 其 固有 频率 ,但 现在 还 不 打算 那样 做 . 当 这 些 计 
算 做 出 来 时 , 便 会 发 现 , 对 于 上 面 所 假定 的 那些 尺寸 ,算出 的 共振 频率 的 确 很 接近 于 在 3 300 
MHz 处 所 观测 到 的 共振 的 频率 . 

通过 相似 的 一 些 计算 还 能 够 证 明 , 应 该 还 有 另外 的 模式 ,其 共振 频率 为 我 们 已 找 出 的 接 
近 3 800 MHz 的 那个 频率 . 对 于 这 一 模式 ,电场 和 磁场 如 图 23-14 所 示 . 不 必 担 心 该 电场 会 
自始至终 横 穿 过 空 腔 . 它 从 侧 壁 跑 至 两 端 ,如 图 所 示 . 

那么 你 现在 大 概 会 相信 , 若 把 频率 增加 得 越 来 越 高 , 则 应 该 指望 会 找到 越 来 越 多 的 共 
振 . 存在 许多 不 同 的 模式 ,每 一 个 都 具有 与 电场 和 磁场 的 某 一 特定 的 复杂 布局 相对 应 的 不 同 
共振 频率 . 这 些 场 的 每 一 种 布局 称 为 共振 模 . 通过 求解 关于 空 腔 里 的 电场 和 磁场 的 麦克 斯 韦 
方程 组 ,每 一 种 模式 的 共振 频率 就 可 以 计算 出 来 . 

当 有 了 在 某 个 特定 频率 处 的 共振 时 ,我 们 怎样 才能 知道 被 激发 的 是 哪 一 模式 呢 ? 一 种 
办 法 是 ,通过 一 个 小 洞 把 一 根 小 导线 插 进 空 腔 里 . 如 果 电 场 沿 着 导线 方向 ,如 图 23-15(a) 所 
示 , 则 导线 里 便 有 一 个 相对 较 大 的 电流 从 电场 汲 去 能 量 , 因而 共振 将 被 抑制 . 若 电场 像 图 
23-15(b) 所 示 的 那样 , 则 影响 会 小 得 多 . 通过 把 导线 的 末端 弯曲 , 像 图 23-15(c) 那 样 ,我 们 
可 以 找 出 这 种 模式 中 场所 指 的 方向 . 于 是 , 当 把 导线 转动 使 其 末端 与 平行 时 影响 便 大 ,而 
当 转 动 至 与 成 90 时 影响 就 小 . 


图 23-15 一 根 伸 进 空 腔 里 的 短 金 属 线 , 当 其 平行 于 EE 时 ,对 共振 的 干扰 比 起 与 E 垂直 时 要 大 得 多 


§ 23-5 ” 空 腔 与 共振 电路 


尽管 我 们 已 经 描述 的 共振 腔 似乎 与 通常 含有 电感 和 电容 的 那 种 共振 电路 很 不 相同 ， 
但 这 两 种 共振 系统 还 是 很 紧密 地 联系 着 的 . 它们 都 是 同一 家 庭 的 成 员 ,恰好 就 是 电磁 共 
振 的 两 个 极端 情况 一 -有 许多 中 间 情 况 介 平 这 两 个 极端 之 间 . 假设 我 们 通过 考虑 一 个 电 
容 与 一 个 电感 并 联 的 共振 电路 开始 ,如 图 23-16(a) 所 示 . 这 一 电路 将 在 ww = 17VIC 的 频 
率 上 发 生 共振 . 如 果 我 们 希望 提高 这 一 电路 的 共振 频率 ,可 通过 降低 电感 上 而 做 到 . 一 种 
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办 法 是 ,减少 线圈 中 的 臣 数 . 但 是 ,在 这 方面 我 们 只 能 走 到 这 一 步 , 即 最 后 将 达到 只 有 一 
政 ,就 是 连接 电容 器 的 顶板 和 底板 间 的 那 一 根 导线 . 本 来 还 可 以 通过 降低 电容 而 把 共振 
频率 提 得 更 高 ,然而 ,我 们 可 以 通过 把 几 个 电感 并 联 而 继续 降低 这 个 电感 . 当 两 个 单 下 电感 
并 联 时 就 只 有 每 下 电感 的 一 半 . 所 以 当 电感 已 减 至 仅 有 一 下 时 ,我们 仍 可 通过 添加 其 他 一 
些 连接 电容 器 的 顶板 与 底板 间 的 单个 回路 来 继续 提高 共振 频率 . 例如 ,图 23-16(b) 表 明 
电容 器 两 板 之 间 是 由 六 个 这 样 的 “ 单 叶 电感 "连接 的 . 如 果 继 续 增加 许 许 多 多 这 种 导线 
段 , 则 可 能 会 过 波 到 一 个 完全 封闭 了 的 共振 系统 ,如 图 23-16(c) 所 示 , 那 是 一 个 柱 形 对 称 
物体 的 截面 . 现在 我 们 的 电感 是 一 个 连接 至 电容 器 两 板 边缘 的 柱 形 空 钢 , 电 场 和 磁场 显 
示 在 该 图 中 . 当然 ,这 样 的 物体 就 是 一 个 共振 腔 , 被 叫 作 “加 感 " 空 腔 , 但 我 们 仍 可 以 把 它 
看 作为 一 个 LC 电 路 , 即 其 中 电容 部 分 是 我 们 能 够 在 那里 找到 大 多 数 电场 的 地 方 ,而 电感 
部 分 则 是 能 找到 大 多 数 磁场 的 地 方 . 


(c) 


图 23-16 共振 频率 逐渐 提高 的 各 种 共振 器 


如 果 要 进一步 提高 图 23-16(c) 的 共振 器 频率 ,还 可 以 通过 继续 降低 电感 世 而 做 到 . 为 
此 ,就 必须 减 小 该 电感 部 分 的 几何 尺寸 ,比方 说 缩小 图 中 的 高 度 h. 当 有 缩小 时 ,共振 频率 将 
会 提高 . 当然 最 后 将 会 达到 其 中 高 度 h 刚好 等 于 电容 器 两 板 之 间 的 间距 . 此 时 ,我们 就 刚好 
有 一 个 柱 形 盒 ,共振 电路 变 成 图 23-7 的 空 腔 共 振 器 . 

你 将 会 注意 到 ,在 图 23-16 中 原来 的 LC 共振 电路 中 ,电场 和 磁场 分 得 很 开 . 当 逐 渐 把 
共振 系统 修改 以 便 使 其 频率 逐步 提高 时 ,磁场 就 会 越 来 越 靠 近 电 场 ,直到 两 者 在 空 腔 共 振 器 
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中 完全 混合 . 

尽管 在 这 一 章 中 ,我 们 曾 谈 过 的 空 腔 共振 器 都 是 柱 形 盒子 ,但 圆柱 这 个 形状 却 没有 什么 
神秘 之 处 . 任 一 种 形状 的 盒子 都 会 有 对 应 于 电场 和 磁场 的 各 种 可 能 振动 模式 的 共振 频率 . 例 
如 ,图 23-17 所 示 的 那个 “ 空 腔 ” 就 会 有 它 自 己 特定 的 一 组 共振 频率 一 一 虽 则 要 把 它 算出 来 
是 相当 困难 的 . 


~ 


图 23-17 另 一 个 共振 空 腔 


第 24 章 波 导 


8$824-1 传 输 线 


上 一 章 我 们 学 习 过 电路 的 集 总 元 件 在 十 分 高 的 频率 工作 时 所 发 生 的 情况 ,从 而 看 出 
一 个 共振 电路 可 由 场 在 其 中 共振 的 一 个 空 腔 替代 . 另 一 个 有 趣 的 技术 问题 是 ,要 把 两 个 
物体 连接 起 米 使 得 电磁 能 量 能 在 它们 之 间 传 输 . 在 低频 电路 中 ,这 种 连接 是 由 导线 完成 
的 ,但 这 一 种 方法 在 高 频 时 就 不 怎么 奏效 ,因为 这 种 电路 将 会 把 能 量 辐射 到 周围 的 整个 
空间 中 去 ,从 而 难以 控制 能 量 的 去 向 , 场 将 在 导线 周围 散发 出 去 ,电流 和 电压 不 可 能 由 导 
线 很 好 地 “引导 ”". 在 这 一 章 中 我 们 要 来 看 看 在 高 频 时 物体 可 能 互相 连接 的 办 法 .至 少 ,这 
是 一 种 介绍 我 们 课题 的 方式 . 

另 一 种 说 法 是 ,上 面 我 们 讨论 了 在 自由 空间 里 波 的 行为 . 现在 正 是 搞 清楚 当 振 动 场 被 局 
限 在 一 维 或 多 维 的 空间 里 时 所 发 生 的 情况 的 时 候 . 我 们 将 发 现 一 些 有 趣 的 新 现象 . 当场 受到 
最 好 的 二 维 限制 而 允许 在 第 三 维 自由 通过 时 ,它们 将 以 波 的 形式 传播 出 去 . 这 些 就 是 “ 导 
波 " 一 一 本 章 的 课题 . 

我 们 由 研究 传输 线 的 普遍 理论 着 手 . 那些 在 旷野 从 一 个 铁塔 到 另 一 个 铁塔 的 输电 线 会 
辐射 出 一 些 功 率 ,但 电源 的 频率 (50~60 Hz) 竟 是 如 此 之 低 , 以 致 这 种 损失 并 不 严重 . 这 种 辐 
射 可 以 用 金属 套 管 包围 导线 而 加 以 防止 ,但 这 一 办 法 对 于 电力 传输 线 来 说 并 不 实际 ,因为 所 
用 的 电压 和 电流 势必 要 求 一 条 十 分 粗 重 而 又 昂贵 的 套 管 . 因此 ,常用 的 还 是 简易 的 “ 明 线 ”. 

对 于 较 高 一 些 的 频率 一 一 比方 说 几 和 干 赫 一 一 辐射 可 能 已 变 得 严重 . 然而 , 它 还 是 可 采用 
诸如 在 短程 电话 接线 中 所 用 的 那 种 “ 双 扭 线 " 来 降低 的 . 但 是 ,在 更 高 频率 时 ,辐射 立刻 变 得 
难以 忍受 ,这 或 是 由 于 功率 损失 ,或 是 由 于 能 量 在 不 需要 它 出 现 的 其 他 电路 中 出 现 了 . 对 于 
从 几 和 于 赫 起 至 几 百 兆赫 的 频率 ,电磁 信号 和 功率 往往 采用 在 简 形 “外 导体 "或 “屏蔽 物 "之 内 
含有 一 根 导 线 的 那 种 同 轴线 来 传输 . 虽然 我 们 仍 将 仅仅 对 一 根 同 轴线 进行 推导 ,但 下 述 处 理 
办 法 将 适用 于 两 个 互相 平行 的 任何 形状 的 导体 构成 的 传输 线 . 

试 取 一 条 最 简单 的 同 轴线 ,在 其 中 心 处 有 一 个 薄 中 空 圆 简 ,此 外 又 有 与 这 一 内 导体 同 轴 
的 另外 一 个 导体 ,也 是 一 个 薄 简 ,如 图 24-1 所 示 . 一 开始 我 们 用 近似 的 方法 算出 该 同 轴线 在 
相对 低频 时 的 工作 情况 . 当 早先 我 们 讲 到 两 导体 具有 
确定 的 单位 长 度 电感 或 电容 时 ,就 已 经 描述 了 某 些 低 
i 频 行 为 . 事实 上 ,是 可 以 通过 给 出 任何 一 根 传输 线 的 

- 单位 长 度 电感 L。 和 电容 Co 而 描述 其 低频 行为 的 . 于 
是 ,我 们 就 可 以 将 该 线 当 作 8 22-6 中 曾 讨论 过 的 那 
种 LC 滤波 器 的 极限 情况 而 加 以 分 析 . 通过 采用 一 些 
图 24-1 一 条 共 轴 传输 线 小 串联 元 件 LAz 和 一 些小 并 联 元 件 CuAz( 其 中 Az 
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是 该 线 中 的 一 个 长 度 元 ) ,可 以 制造 一 个 模拟 传输 线 的 滤波 器 . 利用 关于 无 限 长 滤波 器 的 结 
果 , 可 以 看 到 电场 的 信号 会 沿 着 该 线 传播 . 然而 ,我 们 现在 并 不 想 遵循 这 一 途径 ,而 宁愿 从 微 
分 方程 的 观点 来 考察 该 线 . 

假设 我 们 要 看 看 沿 传输 线 相 邻 两 点 ,比如 说 距离 线 的 开头 部 分 为 x 和 x 十 Axz 两 点 间 发 
生 的 事情 . 让 我 们 把 这 两 导体 间 的 电势 差 称 为 V(x), 而 沿 那 根 “ 热 "导体 的 电流 称 为 T(z) 
( 见 图 24-2). 如 果 导 线 中 的 电流 正在 变化 , 则 电感 将 向 我 们 提供 跨越 从 工 至 zz 十 Ax 那 一 小 
段 导 线 闻 的 电压 降 计 为 : 


9 
AV = V(z 十 Az) 一 V(z) =— LAz. 
i "9 | K(x+Ax) 

或 者 , 取 Az 一 0 的 极限 , 则 可 得 Sa | 

aV al x x+Ax 

区 一 一 区 (24. 1) 

图 24-2 传输 线 的 电流 和 电压 

这 表明 变化 着 的 电流 产生 了 电压 的 梯度 . 


再 参考 上 图 , 若 在 z 处 的 电压 正在 变化 , 则 必定 有 某 些 电 荷 提 供给 该 区 域 里 的 电容 . 如 
果 我 们 考虑 从 工 至 zx 十 Ax 那 一 小 线段 , 则 其 上 的 电荷 为 gq = CoAxV. 这 一 电荷 的 时 间 变 化 
率 为 Co ArdV/di, 但 只 有 在 流入 该 线 元 的 电流 I(z) 不 等 于 从 该 线 元 流出 的 电流 T(z 十 Ax) 
时 电荷 才 出 现 改 变 . 把 这 一 电流 差 称 为 AT, 便 有 
dV 
AT =— Co Ax a 
若 取 Az 一 0 的 极限 ,可 得 
a1__ co 
ax ”31 
因此 ,电荷 守恒 意味 着 电流 梯度 正比 于 电压 的 时 间 变 化 率 . 
于 是 , 式 (24.1) 和 (24. 2) 就 是 传输 线 的 基本 方程 . 如 果 我 们 乐意 ,可 以 把 它 稍微 修改 一 
下 使 之 包括 导体 中 的 电阻 效应 或 电荷 经 由 导体 之 间 绝 缘 体 的 渗 漏 现象 ,但 对 于 眼前 的 讨论 
来 说 我 们 将 只 停留 在 这 个 简单 例子 上 . 
关于 传输 线 的 这 两 个 方程 ,通过 对 其 中 一 个 取 : 的 微 商 ,而 对 另 一 个 取 z 的 微 商 ,再 消 
去 V 或 1, 从 而 把 它们 结合 起 来 .于 是 ,我 们 就 有 


(24. 2) 


aV aV 

7 = Clo ge We 
或 者 是 , 

于 = CL 于 (24.4) 


由 此 我 们 再 次 认识 到 它们 是 在 z 方 向 上 的 波动 方程 . 对 一 条 均匀 的 传输 线 来 说 ,电压 
(或 电流 ) 作 为 波 而 沿 该 线 传 播 . 沿线 电压 必然 会 取 V(z, 1) = f(z 一 vt) 或 V(z, 1) = 
SCz 十 zt) 或 两 者 之 和 的 形式 . 那么 速度 v 是 什么 呢 ? 我 们 知道 , avaz 项 的 系数 恰好 是 
lv , 因而 
1 
VLoCo 


UD 二 


(24. 5) 
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我 们 将 希望 你 们 去 证 明 : 线 里 每 一 个 波 的 电压 总 会 正比 于 那个 波 的 电流 ,而 比例 常数 刚 
好 等 于 特性 阻抗 zx. 对 于 沿 正 z 向 行进 的 波 分 别称 其 电压 和 电流 为 V+ 和 I; , 则 应 该 得 到 


V+= zo:ls: (24. 6) 
同 理 , 对 于 一 个 走向 负 xz 向 之 波 其 关系 为 
V-_=—zol_. 


特性 阻抗 一 一 正如 过 去 曾 从 滤波 器 方程 中 找到 的 那样 一 一 由 下 式 给 出 : 


Zo =\/&&， (24.7) 
所 以 是 一 个 纯 电 阻 . 


为 求 得 一 条 传输 线 的 传播 速率 v 及 其 特性 阻抗 z。 ,我 们 必须 知道 单位 长 度 的 电感 和 电 
容 . 对 于 一 条 同 轴 电 缆 来 说 ,是 能 轻而易举 地 把 它们 算出 来 的 ,因而 我 们 会 知道 情况 到 底 怎 


么 样 ,对 于 电感 ,根据 8 17-8 的 那些 概念 ,并 设 却 LI: 等 于 磁 能 , 则 它 可 以 通过 cz B/2 对 
整个 体积 的 积分 而 获得 . 假定 该 中 心 导体 载 有 电流 ,那么 我 们 知道 , B = I/(2roczr), 其 中 
"为 离 轴 的 距离 . 取 一 厚度 为 dr 而 长 度 为 ! 的 柱 形 壳 作 为 体积 元 , 则 对 于 磁 能 应 有 


t= (2 ) 2nrdr, 


2 」J。\2reoc2r 


式 中 a 和 2 分 别 代表 内 外 两 导体 的 半径 . 算出 该 积分 ,得 


U= 5 之 (24. 8) 
设 这 一 能 量 等 于 方 LI*, 就 可 以 求 出 
= 二 In 2 (24. 9) 
正如 推测 到 的 那样 , 它 与 线 的 长 度 i 成 正比 ,因而 单位 长 度 的 自 感 L。 就 是 
L。 = 8}. (24. 10) 


我 们 曾 算出 在 一 柱 形 电容 器 上 的 电荷 ( 见 $ 12-2). 现在 ,将 该 电荷 除 以 电势 差 , 便 得 


= 2nel 
ln (b/a)” 


因而 单位 长 度 的 电容 Ce 为 CX. 把 这 个 结果 与 式 (24. 10) 相 结合 , 便 可 知道 乘积 Lo6C。 恰好 
等 于 1/c* ,因而 v= 1/YL。Co 即 等 于 c. 波 以 光速 沿线 向 下 传播 . 必须 指出 ,这 一 结果 有 赖 于 
我 们 所 做 的 如 下 假定 :(a) 在 两 导体 之 间 的 空间 里 并 没有 电介质 或 磁性 材料 存在 ,以 及 (b) 电 
流 全 都 是 在 导体 表面 上 通过 的 (对 理想 导体 理 该 如 此 ). 我 们 以 后 还 将 见 到 ,对 于 优良 导体 ， 
当 频 率 高 时 ,一 切 电流 将 像 理想 导体 那样 都 分 布 于 其 表面 上 ,因此 这 个 假定 是 适用 的 . 

眼下 有 趣 的 是 ,只 要 (a) 和 (b) 两 假设 正确 , 则 对 于 任 一 对 平行 导体 一 一 甚至 是 一 根 六 角 
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形 内 导体 放置 在 一 根 椭圆 形 外 导体 中 的 任何 地 方 一 一 积 LeC。 就 等 于 1/c. 只 要 横 截面 固 
定 不 变 以 及 两 导体 之 间 的 空间 里 没有 材料 , 则 波 以 光速 传播 . 
关于 特性 阻抗 就 不 能 做 出 这 样 的 普遍 表述 . 对 于 一 根 同 轴线 来 说 , 它 是 


二 ln(b/a) 
2rec “ 


(24. 11) 


式 中 因子 1/(wc) 具有 电阻 的 量 纲 并 等 于 120r Q. 几何 因子 In(bva) 仅 以 对 数 的 形式 依赖 于 
同 轴 线 的 几何 尺寸 ,因而 就 同 轴线 一 一 和 大 多 数 传输 导线 一 一 而 言 , 这 特性 阻抗 具有 从 
50 Q 至 几 百 欧 左右 的 典型 值 . 


$24-2 和 矩形 波导 


我 们 将 槛 谈 及 的 下 一 个 问题 , 初 看 起 来 ,似乎 是 一 种 令 人 惊奇 的 现象 ;如 果 从 同 轴线 中 
抽 去 中 心 导体 , 它 仍 会 运载 电磁 功率 . 换 句 话说 ,在 足够 高 的 频率 时 ,一 根 空 管子 将 工作 得 如 
同 导线 那样 好 . 这 与 一 种 神秘 的 办 法 有 关 , 即 在 高 频 时 电容 器 和 电感 器 所 构成 的 共振 电路 必 
须 由 一 个 空 盒 来 代替 . 

尽管 当 人 们 把 一 条 传输 线 当 作 一 种 分 布 式 的 电感 和 电容 来 思考 时 ,或许 是 一 件 引 人 注 
目 之 事 , 但 大 家 都 清楚 ,电磁 波 可 以 沿 一 条 中 空 的 金属 管道 内 部 通过 . 如 果 该 管道 是 笔直 的 ， 
则 还 可 以 通过 它 看 到 东西 ! 因此 肯定 ,电磁 波 是 会 通过 管子 的 . 但 我 们 也 知道 ,不 可 能 使 低 
频 波 (电力 或 电话 ) 从 一 个 单独 的 金属 管内 部 通过 . 因此 就 必然 是 : 若 电磁 波 的 波长 足够 短 ， 
才 可 以 从 其 中 通过 . 我 们 要 来 讨论 对 某 一 给 定 大 小 的 管子 能 够 从 其 中 通过 的 最 长 波长 (或 最 
低频 率 ) 的 极限 情况 . 由 于 这 时 管子 是 用 来 载波 的 ,所 以 它 被 称 为 波导 . 

我 们 将 从 一 矩形 管 开始 ,因为 它 是 待 分 析 的 最 简单 情况 . 起 初 打算 给 出 一 种 数学 处 理 ， 
以 后 才 回 过 头 来 用 一 种 更 加 基本 的 办 法 来 考察 该 问题 . 然而 ,这 较 基 本 的 办 法 只 能 轻易 地 运 
用 到 一 个 矩形 导管 上 去 . 但 对 任意 形状 的 一 般 导 管 ,基本 现象 都 相同 , 故 从 根本 上 来 说 数学 
论证 基本 上 更 为 可 靠 . 

这 样 ,我 们 的 问题 就 是 要 找 出 在 矩形 管 中 哪 一 
种 波 才 可 以 存在 .现在 先 来 选取 某 些 方便 的 坐标 ,我 办 
们 选取 z 轴 沿 管 长 方向 ,而 xz 和 y 轴 则 平行 于 管 的 
两 个 侧面 ,如 图 24-3 所 示 . 

我 们 知道 , 当 光 波 沿 着 管道 往 下 传播 时 ,它们 有 
一 横向 电场 ,因此 ,假定 先 来 寻找 垂直 于 z 的 、 比 如 
说 只 有 一 y 分 量 E, 的 那 一 种 解 . 这 一 电场 在 横 跨 该 
导管 时 会 有 某 种 变化 ,事实 上 ,在 平行 于 y 轴 的 两 侧 
壁 处 它 必须 为 零 ,因为 在 一 导体 中 的 电流 和 电荷 始 
终 会 调整 自己 使 得 在 导体 表面 上 不 会 有 切 向 的 电场 
分 量 . 因此 ,E, 就 将 随 z 以 某 一 拱 形变 化 ,如 图 24-4 
所 示 . 也 许 它 就 是 我 们 对 空 腔 所 求 出 的 那 种 贝 塞 尔 
函数 ? 不 ,因为 贝 塞 尔 函数 必须 是 与 柱 形 几何 有 关 
的 . 对 于 一 个 矩形 的 几何 形状 来 说 , 波 通常 是 简 谐 函 图 24-3 对 矩形 波导 所 选取 的 坐标 
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数 , 因 而 就 应 该 尝试 某 种 像 sin kx 那样 的 东西 . 

既然 我 们 所 想 要 的 是 沿 波导 往 下 传播 的 波 , 那 就 应 该 期 望 , 当 沿 z 方 向 行进 时 场 会 在 正 
值 与 负 值 之 间 反 复 变化 ,如 图 24-5 所 示 的 那样 ,而 这 些 振动 又 将 以 某 一 速度 v 没 着 波导 传 
播 . 若 我 们 具有 以 某 个 确定 频率 w 的 振动 , 则 会 猜测 到 ,该 波 随 = 的 变化 也 许 会 像 cos (wt 一 
A-z) ,或 者 采用 更 为 方便 的 数学 形式 , 则 像 ew** 那样 . 这 一 种 与 z 的 依存 关系 表示 以 速率 
v 二 w/k, 传播 的 波 ( 见 第 1 卷 第 29 章 ). 


‘2 
| 
| 
| 


9 8 © © 
© © © 9 
一 -一 2Z (a) 


(b) a x 
图 24-4 在 波导 中 某 一 个 z 值 处 的 电场 图 24-5 在 波导 中 电场 与 z 的 依赖 关系 


因此 ,我 们 也 许 会 猜测 ,导管 里 的 波 可 能 有 如 下 数学 形式 : 
E, = Eusin zeileren (24. 12) 
让 我 们 来 看 一 看 这 猜测 是 否 满足 正确 的 场 方程 . 首先 ,电场 在 导体 处 不 应 该 有 切 向 分 


量 , 我 们 的 场 满足 这 一 要 求 , 它 垂直 于 顶 面 和 底面 ,并 在 两 侧面 上 为 零 . 噢 , 若 选 取 , 使 得 
sin kx 的 半 周 恰好 与 导管 的 宽度 相符 一 一 也 就 是 只 要 


Raza 一 开 (24. 13) 
就 行 ,使 侧面 处 的 电场 为 零 还 有 其 他 一 些 可 能 性 ,比如 ka = 2r，3x,… 或 一 般 说 来 ， 
ka = nn, (24. 14) 


其 中 是 任 一 整数 . 这 些 就 代表 场 的 各 种 复杂 布局 ,但 在 目前 让 我 们 只 考虑 最 简单 的 情况 ， 
即 &. 一 x/a, 其 中 a 为 该 导管 内 部 的 宽度 . 
其 次 ,在 导管 内 部 的 自由 空间 里 E 的 散 度 必须 为 零 ,因为 那里 并 没有 电荷 .E 只 有 一 个 
2 分 量 , 而 这 一 分 县 并 不 会 随 y 变化 ,因而 的 确 有 VE = 0. 
最 后 ,电场 在 导管 内 部 的 自由 空间 里 必须 与 其 余 的 麦克 斯 韦 方程 都 一 致 . 这 与 它 必 须 满 
足下 列 波 方程 是 同一 回 事 : 
HE, FE, ,aE, 1 9 


2 a? E 
a tay ta Fa Er 
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我 们 得 看 看 我 们 的 猜测 , 即 式 (24. 12) 是 否 很 好 地 起 作用 . E, 对 z+ 的 二 次 微 商 正好 是 
一 六 E,, 对 y 的 二 次 微 商 则 为 零 , 因 为 没有 东西 与 y 有 关 . 对 z 的 二 次 微 商 为 一 k2E,, 而 对 t 
的 二 次 微 商 则 为 一 w*E,. 于 是 ,方程 (24. 15) 表 明 


RE,+ BE, — 拟 E， 二 看 
除非 E, 处 处 为 零 ( 那 并 非 十 分 有 意义 ) ,否则 只 有 下 式 
司 十 如 一 竹 =0 (24.16) 


才 是 正确 的 . 我们 已 经 确定 了 A- ,因而 这 个 方程 就 告诉 我 们 ,只 要 & 与 频率 w 之 间 的 关系 
使 式 (24. 16) 得 到 满足 一 一 换 句 话说 ,只 要 


k. =Vw/c — n/a (24.17) 


就 可 能 有 上 面 所 假设 的 那 种 类 型 的 波 . 我 们 刚才 所 描述 的 波 以 这 个 k, 值 在 z 方向 传播 . 
对 于 给 定 的 频率 w, 由 式 (24. 17) 获 得 的 波 数 &: 告诉 我 们 波 节 沿 波导 往 下 传播 的 速率 . 
这 个 相 速 度 是 


= 起 (24. 18) 


你 会 记得 ,一 个 行 波 的 波长 是 由 X = 2xv/w 给 
出 的 ,因而 A. 也 就 等 于 2x/4s, 其 中 Xs 是 沿 z 方 
向 的 振动 波长 一 一 即 “导管 波长 ”. 当然 ,导管 波长 
与 同 频 率 的 电磁 波 在 自由 空间 里 的 波长 是 不 同 
的 . 若 把 等 于 2xc/w 的 自由 空间 波长 称 为 ho, 则 可 
将 式 (24.17) 写 成 


二 (24. 19) 


”VIi— Qo/2a) 
除了 电场 之 外 ,还 有 磁场 也 随 波 传播 ,但 眼前 
我 们 将 不 操心 去 算出 有 关 磁 场 方面 的 那个 表示 式 . 
由 于 cc VXB= 9E/9i, 所 以 B 线 将 围绕 那些 9E/91 
值 最 大 的 区 域 旋 转 , 也 就 是 说 ,将 围绕 已 的 极 大 点 
与 极 小 点 中 间 的 区 域 旋转 . B 的 回路 将 平行 于 zz 平 
面 并 位 于 E 的 峰 与 谷 之 间 , 如 图 24-6 所 示 . 


图 24-6 波导 中 的 磁场 


$24-3 截止 频率 


在 解 方程 式 (24. 16) 以 求 得 A 时 ,实际 应 有 两 个 根 ,一 个 是 正 ,一 个 是 负 . 我 们 应 该 写成 


k, 一 士 Vwz]cz 一 n/a’. (24. 20) 
这 两 个 符号 只 是 意味 着 可 能 有 以 负 相 速 (朝向 一 z) 传 播 的 波 ,同样 在 导管 中 也 有 沿 正 向 传播 
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的 波 . 自然 , 波 沿 任 一 方向 传播 都 应 该 是 可 能 的 . 由 于 这 两 种 类 型 的 波 可 以 同时 存在 ,所 以 就 
会 有 驻 波 解 的 可 能 性 . 

有 关上 &. 的 方程 也 告诉 我 们 , 较 高 的 频率 给 出 较 大 的 8. 值 ,因而 也 就 是 较 短 的 波长 ,一 
直到 w 取 大 的 极限 时 ,k 变 得 等 于 w/c, 它 就 是 我 们 对 自由 空间 里 的 波 所 预期 的 值 . 我 们 通过 
管子 所 “看 到 ”的 光 仍 然 以 速率 c 行进 . 但 此 刻 注意 , 若 频 率 下 降 , 则 某 些 怪事 会 跟着 发 生 . 开 
始 波长 会 变 得 越 来 越 大 ,但 若 w 降 得 太 小 , 则 式 (24. 20) 中 的 平方 根 内 的 量 突然 变 负 . 一旦 w 
变 为 小 于 xc/a 或 当 X 变 得 大 于 2a, 上 述 情 况 就 会 发 生 . 换 句 话说 , 当 频 率 变 成 低 于 某 
一 临界 频率 we = xc/a 时 , 波 数 k,( 从 而 Xs) 会 变 成 虚数 ,从 而 不 再 得 到 任何 解 了 . 难道 真 的 
得 不 到 解 了 吗 ? 谁 说 k. 必须 是 实数 呢 ? 如 果 确 实 出 现 虚数 , 那 又 该 怎么 办 呢 ? 场 方程 组 仍 
旧 被 满足 ,或 许 一 个 虚数 上 也 代表 一 个 波 . 

假设 wo 小 于 w., 便 可 以 写成 


.一 士 这  ， (24. 21) 
其 中 是 正 的 实数 , 即 
k’ 一 Vrz]az — w/e. (24. 22) 
如 果 现 在 回 到 E, 的 表达 式 (24. 12) , 则 有 
E, = Eosin kxe'™t**), (24. 23) 
这 也 可 以 写成 
E, = Esink.xet*e™. (24. 24) 


上 述 表达 式 给 出 了 一 个 按 e~ 随 时 间 振 动 但 却 按照 e:* 随 z 变化 的 E 场 . 它 作为 一 个 
指数 函数 随 z 平 滑 地 减少 或 增加 . 在 我 们 的 推导 中 并 未 对 发 出 波 的 源 有 所 操心 ,不 过 一 定 
有 一 个 源 存在 于 导管 中 某 处 . 伴随 的 符号 必定 是 使 场 随 着 离开 波源 的 距离 增 大 而 减 小 
的 那个 . 
因此 ,对 于 比 ww 三 nc/a 低 的 频率 , 波 并 不 会 沿 
导管 往 下 传播 ,该 振动 场 只 能 透 入 导管 内 仅 达 到 
1/k' 数 量 级 的 距离 . 为 此 ,频率 wo 被 称 作 导管 的 
“截止 频率 ”. 考察 式 (24. 22) 可 知 ,在 频率 仅 稍 低 于 
w 时 ,k 是 一 个 小 数值 ,因而 场 可 透 入 导管 内 很 大 
的 距离 . 但 若 w 比 w. 小 很 多 , 则 指数 系数 & 等 于 
x/a, 而 场 便 非常 迅速 地 减弱 , 如 图 24-7 所 示 . 在 
I 一 ”距离 等 于 a/x 或 在 约 三 分 之 一 宽度 的 距离 内 , 场 碱 
弱 至 1/e. 场 从 源 出 来 后 仅 透 入 很 短 距离 . 
图 24-7 对 于 w<< w，E, 随 * 的 变化 情况 我 们 想 要 强调 对 导 波 进行 分 析 的 -个 有 趣 特 
点 一 一 即 虚 波 数 入 的 出 现 . 按 正常 情况 ,如 果 在 物 
理学 中 求解 一 个 方程 并 获得 一 个 虚数 , 它 不 具有 任何 物理 意义 . 然而 ,对 于 波 来 说 ,一 个 虚数 
确实 意味 着 某 种 东西 . 波动 方程 仍 被 满足 , 它 只 是 意味 着 解答 会 给 出 一 个 指数 式 地 减弱 的 
场 ,而 不 是 一 个 传播 着 的 波 罢了 . 因此 ,在 任 一 个 波动 问题 中 , 苦 对 于 革 一 频率 《会 变 成 虚 
数 , 这 意味 着 波 的 形式 变 了 一 一 正弦 波 变 成 了 指数 式 衰减 的 场 . 


£, 


全 
元 
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$ 24-4 导 波 的 速率 


上 面 所 用 的 波 速 是 相 速 , 即 波 节 * 的 速率 , 它 是 频率 的 函数 . 若 把 式 (24. 17) 和 (24. 18) 
结合 起 来 , 则 可 写 出 
C 


VI 二 (wow) 


对 于 比 截止 频率 为 高 的 频率 一 一 其 中 存在 行 波 一 一 w/w 小 于 1, 而 va 为 实数 , 且 会 大 于 光 
速 . 我们 曾 在 第 1 卷 第 48 章 中 见 到 , 相 速 大 于 光速 是 可 能 的 ,因为 那 不 过 是 波 节 在 运动 而 不 
是 能 量 或 信息 在 运动 . 为 知道 信号 传播 得 多 快 ,我 们 得 算出 由 一 个 频率 的 波 与 另 一 个 或 更 多 
个 频率 稍微 不 同 的 波 互相 干涉 而 形成 的 脉冲 或 调制 波 的 速率 ( 见 第 1 卷 第 48 章 ). 我 们 已 把 
这 样 一 群 波 的 包 络 速率 称 为 群 速度 , 它 不 是 w/k, 而 是 dw/ dk: 


V 相 一 (24. 25) 


ve = 最 (24. 26) 
取 式 (24. 17) 对 w 的 微 商 并 颠倒 过 来 以 获得 dw/dk, 就 求 得 
vn = CV1— (w/w)’, (24.27) 
它 比 光速 要 小 . 
v 相 与 v# 的 几何 平均 恰好 就 是 c, 也 即 光速 : 
VU 相 JU 群 二 Col (24. 28) 


这 很 奇怪 ,因为 我 们 已 在 量子 力学 中 见 过 相似 的 关系 式 了 . 对 于 一 个 具有 任何 速度 一 一 即便 
是 相对 论 性 的 一 一 的 粒子 ,其 动量 p 与 能 量 U 都 是 这 样 联系 着 的 : 


[大 = pc me, (24. 29) 
但 在 量子 力学 中 能 量 为 及 w ,而 动量 为 入/X, 即 等 于 有 ,因而 式 (24. 29) 便 可 以 写成 


等 =k 入 (24. 30) 
或 
k=vVw/c —mc/ hh, (24. 31) 


这 看 来 十 分 像 式 (24. 17) ,真有 趣 ! 

波 的 群 速度 也 就 是 能 量 沿 导管 传输 的 速率 . 如 果 想 要 求 出 沿 波导 传送 的 能 流 , 则 可 以 从 能 
量 密度 乘 以 群 速 度 而 得 到 . 设 电场 的 方 均 根 值 为 E, , 则 电场 能 量 的 平均 密度 为 6 成 /2. 也 有 一 
些 能 量 与 磁场 有 联系 ,我 们 将 不 在 这 里 来 证 明 它 ,但 在 任 一 个 空 腔 或 导管 中 磁 能 与 电能 始终 
相等 ,因而 总 的 电磁 能 量 密度 为 6 多. 于 是 ,由 导管 传输 的 功率 dU/di 为 


= wo Esabvg (24. 32) 


* 这里“ 波 节 ” 指 的 是 行 波 中 的 波 谷 (或 波峰 ) ,而 不 是 驻 波 中 的 那 种 波 节 . 一 一 译 者 注 
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(我 们 将 在 以 后 看 到 获得 能 流 的 更 普遍 的 方法 ). 
$ 24-5 导 波 的 观测 


能 量 可 借助 某 种 “天 线 "耦合 到 波导 中 . 例如 ,用 一 根 小 小 的 垂直 导线 或 “短线 "就 可 以 . 
导 波 的 存在 可 以 用 一 小 接收 “天 线 "一 一 仍 可 以 是 一 根 小 短线 或 一 个 小 同 路 一 一 来 拾取 某 些 
电磁 能 而 加 以 观测 . 在 图 24-8 中 ,展示 了 切 开 一 部 分 侧 壁 的 波导 管 ,表明 其 中 装 有 一 根 驱动 
短线 和 一 个 拾 波 “ 探 头 ` 该 驱动 短线 可 以 通过 共 轴 缆 连 接 至 信号 发 生 器 ,而 拾 波 探头 则 可 由 
一 根 相似 的 电缆 连接 至 一 检 波 器 . 把 拾 波 探头 通过 一 条 细 长 狭 模 插 入 导管 之 内 往往 较 方便 ， 
如 图 24-8 所 示 . 这 样 ,探头 就 可 以 沿 着 导管 来 回 移动 以 便 在 不 同位 置 对 场 取样 ， 


来 自信 号 发 生 器 及 
并 


图 24-8 装配 有 驱动 短线 和 拾 波 探头 的 波导 管 


如 果 信 号 发 生 器 被 调节 在 大 于 截止 频率 w. 的 某 个 频率 w 时 ,那么 就 会 有 波 从 该 驱动 短 
线 出 发 沿 导管 往 下 传播 . 如 果 该 导管 无 限 长 , 则 这 些 波 将 是 唯一 存在 的 波 ,用 一 个 经 过 仔细 
设计 的 吸收 器 使 导管 不 致 从 远 端 发 生 反射 ,从 而 使 有 终端 的 导管 有 效 地 设置 成 具有 上 述 性 
质 的 导管 .于 是 ,由 于 检 波 器 所 测量 的 是 在 探头 附近 场 的 时 间 平 均值 ,所 以 它 将 检测 到 一 个 
与 沿 导管 位 置 无 关 的 信号 , 它 的 输出 将 与 被 传递 的 功率 成 正比 . 

如 果 现 在 导管 的 远 端 以 某 种 方式 被 封闭 因而 产生 一 个 反射 波 一 一 作为 一 个 极端 例子 ， 
假定 用 一 块 金属 板 来 封闭 它 一 一 则 除了 原来 的 前 进 波 之 外 还 将 有 一 个 反射 波 . 这 两 个 波 将 
互相 干涉 ,在 导管 里 产生 一 个 驻 波 , 它 与 我 们 以 前 曾 在 第 1 卷 第 49 章 中 讨论 过 的 那 种 弦 线 
上 的 驻 波 相似 ,于 是 , 当 拾 波 探头 沿线 移动 时 , 检 波 器 的 读数 就 将 周期 性 地 升降 ,表明 在 驻 波 
的 每 一 个 波 腹 处 场 为 极 大 而 在 每 一 个 波 节 处 场 为 极 小 ,在 相 邻 两 波 节点 (或 波 腹 点 ) 间 的 距 
离 怡 为 le/2. 这 提供 了 测量 导管 内 波长 的 一 个 方便 的 方法 . 现在 若 频率 移 至 接近 于 w. 处 ， 
则 两 节点 间 的 距离 增长 ,这 表明 该 导管 波长 是 按照 式 (24. 19) 所 预言 的 而 增 大 了 . 

假设 现在 信号 发 生 器 被 调节 至 稍微 低 于 w. 的 一 个 频率 . 那么 , 当 该 拾 波 探头 沿 导管 往 
下 移动 时 , 检 波 器 的 输出 便 将 逐渐 减弱 . 如 果 频 率 再 度 降低 , 场 强 将 按照 图 24-7 的 曲线 迅速 
下 降 , 并 表明 波 不 再 传播 出 去 了 . 


$24-6 波导 管 


波导 的 一 种 重要 实际 应 用 就 是 对 于 高 频 功率 的 传输 ,比如 把 一 个 高 频 振荡 器 或 一 部 雷 
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达 装 置 中 的 输出 放大 器 耦合 至 一 根 天 线 . 事实 上 ,天 线 本 身 往往 包括 一 个 抛物 线形 反射 镜 ， 
由 一 个 在 其 末端 张 开 成 “喇叭 口 "形状 的 波导 把 沿 导管 而 来 的 波 辐射 出 去 ,并 馈 至 镜 的 焦点 
上 . 尽管 高 频 电 磁 波 可 以 经 由 同 轴 电 缆 传输 ,但 对 于 传输 大 量 功率 ,波导 较为 优越 . 首先 ,可 
以 沿 一 条 绕 线 传输 的 最 大 功率 受到 导体 间 的 绝缘 材料 (固体 或 气体 ) 击 穿 的 限制 . 对 于 给 定 
的 功率 量 ,在 一 导管 内 的 场 强 往往 比 同 轴 电 缆 内 的 弱 ,因而 在 击 穿 发 生 之 前 就 可 在 其 中 传送 
较 大 的 功率 . 其 次 , 同 轴 电 缆 中 的 功率 损耗 往往 比 在 波导 管内 的 大 . 在 同 轴 电 缆 内 必须 有 用 
以 支持 该 中 心 导体 的 绝缘 材料 ,而 在 这 一 材料 中 便 有 能 量 损耗 一 “特别 是 在 高 频 上 . 并 且 ， 
在 同 轴 电 绕 的 中 心 导体 上 电流 密度 很 高 ,而 由 于 损耗 是 随 电流 密 度 的 平方 增 大 的 ,因而 出 现 
在 导管 壁 上 的 较 低 电流 就 会 导致 较 小 的 能 量 损耗 . 为 确保 损耗 最 小 ,导管 内 壁 往往 是 用 一 种 
诸如 银 的 高 电导 率 材料 电镀 的 . 

凡 在 有 波导 存在 的 “电路 "中 ,连接 的 问题 与 在 低频 时 相应 的 电路 问题 大 不 一 样 ,这 种 连 
接 常 称 为 微波 “衔接 "法 . 为 此 目的 许多 特殊 器 件 已 经 发 展 起 来 . 例如 ,两 节 波导 往往 是 经 由 
凸 缘 接 头 互相 连接 的 ,这 可 由 图 24-9 中 看 出 . 然而 , 像 这 样 的 连接 会 导致 严重 的 能 量 损耗 ， 
因为 那些 表面 电流 必然 流 经 接口 ,而 那里 可 能 有 相对 高 的 电阻 . 避免 这 种 损耗 的 一 种 办 法 是 
制造 截面 如 图 24-10 所 示 的 那 种 凸 缘 接头 . 在 导管 的 相 邻 两 节 间 留 下 一 点 空 阶 ,而 在 其 中 一 
个 凸 缘 接头 上 则 刻 有 一 条 档 沟 以 便 造成 一 个 如 图 23-16(c) 所 示 的 那 种 小 空 腔 . 适当 地 选取 
这 个 空 腔 的 大 小 尺寸 使 它 能 在 所 采用 的 频率 发 生 共 振 . 这 一 共振 腔 对 于 电流 会 呈现 一 个 高 
“阻抗 ,因而 流 经 该 金属 接口 (图 24-10 中 的 a 处 ) 的 电流 就 相对 地 小 . 导管 里 的 大 电流 只 是 
对 该 空隙 (图 中 的 4 处) 的 “电容 "充电 及 放电 而 已 ,因而 那里 仅 有 少量 的 能 量 损耗 ， 


图 24-9 几 段 波导 由 凸 缘 接 头 互相 连接 图 24-10 两 节 波 导 间 的 低 损 耗 连接 


假设 你 想 要 在 某 一 处 截断 一 波 导管 使 得 不 会 形成 反射 波 ,那么 ,你 就 必须 在 其 末端 安置 
一 种 模拟 一 根 无 限 长 导管 的 东西 . 你 需要 有 一 个 对 于 导管 的 作用 就 像 特 性 阻抗 对 于 传输 线 
的 作用 那样 的 “终端 "一 一 对 到 达 之 波 仅 有 吸收 而 不 产生 反射 的 一 种 东西 . 此 时 该 导管 将 起 
着 仿佛 永远 接续 下 去 的 作用 . 像 这 样 的 终端 是 通过 在 该 导管 中 放 进 某 种 经 过 精心 设计 的 电 
阻 材料 的 劈 形 物 制 成 的 . 它 被 用 来 吸收 波 的 能 量 使 得 几乎 不 产生 任何 反射 波 . 

如 果 你 想 要 把 三 件 东西 一 一 例如 一 个 源 与 两 个 不 同 的 天 线 互相 连接 起 来 ,那么 你 
就 可 用 一 个 像 图 24-11 所 示 的 那 种 “T" 形 波导 来 完成 . 在 这 个 “T" 形 管 中 心 截 口 局 入 的 功率 
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会 被 分 开 经 由 两 条 侧 营 流出 (可 能 还 有 一 些 反射 波 ). 从 图 24-12 的 简略 图 示 中 你 可 以 定性 
地 看 出 ,当场 到 达 该 输入 截 口 的 末端 时 就 会 扩散 开 来 并 形成 电场 ,该 电场 会 使 波 在 该 两 营 中 
开始 传播 出 去 . 在 接合 处 的 这 些 场 会 约略 如 图 24-12(a) 或 (b) 所 示 , 具 体 要 视 导管 里 的 电场 
是 与 该 T" 形 管 的 “ 顶 " 平 行 还 是 垂直 而 定 . 


图 24-11 “T" 形 波导 管 (在 凸 缘 接头 处 配 图 24-12 在 一 “T" 形 波导 中 关于 两 种 可 
备 有 塑料 端 帆 , 以 保持 当 这 个 “T" 形 导 能 取向 的 电场 
管 不 用 时 内 部 清洁 ) 


最 后 ,我 们 想 要 描述 一 种 称 为 “ 单 向 契合 器 "的 器 件 ,这 对 于 在 你 已 经 连接 好 一 个 复 
杂 的 波导 布局 之 后 要 讲 出 到 底 发 生 了 什么 是 非常 有 用 的 . 假设 你 想 知道 在 波导 的 某 一 特 
定 截 口 处 波 朝 哪 一 方向 行走 一 一 例如 ,你 或 许 会 怀疑 是 否 存 在 一 强 反 射 波 . 若 导 管 里 的 波 
是 沿 某 一 方向 行走 ,这 单 向 耦合 器 就 会 从 其 中 吸取 一 小 部 分 功率 ,但 若 波 是 朝 另 一 方向 
行走 , 则 不 能 取出 任何 功率 . 通过 把 这 个 耦合 器 的 输出 连接 到 一 个 检 波 器 上 ,你 就 能 够 测 
得 导管 中 的 “ 单 向 ”功率 . 

图 24-13 是 单 向 耦合 器 的 简 图 , 沿 着 一 段 波导 AB 的 一 个 面 上 焊接 上 另 一 段 波导 CD. 
波导 CD 被 弯 开 以 便 有 可 以 安置 凸 缘 接 口 的 地 方 . 
在 把 这 两 个 波导 焊接 在 一 起 之 前 ,要 在 每 一 波导 上 
钻 通 两 个 (或 者 更 多 个 ) 洞 (借以 互相 耦合 ) ,以 便 使 
主 波导 AB 中 的 一 些 场 可 被 耦合 至 副 波导 CD 中 
去 . 每 个 洞 起 着 小 天 线 的 作用 ,以 致 在 副 波导 中 产 
生出 波 来 . 要 是 只 有 一 个 洞 , 波 会 在 两 个 方向 上 被 
送出 ,而 且 不 管 波 在 原 导管 中 走 哪个 方向 都 应 该 相 
图 24-13 单 向 耦合 器 同 . 但 当 存在 间隔 等 于 导管 波长 的 四 分 之 一 的 两 个 
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洞 时 ,它们 就 会 形成 相位 差 90 的 两 个 源 . 你 是 否 还 记得 ,在 第 1 卷 第 29 章 中 讨论 过 空间 相 
距 X44 而 在 时 间 上 激发 相位 超过 90 "的 两 根 天 线 发 出 的 波 引 起 的 干涉 ? 我 们 曾 发 现 ,这 两 
波 在 一 个 方向 上 相 减 而 在 相反 方向 上 相 加 . 相同 的 事情 也 将 在 这 里 发 生 . 导管 CD 中 所 产生 
的 波 与 在 AB 中 的 波 会 有 相同 的 传播 方向 . 

如 果 在 主导 管 中 波 正 从 A 向 B 传播 , 则 在 副 导 管 的 输出 口 D 处 将 会 有 一 个 波 . 若 在 主 
导管 中 的 波 是 从 B 传 向 A, 则 将 有 一 个 波 朝 副 导 管 的 C 端 传播 . 但 这 一 端 却 已 装配 成 一 终 
端 , 因 而 波 将 被 吸收 ,于 是 在 该 耦合 器 的 输出 口 处 就 不 存在 波 了 . 


$24-7 波导 模式 


由 我 们 选择 出 来 而 正在 加 以 分 析 的 波 乃 是 场 方程 组 的 一 个 特 解 . 此 外 还 有 许多 其 他 的 
解 , 每 个 解 称 为 一 种 波导 “ 模 ”. 例如 ,上 面 讨论 的 场 与 
Z 的 依赖 关系 不 过 是 正弦 波 的 半 周 . 还 存在 同样 好 的 
具有 全 周 的 解 ,这 时 E, 随 z 的 变化 将 如 图 24-14 所 
示 . 这 种 模式 的 &. 是 前 一 种 的 二 倍 , 因 而 截止 频率 就 
高 得 多 了 . 并且 ,在 我 们 所 已 学 习 过 的 波 中 玉 只 有 一 
个 y 分量 ,但 此 外 还 有 包含 更 复杂 电场 的 其 他 模 . 车 
电场 只 有 xz 和 >y 分 量 因而 总 场 始终 与 = 方向 正 
交 则 这 种 模 称 为 “ 横 电 ”( 或 TE) 模 . 这 种 模 的 磁 
场 总 会 有 一 个 = 分量. 事实 证 明 , 若 已 有 一 个 z 分 量 
( 沿 传播 方向 ), 则 磁场 始终 只 有 横向 分 量 , 因 此 这 种 
场 就 称 为 横 磁 (TM) 模 . 对 于 一 个 矩形 导管 来 说 ,所 有 
其 他 模 比 起 上 述 那 种 简单 的 TE 模 来 具有 较 高 截止 x 
频率 . 因此 ,就 有 可 能 一 一 而 且 也 经 常 是 一 一 采用 一 
个 其 中 频率 只 比 这 一 最 低 波 模 的 截止 频率 为 高 而 比 
其 他 一 切 截止 频率 都 较 低 的 导管 ,以 便 仅 有 这 么 一 种 
模 能 够 传播 . 不 然 的话 , 波 的 行为 就 会 变 得 复杂 而 且 图 24-14 另 一 种 可 能 的 E, 随 x 变化 
更 难于 控制 了 . 的 情况 


(b) 


$ 24-8 另 一 种 看 待 导 波 的 方法 


现在 要 让 你 看 看 另 一 种 理解 波导 行为 的 方法 , 即 为 什么 波导 对 比 其 截止 频率 w 低 的 那 
些 频率 会 使 场 迅速 衰减 . 这 样 对 于 波导 在 高 低频 之 问 行为 之 所 以 会 突然 变化 ,你 将 有 一 个 
更 为 "形象 化 "的 概念 . 对 于 一 个 矩形 波导 来 说 ,通过 利用 在 导管 壁 上 的 反射 或 镜像 法 对 场 的 
分 析 ,我 们 能 够 做 到 这 点 . 然而 ,这 种 办 法 只 对 矩形 波导 有 效 ,这 就 是 为 什么 我 们 要 从 较 多 数 
学 上 的 分 析 开 始 ,因为 它 在 原则 上 对 任何 形状 的 波导 都 适用 . 

对 于 上 面 已 描述 过 的 模 , 垂 直方 向 的 尺寸 大 小 ( 即 y 值 ) 不 会 引起 任何 效应 ,因而 可 略 
去 该 导管 的 顶 和 底 , 并 想象 导管 乃 是 在 垂直 方向 上 延伸 至 无 限 远 的 . 于 是 ,可 设想 导管 仅 由 
两 块 相距 为 的 垂直 板 组 成 . 
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假定 场 源 是 一 根 放 在 导管 中 间 的 垂直 方向 的 导线 ,这 根 线 中 载 有 以 频率 w 振动 着 的 电 
流 . 在 不 存在 导管 壁 的 情况 下 , 像 这 样 的 导线 会 辐射 出 柱 面 波 . 

现在 ,考虑 导管 壁 都 是 理想 导体 . 这 样 ,如 同 在 静电 学 中 一 样 , 若 我 们 对 于 该 导线 的 场 青 
加 上 一 个 或 更 多 个 适当 的 镜像 导线 的 场 , 则 在 壁面 处 的 那些 条 件 将 是 正确 的 . 关于 镜像 的 概 
念 ,在 电动 力学 中 ,正如 同 在 静电 学 中 一 样 ,也 都 适用 ,当然 要 把 推迟 效应 也 包括 进去 . 我 们 
都 明白 那 是 真 的 ,因为 经 常见 到 镜子 会 产生 光源 的 像 . 而 对 于 光 频 波段 的 电磁 波 来 说 ,一 面 


图 24-15 放 在 两 面 导体 壁 W; 和 W, 之 间 
的 线 源 So. 这 两 面壁 可 以 由 一 个 无 穷 序 列 的 
像 源 代替 


镜子 正好 是 一 块 “理想 ”导体 . 
现在 让 我 们 取 一 个 水 平 截面 ,如 图 24-15 所 
示 , 其 中 W, 和 W, 是 导管 的 两 个 壁 ,而 Se 则 是 那 
根源 导线 . 我 们 称 这 根 导线 里 的 电流 方向 为 正 . 现 
在 假如 仅 有 一 面壁 ,比方 说 W ,我 们 可 以 把 它 除 
去 ,只 要 在 那 标明 为 S; 的 地 方 放置 一 个 (具有 相 
反 极 性 的 ) 像 源 . 但 由 于 存在 两 面壁 ,所 以 在 壁 W， 
中 也 将 有 S。 的 像 ,将 其 标明 为 像 5;. 这 个 像 源 也 
将 在 Wi 中 造成 一 个 像 , 叫 它 做 Ss. 现在 Si 和 Ss 
两 者 都 将 在 W。 中 在 标明 为 S 和 Se 的 位 置 上 各 
有 其 像 , 如 此 等 等 . 对 于 中 间 有 一 个 源 的 两 个 平面 
导体 来 说 ,其 场 与 由 排列 成 一 条 直线 ,彼此 相隔 各 
为 a 的 无 限 多 个 源 所 产生 的 场 相同 (这 事实 上 就 
恰 如 你 在 观察 置 于 两 平行 平面 镜 中 间 的 一 根 线 时 
所 会 看 到 的 那样 ). 为 了 使 在 两 壁 处 的 场 为 零 ,在 


像 上 的 那些 电流 极 性 必须 从 一 个 像 至 另 一 个 像 交 

替 地 改变 着 . 换 句 话说 ,它们 的 振动 存在 180* 的 相位 差 . 于 是 ,该 波导 场 就 恰好 是 这 种 无 限 
多 个 线 源 产生 的 场 的 释 加 . 

如 果 人 靠近 那些 源 , 场 就 很 像 是 个 静 场 . 在 $7-5 中 曾经 考虑 过 由 一 排 顶 形 线 源 所 产生 的 
静 场 ,并 求 得 除 随 着 与 栅 的 距离 指数 式 地 减弱 的 那些 项 外 ,这 个 场 好 像 一 块 带电 平板 产生 的 
场 , 这 里 平均 源 强 为 零 ,因为 从 一 个 源 至 下 一 个 源 的 符号 交替 地 改变 . 任何 存在 的 场 会 随 距 
离 做 指数 式 的 减弱 . 在 靠近 源 时 ,所 见 到 的 场 主要 是 来 自 最 接近 的 源 ,在 较 远 处 ,许多 源 都 会 
做 出 贡献 ,因而 它们 的 平均 效果 便 是 零 了 . 因此 ,现在 我 们 明白 为 什么 在 低 于 其 截止 频率 时 
波导 会 给 出 一 个 按 指 数 衰 弱 的 场 . 特别 是 在 低频 上 ,这 静态 近似 表现 得 很 好 ,因而 它 预 言 场 
会 随 距离 的 增 大 而 迅速 减弱 . 

现在 ,我 们 却 面临 一 个 相反 问题 :为 什么 波 真 的 会 传播 呢 ? 那 是 个 神秘 部 分 ! 原因 是 ， 
在 高 频 时 场 的 推迟 会 在 相位 上 引进 一 个 附加 改变 ,使 得 来 自 那些 异 相 的 源 的 场 相 长 而 不 是 
相 消 . 事实 上 , 正 是 为 了 这 一 问题 ,我 们 在 第 1 卷 第 29 章 中 已 学 习 过 由 一 个 天 线 阵 或 一 个 光 
顶 所 产生 的 场 , 当 几 根 无 线 电 天 线 被 适当 排列 时 ,它们 就 能 提供 一 种 干涉 花样 ,使 得 在 某 一 
方向 有 强 信号 而 在 另 一 方向 则 没有 信号 . 

假设 回 到 图 24-15 并 观察 从 那 一 列 像 源 到 达 远 处 的 场 . 只 有 在 某 些 由 频率 决定 的 方 
向 一 一 只 有 在 来 自 所 有 一 切 源 的 场 因 同 相 相 加 的 那些 方向 一 一 场 才 会 最 强 . 在 与 源 有 适当 
距离 处 , 场 在 这 些 特殊 方向 才 作 为 平面 波 传播 . 我 们 在 图 24-16 中 对 这 一 种 波 画 出 了 示意 
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图 ,其 中 实 线 代 表 波峰 而 虚线 表示 波 谷 . 波 的 传播 方向 将 是 这 样 的 一 个 方向 ,在 这 个 方向 两 
相 邻 源 到 达 波 峰 的 推迟 时 差 等 于 半 个 振动 周期 . 换 句 话说 ,图 中 的 与 m 之 差 是 自由 空间 
波长 的 一 半 : 


于 是 角度 9 就 由 下 式 给 出 : 
sin0 = 如， (24. 33) 
2a 


图 24-16 来 自 一 列 线 源 的 一 组 相干 波 图 24-17 波导 场 可 以 视 作 两 列 平面 波 的 个 加 


当然 ,还 有 另 一 组 波 以 相对 于 该 列 线 源 对 称 的 角度 向 下 传播 . 整个 波导 场 (不 要 太 靠 近 
流 ) 就 是 这 两 组 波 的 番 加 ,如 图 24-17 所 示 . 当然 ,只 有 在 该 波导 的 两 壁 之 间 那 实际 的 场 才 会 
真 的 是 这 样 . 

比如 在 A 和 C 那些 点 ,两 种 波形 的 峰 相 重 合 ,因而 场 就 有 一 个 极 大 值 ;比如 在 B 那 种 
点 ,两 波 都 有 负 峰 值 ,因而 场 会 有 一 个 极 小 值 ( 最 大 负 值 ). 当时 间 向 前 推移 时 ,导管 里 的 场 会 
表现 出 以 波长 4 一 一 等 于 从 A 至 C 的 距离 一 一 沿 导管 传播 . 这 一 距离 与 9 角 的 关系 为 


cos0 = 2 (24. 34) 


利用 关于 0 的 式 (24. 33) , 便 可 得 到 


Xs = 和 二- (24. 35) 


cos0 VI— (3a) 


这 恰好 就 是 上 面 我 们 在 式 (24. 19) 中 所 求 得 的 . 
现在 明白 了 为 什么 只 有 在 超过 截 频 w。 时 才 会 有 波 传播 . 如 果 自 由 空间 波长 大 于 2a, 则 
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波 不 能 在 如 图 24-16 所 示 的 那 种 角度 出 现 . 当 Mo。 降 至 2a 以 下 或 当 w 升 至 wo = sc/a 以 上 
时 ,所 需 的 相 长 干涉 才 会 突然 出 现 . 


若 频率 足够 高 , 则 波 将 出 现 的 方向 就 可 能 有 两 个 或 更 多 个 . 如 果 ie 过 了 a， 则 上 述 情况 


就 会 发 生 . 然而 ,一般 说 来 ,这 也 可 能 发 生 在 4。 二 a 时 . 这 些 附加 波 相当 于 我 们 提 到 过 的 那 
些 较 高 的 波导 模 . 

通过 上 述 分 析 我 们 也 已 弄 清楚 为 什么 导 波 的 相 速 度 会 大 于 c, 以 及 为 什么 这 一 速度 会 
依赖 于 w. 当 w 改变 时 ,图 24-16 中 的 自由 波 角度 会 跟着 发 生变 化 ,从 而 沿 导管 的 速度 也 就 
变 了 . 

虽然 已 经 把 导 波 描 写成 无 限 多 个 线 源 的 阵列 之 场 的 普 加 ,但 是 只 要 设想 有 两 组 自由 空 
间 的 波 在 两 面 理想 平 面 镜 之 间 不 断 地 被 往复 反射 一 一 记 住 反 射 意味 着 周 相 的 反 转 一 一 我 们 

会 得 到 这 相同 的 结果 . 这 些 反 射 波 组 ,除非 刚好 按照 式 (24. 33) 所 给 出 的 那个 角度 9 在 传 

播 , 否 则 彼此 完全 互相 抵消 . 因此 考虑 同一 事物 存在 着 许多 方法 . 


第 25 章 用 相对 论 符号 表示 的 电动 力学 


$25-1 四 维 矢 量 


现在 来 讨论 狭义 相对 论 在 电动 力学 中 的 应 用 . 由 于 已 在 第 1 卷 的 15 至 17 章 中 学 习 过 
狭义 相对 论 ,因而 我 们 在 此 只 要 很 快 地 温习 一 下 基本 概念 . 

在 实验 上 已 经 发 现 :如 果 我 们 以 匀速 运动 , 则 物理 规律 不 会 改变 . 你 不 可 能 区 别 你 是 
否 处 于 一 稻 以 匀速 沿 直线 航行 的 宇宙 飞船 中 ,除非 你 从 飞船 中 向 外 观望 ,或 至 少 得 做 一 
种 与 外 界 有 关 的 观测 . 我 们 写 出 的 任何 正确 的 物理 定律 都 必须 安排 得 使 自然 界 的 这 一 事 
实 成 为 其 中 的 固有 部 分 ， 

设 存在 两 个 坐标 系 ,其 中 一 个 S' 系 在 zx 方向 上 以 速率 v 相对 于 另 一 个 $S 系 而 做 匀速 运 
动 , 这 两 个 坐标 系 的 空间 与 时 间 之 间 的 关系 由 洛 伦 兹 变换 式 给 出 : 


i » = 
Vl—v 
25.1 
六 汪 UV gy” ( ) 
Vi—vw" 


物理 定律 必须 是 这 样 的 :在 经 过 了 洛 伦 兹 变换 之 后 ,该 定律 的 新 形式 看 来 刚好 像 其 昌 形 式 . 
这 恰恰 同 物理 定律 与 坐标 系 的 取向 无 关 的 原理 相似 . 在 第 1 卷 第 11 章 中 ,我 们 已 看 到 ,要 从 
数学 上 描写 物理 过 程 对 于 转动 的 不 变性 ,其 办 法 是 利用 矢量 来 写 出 方程 式 . 
例如 , 若 有 两 矢量 
A= (A,, A A.) 和 B= (B,， B,, B.), 
我 们 曾 发 现 其 结合 式 
A.B= A.B.+A,B,+A.B. 
如 果 对 转动 的 坐标 系 进行 变换 ,是 不 变 的 . 因此 我 们 知道 , 若 在 一 个 方程 式 的 两 边 都 有 像 
4 B 这 一 类 的 标识 , 则 这 方程 在 所 有 转动 坐标 系 中 都 会 有 完全 相同 的 形式 . 我 们 也 曾 发 现 
过 这 么 一 个 算 符 ( 见 第 2 章 ): 


= (二 ,地 六) 


当 作用 于 一 标量 函数 时 , 它 会 给 出 像 一 个 矢量 那样 变换 的 三 个 量 . 利用 这 一 算 符 我 们 曾 定义 
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过 梯度 ,而 与 其 他 矢量 相 结 合 时 也 曾 定 义 过 散 度 与 拉 普 拉 斯 算 符 . 最 后 还 发 现 , 取 两 矢量 的 
各 对 分 量 之 积 并 求 和 , 可 能 得 到 三 个 新 的 量 , 其 行为 像 一 个 新 的 矢量 . 我 们 曾 称 它 为 两 矢量 
的 叉 积 . 然后 ,又 利用 算 符 V 做 叉 积 ,定义 了 矢量 的 旋 度 . 
由 于 我 们 将 经 常 回 过 头 来 参考 矢量 分 析 

表 25-1 三 维 矢量 分 析 中 重要 的 量 和 重要 运算 中 所 曾 做 过 的 事情 ,因此 就 把 过 去 用 过 的 三 维 
空间 中 所 有 重要 的 矢量 运算 的 摘要 罗列 在 表 
25-1 上 . 这 里 的 要 点 在 于 ,必须 将 物理 学 方程 
写 得 能 使 其 两 边 在 坐标 系 转动 时 以 相同 的 方 
式 变换 . 如 果 一 边 是 矢量 , 则 另 一 边 也 必须 是 
矢量 ,以 便 在 坐标 系 转动 后 方程 两 边 将 以 完全 
相同 的 方式 一 起 改变 . 同 理 , 若 一 边 是 标量 , 则 
男 一 边 也 应 该 是 标量 ,因而 当 转 动 坐标 系 时 两 
边 都 不 应 当 有 任何 改变 ,等 等 . 

现在 ,在 狭义 相对 论 的 情况 下 ,时 间 和 空间 不 可 分 割地 混在 一 起 ,因而 就 必须 对 四 维 做 
出 类 似 的 事情 . 我 们 希望 所 得 的 方程 不 仅 对 于 转动 会 保持 不 变 , 而 且 对 于 任何 惯性 参照 系 也 
是 如 此 . 这 意味 着 ,方程 式 在 经 历 了 式 (25. 1) 的 洛 伦 兹 变换 后 应 该 不 变 . 本 章 的 目的 就 是 要 
向 你 们 说 明 如 何 才 能 做 到 这 一 点 . 然而 ,在 开始 之 前 ,还 要 做 一 件 将 使 我 们 的 工作 轻松 得 多 
(也 会 减少 某 些 混乱 ) 的 事情 . 这 就 是 选取 长 度 和 时 间 单 位 使 得 光速 c 等 于 1. 你 可 以 把 这 看 
作为 把 时 间 单 位 选取 为 光 行 走 1 mm 所 需 的 时 间 ( 约 为 3 X 10*s). 我 们 甚至 可 以 叫 这 个 时 间 
单位 为 “一 米 ”, 采用 这 种 单位 ,一 切 方程 会 更 明显 地 呈现 出 空 时 对 称 性 . 并 且 ,所 有 的 < 将 不 
绸 出 现在 我 们 的 相对 论 方程 式 中 (如 果 你 对 此 觉得 麻烦 的 话 , 你 始终 可 用 ct 代替 每 一 个 7， 
或 一 般 说 来 ,通过 在 那些 需要 使 方程 的 量 纲 表现 得 正确 的 地 方 添 加 一 个 c, 即 把 c 再 放 回 到 
任 一 个 方程 中 去 ). 有 了 这 个 约定 ,我 们 就 准备 开始 工作 . 我 们 的 计划 是 要 在 四 维 空 时 中 做 出 
曾 用 矢量 在 三 维 中 所 做 过 的 所 有 事情 . 这 诚然 是 一 场 十 分 简单 的 游戏 ,我 们 只 是 根据 类 比 来 
做 工作 罢了 . 唯一 真正 的 复杂 性 是 在 符号 的 表示 方法 上 (在 三 维 时 已 用 尽 了 矢量 符号 ) 以 及 
一 个 关于 正 、 负 号 的 轻微 扭 变 上 . 

首先 ,通过 与 三 维 中 的 矢量 的 类 比 ,定义 一 个 四 维 矢 量 为 c,，ar，ay，a- 一 组 的 四 个 量 ， 
当 我 们 变换 运动 坐标 系 时 ,这些 量 会 像 :, +, y, z 那样 变换 . 对 于 四 维 矢 量 人 们 使 用 几 种 不 
同 的 符号 表示 方法 . 人 们 会 写成 a,, 这 指 的 是 四 个 数 (al ，a-，ay，as) 的 一 组 -一 换 句 话 
说 ,该 下 脚 标 jy 可 以 取 t, zx, y, zx 各 “ 值 . 有 时 由 一 个 三 维 矢量 来 指明 它 的 三 个 空间 分 量 ， 
即 像 (a,, a) 那样 ,也 会 很 方便 . 

我 们 已 碰 到 过 一 个 四 维 矢量 , 它 由 粒子 的 能 量 和 动量 组 成 (第 1 卷 第 17 章 ) ,在 新 符号 
表示 法 中 我 们 把 它 写 成 


加 一 (下 ,，P)， (25. 2) 


这 意味 着 该 四 维 矢量 包 是 由 粒子 的 能 量 及 其 三 维 矢 量 p 的 三 个 分 量 所 构成 的 . 

看 来 似乎 这 场 游戏 的 确 十 分 简单 一 一 对 于 物理 学 中 每 一 个 三 维 矢 量 , 我 们 必须 做 的 全 
部 事情 就 在 于 找 出 其 余 的 一 个 分 量 该 是 什么 ,从 而 就 有 一 个 四 维 矢量 了 . 为 了 弄 清楚 事实 并 
不 是 那么 回 事 , 试 考虑 速度 矢量 , 它 的 分 量 是 
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_dzr _d dz 
试问 : 那 时 间 分 量 是 什么 ? 赁 本 能 就 应 能 够 提供 正确 的 答案 . 由 于 四 维 矢量 都 像 4，z，y，z= 
那样 ,我 们 就 会 猜测 到 其 时 间 分 量 为 


这 是 错 的 . 原因 是 , 当 我 们 做 洛 伦 效 变换 时 在 每 个 分 母 中 的 上 并 非 是 不 变量 . 虽然 为 构成 一 
个 四 维 矢 量 ,那些 分 子 都 具有 正确 的 行为 ,但 在 各 个 分 母 中 的 di 却 把 事情 搞 坏 了 , 它 并 不 是 
对 称 的 ,而 且 在 两 个 不 同系 统 中 是 不 相同 的 . 

事实 证 明 , 只 要 各 除 以 Vi 一 成 ,上面 所 写 下 的 四 个 “速度 "分量 将 成 为 四 维和 拓 量 的 分 
最 . 我 们 能 够 看 出 那 是 正确 的 ,因为 如 果 从 动量 四 维 矢 量 出 发 : 


mo mov 
oul nd 全 元 3 9 
并 用 四 维 中 不 变 的 标量 .静止 质量 m。 来 除 它 , 便 有 
pr (ll 
ed rab ee 


这 必然 仍 是 一 个 四 维 矢量 (用 一 个 不 变 标量 来 除 ,并 不 会 改变 变换 性 质 ). 因此 ,就 可 由 下 式 
定义 一 个 “速度 四 维 矢量 "uw, : 


ze 一 » Uy 一 3? 
l—v 1 一 对 
(25.5) 
Uy 也 
Ws 一 ; Us = 
l—v 1 一 让 
这 个 四 维 速度 是 一 个 有 用 的 量 ,例如 ,可 以 写 出 
pr = mou,. (25.6) 


这 是 相对 论 中 正确 的 方程 都 必须 具有 的 那 一 种 典型 形式 , 式 的 每 一 边 都 是 一 个 四 维 矢量 ( 右 
边 是 一 个 不 变量 乘 以 一 个 四 维 矢量 , 那 仍然 是 一 个 四 维 矢量 ). 


§25-2 标 积 
还 可 以 讲 , 在 坐标 系 转动 下 从 原点 至 某 一 点 的 距离 不 变 乃 是 生活 中 的 一 项 巧遇 . 这 意味 
着 在 数学 上 一 = x? 十 y? 十 z? 是 一 个 不 变量 . 换 句 话说 ,在 经 过 了 转动 之 后 ,r= 二 ?名 
元 /2 平 ya we +y 丰 训 . 
现在 的 问题 是 :在 洛 伦 兹 变换 下 是 否 也 有 一 个 相似 的 不 变量 ? 有 的 . 从 式 (25. 1) 可 以 看 出 
2 一 并 2 一 42 一 并 


除了 它 有 赖 于 = 方向 的 特殊 选择 之 外 , 那 是 很 好 的 不 变量 . 若 再 减 去 y? 和 z? 便 能 把 这 个 问 
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题解 决 了 .于 是 ,任何 洛 伦 兹 变换 加 转动 都 会 使 这 个 量 保持 不 变 . 因此 ,与 三 维 中 的 r? 相 类 
似 的 量 ,在 四 维 中 为 
ry—2z. 

这 是 在 所 谓 “ 完 整 阁 伦 兹 群 ”一 一 意 指 恒 速 平 动 和 转动 二 者 都 进行 的 那 种 变换 一 一 下 的 一 个 
不 变量 . 

现在 ,由 于 这 个 不 变性 是 仅仅 依赖 于 式 (25. 1) 的 变换 法 则 一 一 再 加 上 转动 一 一 的 一 个 
代数 问题 , 它 对 于 任 一 个 四 维 矢量 都 是 正确 的 (根据 定义 ,它们 都 做 同样 的 变换 ). 因此 ,对 于 
一 个 四 维 矢 量 av 来 说 , 便 有 


aa 一 a2 一 aa 一 0 一 对 一 4 一 a2 一 aq 
我 们 叫 这 个 量 为 四 维 矢量 a, 的 "长度 "的 平方 (有 时 人 们 将 所 有 各 项 的 符号 都 改变 而 叫 ai 十 
4as 十 a 一 a? 为 长 度 的 平方 ,因而 你 得 要 小 心 对 待 ). 
现在 如 果 有 两 个 矢量 a 和 6, ,它们 的 相应 分 量 按 相同 的 方式 变换 , 则 这 个 组 合 
ab 一 arbx 一 ap 一 ab。 
也 是 一 个 不 变 ( 标 ) 量 (事实 上 ,在 第 1 卷 第 17 章 中 对 此 已 有 过 证 明 ). 很 明显 ,这 一 表示 式 与 
矢量 的 点 积 很 相似 . 实际 上 ,我 们 将 称 之 为 两 个 四 维 撩 量 的 点 积 或 标 积 . 把 它 写成 w ' b, 使 
得 看 来 像 个 点 积 , 似 乎 该 合乎 逻辑 . 可 是 ,不 凑巧 ,习惯 上 不 是 那样 做 ,而 是 往往 被 写成 没有 
中 间 那 一 点 . 因此 ,我们 将 按照 这 一 惯例 而 把 该 点 积 简写 成 wub,. 这 样 ,根据 定义 ， 
arp = ab 一 arp: — ab,— a.b.. (25.7) 
每 当 你 看 到 两 个 全 同 下 脚 标 在 一 起 (有 时 得 用 或 某 一 其 他 字母 来 代替 六 ) 时 , 那 就 意味 着 
你 必须 取 这 四 个 积 并 相 加 起 来 , 记 住 对 于 那些 空间 分 量 之 积 都 取 负 号 . 按照 这 一 惯例 ,在 洛 
伦 北 变换 之 下 , 标 积 的 不 变性 可 以 写成 
ab = a,b,. 
由 于 式 (25.7) 中 的 最 后 三 项 恰好 是 三 维 中 标量 的 点 积 ,把 它 写成 如 下 形式 往往 更 为 方便 : 
ab = ab,—a:b. 
在 上 面 描述 过 的 那 种 四 维 长 度 的 平方 可 以 写成 aa, , 那 也 是 明显 的 : 
aa 一 驻 一 对 一 4 一 4 一 al 一。a. (25.8) 
有 时 把 它 写成 a? 也 很 方便 : 


QS 和 zs 


现在 要 向 你 们 提供 有 关 四 维 矢量 点 积 的 用 途 的 一 个 例证 . 在 巨大 的 加 速 器 中 ,通过 下 列 
反应 可 以 产生 反 质 子 (P): 


P++P--P++P+P++P. 


这 就 是 说 ,一 个 高 能 质子 与 一 个 静止 质子 (例如 ,放置 在 质子 束 中 的 氢 靶 里 的 质子 ) 相 碰 
撞 , 而 倘若 入 射 质子 拥有 足够 的 能 量 , 则 除了 原来 的 两 个 质子 之 外 还 可 能 会 产生 质子 - 反 
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质子 * 对 . 试问 :应 给 予 入 射 质子 多 少 能 量 才能 使 这 一 反应 在 能 量 上 成 为 可 能 . 

获得 答案 的 最 容易 的 方法 是 考虑 在 质心 (CM) 系 中 该 反应 看 来 像 个 什么 样子 ( 见 图 
25-1). 我们 将 叫 入 射 质子 为 4 而 其 四 维 动量 为 加. 同 理 , 将 叫 靶 质 子 为 而 其 四 维 动量 为 
px 若 入 射 质子 仅仅 勉强 具有 使 反应 进行 的 能 量 ,那么 末 态 一 一 经 过 碰撞 后 的 状态 一 一 在 
质心 系 中 将 由 包含 三 个 质子 和 一 个 反 质 子 的 一 个 静止 球 构 成 . 要 是 入 射 能 量 稍 高 一 些 ， 
那些 末 态 粒子 就 会 具有 一 些 动 能 而 四 散 跑 开 ; 要 是 入 射 能 量 稍 低 一 些 , 则 不 会 有 足够 能 
量 产生 四 个 粒子 . 


图 25-1 从 实验 室 和 质心 系 中 来 观察 反应 P 十 P 一 3P 十 P. 假定 入 射 质子 仅仅 勉 
强 具 有 使 反应 进行 的 能 量 ,质子 由 实心 圆 点 表示 ,而 反 质 子 则 由 圆圈 表示 


若 把 末 态 中 整个 小 球 的 四 维 总 动量 称 为 ps , 则 动量 与 能 量 守 恒 律 告诉 我 们 : 


p+p’= Pp 
和 Fr+FE=E. 
合并 这 两 式 ,可 以 写成 
pr+p = ps. (25. 9) 


现在 重要 的 事情 在 于 ,这 是 一 个 其 中 包含 四 维 矢量 的 方程 ,因而 在 任何 惯性 系 中 都 是 正 
确 的 . 我 们 可 以 利用 这 一 事实 来 简化 计算 ,由 取 式 (25. 9) 中 每 边 的 “长 度 " 开 始 , 当 然 ,它们 也 
是 彼此 相等 的 ,于 是 得 


* 你 可 能 会 问 : 为 什么 不 去 考虑 
P+P—P+P+P, 
或 甚至 
P+P—~P+P 


那些 显然 要 求 较 少 能 量 的 反应 ? 答案 是 ,一 个 称 为 重子 数 守恒 的 原理 告诉 我 们 :质子 数 减 去 反 质子 数 "不 
能 改变 ,在 我 们 的 反应 中 左边 这 个 量 为 2, 因 此 , 若 希望 有 一 反 质 子 出 现在 右边 , 则 同时 应 有 三 个 质子 (或 其 
他 重子 ) 伴 随 它 . 
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(加 ps)(ps tp) = pips. (25. 10) 


既然 pips 是 不 变 的 ,所 以 可 在 任何 坐标 系 中 进行 计算 . 在 质心 系 中 ,ps 的 时 间 分 量 为 四 个 
质子 的 静止 能 量 , 即 4M ,而 空间 部 分 p 则 等 于 零 ,因此 ps = (4M, 0). 我 们 已 利用 了 反 质 子 
的 静 质 量 等 于 质子 的 静 质 量 闭 一 项 事实 ,并 已 称 这 一 共同 质量 为 M. 
这 样 , 式 (25. 10) 就 变 成 
pp» 十 2 力 : 力 2 十 prps = 16RM (25. 11) 


现在 ,psps 和 psps 都 十 分 容易 求 得 ,因为 任何 粒子 的 动量 四 维 矢 量 的 “长 度 " 都 不 过 是 粒子 
质量 的 平方 : 
pup, = E’ 一 有 一 RM2、 
这 可 由 直接 的 计算 给 予 证 明 , 而 更 巧妙 的 办 法 则 是 通过 注意 一 个 静 粒 子 的 p, = (M, 0), 从 
而 pp 二 M*. 但 由 于 它 是 一 个 不 变量 , 故 在 任何 参照 系 中 都 等 于 M*. 把 这 些 结果 用 到 式 
(25. 11) 中 , 便 有 
2psps = 14M?, 

也 即 

pps = 7M (25. 12) 


现在 ,也 就 可 以 在 实验 室 系统 中 算出 psps. 四维 矢量 ps 可 以 写成 (Fr, p"), 而 p= 
(M, 0) , 因为 后 者 描述 一 个 静止 质子 . 这 样 , psp; 也 必定 等 于 ME*. 又 因为 知道 标 积 是 个 不 
变量 ,所 以 它 在 数值 上 必须 等 于 式 (25. 12) 中 求 得 到 的 值 . 因而 有 


正 " 一 7M， 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 结果 . 初始 质子 的 总 能 量 必 须 至 少 为 7M( 约 合 6. 6 GeV ,因为 
M = 938 MeV), 或 者 在 减 去 了 静 质 量 M 之 后 ,其 动能 至 少 必须 为 6M( 约 合 5. 6 GeV). 在 
伯克利 (Berkeley) 的 高 能 质子 同步 稳 相 加 速 器 是 为 了 能 够 制造 反 质 子 而 设计 的 , 它 提供 给 
受 加 速 质 子 约 6. 2 GeV 的 动能 . 

由 于 标 积 都 是 不 变量 ,所 以 它们 对 计算 来 说 总 是 有 趣 的 . 那么 ,关于 四 维 速度 的 “长 度 " 
wu 又 该 如 何 呢 ? 由 于 


因而 w 是 单位 四 维 矢 量 . 


$25-3 四 维 梯 度 


我 们 必须 讨论 的 下 一 个 问题 就 是 梯度 的 四 维 类 似 物 . 回想 起 (第 1 卷 第 14 章 ) 三 个 微分 
算 符 /az, 3/9y, 9/9z 的 变换 就 像 三 维 矢量 ,所 以 就 叫 梯度 . 同样 的 方案 也 应 该 适用 于 四 
维 情况 . 这 就 是 说 ,我 们 也 许 会 猜测 到 四 维 梯度 应 当 是 (3/at,， 3/9x, 3/3y, 3/9z). 然而 ,这 
是 错误 的 . 

为 了 搞 清 这 个 错误 ,可 考虑 一 个 仅 与 x 和 上 有 关 的 标量 函数 #$. 如 果 在 :方面 做 一 个 小 
变化 A: 而 保持 x 不 变 , 则 在 $ 方 面 的 变化 为 
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Ag = 28At . (25. 13) 


男 一 方面 ,对 一 个 正在 运动 的 观察 者 来 说 ， 
Ag = C2 一 一 Arz' 十 一 2 A 
az 
应 用 式 (25. 1) ,我 们 可 用 At 来 表示 Azx 和 At . 记 住 我 们 正 保持 z 不 变 , 因 而 Ax = 0, 并 可 
写 出 


0%/_ 了 -981 At 加 处- 台 Ai 
Wa A 
把 这 一 结果 与 式 (25. 13) 比 较 ,就 可 知道 


at rl 8 | oy 
类 似 的 计算 给 出 
多 = (一 你 ) (25. 15) 


现在 我 们 可 以 看 到 ,该 梯度 相当 奇怪 . 用 二 和 /来 表示 z 和 上 的 公式 [由 解 方程 组 (25. 1) 
而 得 到 的 ] 为 : 


PE de 
一 , 工 二 3 
l—v Vi—v 


这 就 是 一 个 四 维 矢量 进行 变换 的 必需 方式 .但 式 (25. 14) 和 (25. 15) 中 却 有 两 个 符号 搞 错 了 ! 
答案 是 ,不 要 那个 不 对 的 (3/3t, VY)， 而 必须 通过 下 式 来 定义 一 个 四 维 梯度 算 符 , 称 之 
为 V,: 
采用 这 一 定义 ,上 面 所 遇 到 的 符号 困难 就 消除 了 ,从 而 V 表现 得 如 同一 个 四 维 矢量 所 应 有 
的 性 质 那样 ( 带 着 那些 负 号 相当 难看 ,但 那 是 世人 都 用 的 方法 ). 当然 ,所 谓 V,“ 表 现 得 如 同 
一 个 四 维 矢量 " 指 的 只 不 过 是 ,一 个 标量 的 四 维 梯度 为 一 个 四 维 矢 量 . 如 果 $ 是 一 个 真实 的 
标量 不 变 场 ( 洛 伦 兹 不 变量 ) , 则 Vsg 就 是 一 个 四 维 矢 量 场 . 
好 ,现在 已 有 了 矢量 梯度 和 点 积 ,下 一 件 事情 则 是 要 找 出 一 种 与 三 维 的 矢量 分 析 中 的 
散 度 相 类 似 的 不 变量 . 很 清楚 ,这 种 类 似 物 要 求 形成 Vb, 这 样 一 种 表示 式 ， 其 中 久 为 一 个 四 
维 矢量 场 ,其 分 量 都 是 空间 和 时 间 的 函数 . 要 把 一 个 四 维 矢量 &, = (4b, , 5b) 的 散 度 定义 为 VY 
与 ov 的 点 积 : 


Vb = 8: 一 (一 冯 ]b: 一 (一 节 )%, 一 (这 jp = Fort Vb, (25.17) 
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式 中 V ' 是 三 维 矢量 b 的 普通 三 维 散 度 . 注意 ,人 们 必须 细心 对 待 这 些 符号 ,其 中 有 些 负 号 
来 自 标 积 的 定义 , 即 式 (25. 7), 其 他 则 是 由 于 诸如 式 (25. 16) 中 关于 V 的 空间 分 量 为 
一 9/9z 等 所 要 求 的 . 由 式 (25. 17) 定 义 出 来 的 散 度 是 一 个 不 变量 ,因而 它 在 相差 一 个 洛 伦 北 
变换 的 所 有 坐标 系 中 给 出 相同 的 答案 . 

让 我 们 来 看 一 个 其 中 会 出 现 四 维 散 度 的 物理 例子 ,可 以 用 它 来 求解 运动 导线 周围 场 的 
问题 . 我 们 已 经 知道 ($ 13-7) 电 荷 密度 p 和 电流 密度 j 会 形成 一 个 四 维 矢量 j = (p, j). 
如 果 一 根 不 带电 荷 的 导线 载 有 电流 j: ,那么 在 一 个 以 速度 w( 沿 z 轴 ) 从 它 旁 边 经 过 的 参照 系 
中 来 看 ,该 导线 将 拥有 如 下 的 电荷 和 电流 密度 [由 洛 伦 兹 变换 式 (25.1) 得 到 ]; 


这 些 丛 好 就 是 我 们 曾 在 第 13 章 中 求 得 的 . 于 是 ,我 们 就 能 把 这 些 源 应 用 到 运动 坐标 系 
的 麦克 斯 韦 方程 中 去 求解 场 . 

$ 13-2 的 电荷 守恒 律 , 在 这 四 维 矢量 符号 表示 中 ,也 会 具有 简单 形式 . 考虑 到 j, 的 四 
维 散 度 为 : 


Vj, = 32+V 5 六 (25. 18) 


电荷 守恒 律 表明 ,单位 体积 中 电流 的 流出 最 应 等 于 电荷 密度 的 负增长 率 . 换 句 话说 ， 


> 9 
V1 =—: 


将 此 代入 式 (25. 18) 中 ,电荷 守恒 律 就 会 取 简 单 形式 
Vj, = 0. (25. 19) 
由 于 Vwj, 是 一 个 不 变 标 量 ,所 以 如 果 它 在 一 个 参照 系 中 为 零 , 则 在 所 有 参照 系 中 都 为 零 . 于 
是 我 们 就 有 这 样 的 结果 , 即 如 果 电 荷 在 一 个 坐标 系 中 守恒 , 则 它 在 所 有 匀速 运动 的 坐标 系 中 
也 守恒 . 
作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 要 考虑 该 梯度 算 符 V; 与 它 自身 的 标 积 . 在 三 维 中 ,这 样 的 标 积 
给 出 拉 普 拉 斯 符号 : 


2 了 9 a? 
V=VY Vo +ay + gr 


在 四 维 中 ,将 得 到 个 什么 呢 ? 这 很 容易 . 按照 有 关 点 积 和 梯度 的 法 则 ,就 可 以 得 到 
A E,W NA A NE ws 
人 ( 六){( | ( 区 好 ) ( 去 上 花王 充 V. 
这 一 算 符 , 就 是 三 维 拉 普 拉 斯 算 符 的 类 似 物 , 称 为 达 朗 贝尔 算 符 , 并 有 一 -种 独特 的 表示 符号 : 
Dr=% = v. (25. 20) 


根据 定义 , 它 是 一 个 不 变 的 标量 算 符 . 如 果 它 作用 于 一 个 四 维 矢量 场 上 ,将 产生 一 个 新 的 四 
维 矢量 场 [ 有些 人 用 与 式 (25. 20) 相 反 的 符号 给 达 朗 贝尔 算 符 下 定义 ,因而 当 你 阅读 文献 时 
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务必 当心 ]. 

现在 ,对 上 面 表 25-1 中 所 列举 的 那些 三 维 量 , 大 部 分 已 找到 了 其 四 维 的 相应 量 ( 不 
过 还 没有 又 积 和 旋 度 运算 方面 的 相应 物 ,在 下 一 章 以 前 我 们 将 不 会 对 它 有 所 论述 ). 如 果 
把 所 有 重要 定义 和 结果 都 集中 在 一 处 ,对 你 记 住 它们 如 何 演变 可 能 有 所 帮助 ,因此 我 们 就 在 
表 25-2 中 做 了 这 人 么 一 个 提要 . 


表 25-2 在 三 维和 四 维 矢 量 分 析 中 的 一 些 重要 和 量 


， 云 )= 人 
= {2% 3 2y = (2 _ 3a2 _39 _39\ (99 
Tr 于 贡 二 
a4。 34， 3A。 _ aa dar, aay aas _ gae 
v -将 + 劳 + 稚 | Vv- 血 1 交 1 各 + 奖 - 软 + 
ls _ 9? 2 2 
拉 氏 算 符 或 达 氏 算 符 ViV= toy ta 


$25-4 用 四 维 符号 表示 的 电动 力学 


我 们 曾 在 $ 18-6 中 磁 到 过 达 朗 贝尔 算 符 ,但 没有 给 它 这 一 名 字 . 在 那里 对 于 那些 势 所 
求 得 的 微分 方程 可 以 用 新 的 符号 表示 法 写成 : 


口 = £2, OA= 过 (25. 21) 
0 


这 两 个 方程 中 的 右边 四 个 量 为 p, j;, jy 及 7j。, 再 各 除 以 o. 如 果 在 所 有 参照 系 中 都 采用 相同 
的 电荷 单位 , 则 这 个 是 在 各 坐标 系 中 都 相同 的 一 个 普 适 常数 . 因此 , 那 四 个 量 pre ，j .ve ， 
jy/w 及 j:/% 也 就 会 如 同一 个 四 维 矢量 那样 变换 .我 们 可 将 其 写成 九 /e. 当 坐标 系 改变 时 达 
朗 贝尔 算 符 不 会 改变 ,因而 %，A-，A,，A. 四 个 量 也 必须 像 四 维 矢量 那样 变换 一 这 意味 
着 它们 就 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 . 简单 地 说 ， 

A, = ($, 4) 


是 一 个 四 维 矢量 . 我 们 所 称 的 标 势 和 矢 势 ,它们 实际 上 就 是 同一 个 物理 客体 的 不 同方 面 . 它 
们 合成 为 整体 . 而 倘若 把 它们 合 起 来 看 , 则 这 个 世界 的 相对 论 不 变性 就 很 明显 了 . 我 们 称 A, 
为 四 维 执 

在 四 维 矢量 符号 表示 中 , 式 (25. 21) 中 的 两 方程 简单 地 变 成 


口 :A, = 类. (25. 22) 


€0 


这 一 方程 的 物理 内 容 恰好 同 麦 克 斯 韦 方程 组 相同 . 但 可 以 把 它 改写 成 这 么 一 个 优美 形式 实 
在 令 人 感到 有 些 喜 悦 . 这 个 漂亮 形式 也 有 其 本 身 意义 , 它 直 接 证 明了 在 洛 伦 兹 变换 之 下 电动 
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力学 的 不 变性 . 
要 记 住 , 式 (25. 21) 之 所 以 能 够 由 麦克 斯 韦 方程 组 推导 而 得 ,只 是 由 于 我 们 加 上 了 规范 
条 件 


a ss 
Ft+V*A=0, (25. 23) 
这 不 过 是 讲 V4 = 0, 这 规范 条 件 说 明 四 维 矢量 A, 的 散 度 为 零 . 这 一 条件 称 为 洛 伦 兹 条 


件 . 因为 它 是 一 个 不 变性 条 件 ,所 以 是 很 方便 的 ,从 而 使 麦克 斯 吉方 程 组 对 所 有 参照 系 都 能 
保持 式 (25. 22) 那 种 形式 . 


$25-5 运动 电荷 的 四 维 势 


虽然 变换 规律 已 隐 含 在 上 述 内 容 中 ,但 现在 还 是 把 它 写 下 来 , 它 用 一 个 静止 参考 系 中 的 
和 A 给 出 运动 参考 系 中 的 上 和 A. 由 于 4, = ($, 4) 是 一 个 四 维 矢 量 , 所 以 这 些 变换 式 看 
来 几乎 像 式 (25. 1) 一 样 ,只 是 应 以 $ 代 ,而 x 则 用 4 代 . 于 是 ， 


(25. 24) 


这 里 假定 带 撒 的 坐标 系 是 以 速率 vv 沿 正 工 方 向 运 
动 , 而 这 速率 则 是 在 不 带 撒 的 坐标 系 中 测 得 的 ， 

我 们 要 来 讨论 四 维 势 概 念 用 途 的 一 个 例子 . 以 
速率 " 沿 z 轴 运 动 的 电荷 9 ,其 矢 势 和 标 势 是 什么 
呢 ? 这 - 问题 在 随 电 荷 运动 的 坐标 系 中 很 简单 , 因 
为 在 这 个 系统 中 电荷 是 静止 的 . 让 我 们 假设 ,这 电 
荷 位 于 S 参照 系 的 原点 ,如 图 25-2 所 示 . 于 是 在 这 
个 系统 中 的 标 势 为 


图 25-2 参照 系 S' 以 速度 v( 沿 x 方向 ) 相 . 
对 于 S 系 运动 . 在 5' 系 中 原点 的 -- 个 静止 ee (25, 25) 


dncor 


所 荷 在 S 系 中 处 于 z = wi 的 地 方 .P 点 的 
势 可 以 在 两 个 参照 系 的 任 一 个 中 算出 来 。” 式 中 x 是 从 g 至 场 点 的 距离 , 即 在 运动 系统 中 所 测 
到 的 . 当然 , 矢 势 4 为 零 
现在 去 求 在 静止 坐标 系 中 的 测 得 的 势 $ 和 A 是 直截了当 的 . 式 (25. 24) 的 送 变 换 关 系 为 


, A, = A,, 
Vli—vw > 
a (25. 26) 
A, = 2 A.=A’ 
V1li—v 


利用 由 式 (25.25) 所 给 出 的 加以 及 A == 0, 可 得 
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一 一 
4neo /1 一 环 4neo /1 vw rx? +y’ 十 之 


这 向 我 们 提供 了 在 S 系 中 可 能 观察 到 的 标 势 $, 但 可 惜 是 ,这 是 用 S' 的 坐标 表示 的 . 还 可 以 
利用 式 (25.1) ,将 t,x , y 和 xz 的 各 式 代入 得 到 用 1:,，xz，y, z 表示 出 来 的 式 子 . 我们 得 
EE -  ， 
4re Vi—v [(z—v)/VI—v]+y +z’ 
对 于 4 的 各 个 分 量 ,按照 相同 的 手续 ,你 可 以 证 明 
A= vg. (25. 28) 
这 些 都 是 在 第 21 章 中 用 别 的 方法 推导 出 来 的 相同 公式 . 


$25-6 电动 力学 方程 组 的 不 变性 
我 们 已 发 现势 $ 和 A 合 起 来 看 便 形成 一 个 称 为 A, 的 四 维 矢量 ,而 波动 方程 一 一 即 用 


那些 j, 来 确定 A, 的 完整 方程 组 一 一 可 写成 如 式 (25. 22) 那 样 的 方程 . 这 个 方程 ,与 电荷 守 
恒 律 、 即 式 (25. 19) 一 起 ,就 给 出 了 电磁 场 的 基本 定律 : 


(25. 27) 


口 :4A, = Lj,, Vij, = 0. (25. 29) 
0 


只 在 页 面 的 一 个 微小 区 间 内 就 有 了 全 部 麦克 斯 韦 方程 组 一 一 优美 而 又 简单 . 除了 它们 既 优 
美 而 又 简单 外 ,将 方程 组 这 样 写 出 来 从 中 学 习 到 什么 东西 呢 ? 首先 ,这 与 我 们 过 去 将 各 种 不 
同 分 量 全 都 写 出 来 时 所 得 到 的 那些 结果 有 何 区 别 ? 能 否 从 这 一 方程 推导 出 某 些 过 去 由 电荷 
和 电流 表示 势 的 波动 方程 不 能 够 推导 出 来 的 东西 ? 答案 是 明确 否定 的 . 我 们 所 做 的 唯一 事 
情 就 是 改变 各 事情 的 名 称 一 一 应 用 新 的 符号 表示 法 . 我 们 已 写 下 了 一 个 方 框 符号 来 代表 微 
商 , 但 它 仍然 意味 着 不 多 不 少 的 对 时 间 的 二 次 微 商 \ 减 去 对 zx 的 二 次 微 商 \ 减 去 对 y 的 二 次 
微 商 \ 减 去 对 z 的 二 次 微 商 . 而 y 则 意味 着 有 四 个 方程 ,对 于 人 = 1， xz， y 或 z 会 各 有 一 个 . 
那么 ,可 以 将 那些 方程 写成 这 么 简洁 形式 的 事实 有 什么 意义 呢 ? 按 直接 从 其 导出 什么 东西 
的 观点 来 看 , 它 确实 没有 什么 意义 . 然而 ,也 许 这 些 方程 的 简单 性 就 意味 着 自然 界 也 具有 某 
种 简单 性 . 

让 我 们 来 向 你 证 明 某 种 新 近 才 发 现 的 有 趣事 情 : 所 有 物理 规律 都 可 以 包括 在 一 个 方程 
之 中 . 这 方程 就 是 


U=0. (25. 30) 


多 么 简单 的 一 个 方程 ! 当然 ,还 需要 知道 该 符号 指 的 是 什么 .U 是 一 个 称 为 情况 的 “超脱 性 ” 
的 物理 量 ,而 对 于 它 我 们 有 一 个 公式 . 这 里 关系 到 你 怎样 去 计算 该 超脱 性 . 你 可 以 取 所 有 已 
知 的 物理 定律 ,并 把 它们 都 写成 一 种 独特 形式 . 例如 ,假设 你 所 取 的 是 力学 定律 F = ma, 并 
把 它 重新 写成 一 ma = 0. 然后 你 可 以 将 (F 一 ma ) 一 一 那 当 然 应 该 等 于 零 的 一 一 叫 作 力学 
上 的 “失调 ”. 其 次 ,你 再 取 这 失调 的 平方 并 叫 它 作 Ui ,这 可 以 称 为 “力学 效应 的 超脱 性 ”. 换 
句 话说 ,你 会 取 
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LU = (F— ma)’. (25. 31) 
现在 你 又 写 下 另 一 个 物理 定律 ,比如 说 , V . E = p/w，, 并 定义 


2 
» 


we 


这 或 许 被 你 称 为 “ 电 的 高 斯 超脱 性 ”. 你 继续 再 写 出 U: ，U ,等 等 一 一 对 每 一 物理 定律 都 有 
一 个 . 

最 后 ,你 把 来 自 一 切 有 关 的 分 现象 的 诸多 不 同 超脱 性 U; 都 相 加 起 来 ,而 把 它 叫 作 宇宙 
的 总 超脱 性 UU, 也 就 是 , U = DU.. 这 样 自 然 界 的 伟大 定律 为 


(25. 32) 


这 一 “定律 "当然 意味 着 所 有 各 个 失调 的 平方 之 总 和 为 零 , 而 能 使 一 大 堆 平 方 之 和 为 零 的 唯 
一 办 法 就 是 其 中 每 一 项 都 等 于 零 . 
因此 , 式 (25. 32) 的 “优美 简单 "定律 相当 于 你 原来 所 写 下 的 一 整套 方程 式 . 因而 绝对 明 
显 的 是 ,一 种 不 过 把 复杂 性 隐藏 在 符号 的 定义 之 内 的 简单 表示 方法 并 不 是 真正 的 简单 性 . 它 
不 过 是 二 种 花招 . 式 (25. 32) 中 所 出 现 的 优美 一 一 仅 从 几 个 方程 被 隐藏 在 其 中 这 一 事实 看 
来 一 一 也 不 外 是 花招 而 已 . 当 你 把 整个 东西 都 打开 时 ,你 就 会 回 到 你 原来 所 在 的 地 方 . 
然而 ,把 电动 力学 写成 式 (25. 29) 那 种 形式 ,除了 简单 之 外 还 有 其 他 一 些 东西 . 它 的 含义 
会 多 一 些 ,就 像 矢 量 分 析 理论 含有 更 多 的 意义 一 样 . 电动 力学 方程 组 之 所 以 能 够 用 为 洛 伦 效 
变换 的 四 维 几何 所 设计 的 那 种 十 分 特殊 符号 写 出 来 一 一 换 句 话说 ,作为 在 四 维 空间 中 的 一 
个 矢量 方程 一 一 这 一 事实 ,就 意味 着 它 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 . 只 是 由 于 麦克 斯 韦 方程 组 
在 那些 变换 下 不 变 , 才 使 得 它们 能 够 被 写成 优美 形式 . 
能 够 将 电动 力学 方程 组 写成 式 (25. 29) 那 样 美 妙 卓 越 的 形式 并 非 偶然 . 下 是 由 于 在 实验 
上 已 发 现 由 麦克 斯 韦 方程 组 所 预言 的 各 种 现象 在 一 切 惯性 系 中 都 相同 ,相对论 才 发 展 起 来 
的 . 而 又 是 通过 研究 麦克 斯 韦 方程 组 的 变换 性 质 , 才 使 得 洛 伦 兹 发 现 了 他 的 变换 作为 保留 方 
程 不 变 的 一 种 变换 来 说 是 精确 的 . 
然而 ,还 有 男 一 个 要 把 方程 组 这 样 写 出 来 的 理由 . 已 经 发 现 一 一 在 爱 因 斯 坦 猜测 方程 也 
许 是 这 样 之 后 一 一 所 有 物理 定律 在 洛 伦 兹 变换 下 都 是 不 变 的 . 这 就 是 相对 性 原理 . 因此 ,如 
果 我 们 发 明 一 种 符号 , 当 写 下 一 个 定律 时 它 能 够 立刻 指出 该 定律 是 否 不 变 ,那么 , 便 能 够 在 
试图 创立 新 的 理论 时 保证 只 写 出 与 相对 论 原 理 相 一 致 的 方程 式 . 
以 这 种 特殊 的 符号 表示 雪 克 斯 韦 方程 组 变 得 很 简单 这 一 事实 ,并 不 是 什么 奇迹 ,因为 
这 种 符号 就 是 在 考虑 到 那些 方程 之 后 才 发 明 的 . 但 有 意义 的 物理 事情 却 是 ;每 一 个 物理 
规律 一 一 介子 波 的 传播 或 在 8 衰变 中 中 微 子 的 行为 ,等 等 一 -在 相同 的 变换 下 都 必须 具有 
这 种 相同 的 不 变性 . 那么 当 你 待 在 一 稻 匀 速 航行 的 太空 飞船 中 时 ,所 有 自然 规律 以 相同 的 方 
“法 一 起 作 变 换 , 以 致 没有 任何 新 的 现象 会 发 生 . 正 是 由 于 相对 论 性 原理 是 自然 界 中 的 一 个 事 
洋 , 所 以 按照 四 维 矢量 的 符号 世界 的 各 种 方程 式 都 会 表现 得 很 简单 . 
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$26-1 运动 电荷 的 四 维 势 


在 上 一 章 中 见 到 势 A, = ($, 4) 是 一 个 四 维 矢 量 . 时 间 分 有 量 为 标 势 $, 而 三 个 空间 分 量 
则 构成 矢 势 A. 通过 应 用 洛 伦 兹 变换 我 们 也 算出 了 做 匀速 直线 运动 粒子 的 势 ( 在 第 21 章 中 
就 已 经 用 另 -- 种 方法 求 出 了 这 些 势 ). 对 于 一 个 在 时 刻 上 位置 为 (vt, 0, 0) 的 点 电荷 ,其 在 点 
(xz, y, z) 的 势 为 


i 
= 7 2 
4xovT 一 可 |[ 气 二 2 区 十 入 + 过 | 


As = (zx— wt) 172? Sy 
dro 二 芒 | 雹 二 名 + | 


A, = A. = 0. 


对 于 一 个 “ 现 ” 位 置 ( 指 的 是 在 + 时 刻 的 位 置 ) 为 x = ut 的 电荷 , 式 (26. 1) 给 出 了 时 刻 
在 z, y 和 z 处 的 势 .注意 这 些 式 子 是 用 (x 一 vt), y 和 z 来 表示 的 ,它们 是 根据 该 运动 电荷 
的 现行 位 置 P 测 得 的 坐标 ( 见 图 26-1). 我 们 知道 的 实际 影响 确 是 以 速率 c 传播 的 ,因而 真 
正 有 效 的 影响 乃 是 在 推迟 位 置 P' 后 面 的 电荷 行为 * ,P' 点 位 于 x = ve” 上 (其 中 1 = 4 一 r/c 
是 推迟 时 刻 ). 但 是 ,电荷 是 做 匀速 直线 运动 的 ,因而 在 已 点 与 在 P 点 上 的 行为 自然 有 直接 
的 联系 . 事实 上 ,如果 做 一 个 附加 假设 , 即 假定 那些 势 仅 取决 于 在 推迟 时 刻 的 位 置 和 速度 , 那 
么 式 (26. 1) 便 是 以 任意 方式 运动 的 电荷 的 势 的 完整 公式 了 .方法 是 这 样 :假定 你 有 以 某 种 任 
意 方式 运动 .比方 其 轨道 如 图 26-2 所 示 的 电荷 ,而 你 试图 找 出 在 点 (z，y, z) 处 的 势 .首先 ， 
你 找 出 推迟 位 置 P' 以 及 在 该 位 置 时 电荷 的 速度 v. 然后 你 设想 电荷 会 在 这 推迟 时 间 (1 一 :) 
里 继续 保持 这 一 速度 , 以致 此 时 它 会 出 现在 一 个 想象 的 位 置 Pag 处 ,这 可 称 之 为 “投影 位 
置 ", 并 应 该 以 速度 到达 那里 (当然 ,电荷 并 不 是 那样 运动 , 它 在 :时 刻 的 确实 位 置 是 P). 
于 是 在 (zx, y, z) 点 的 势 就 恰好 是 一 个 想象 电荷 在 该 投影 位 置 时 由 式 (26. 1) 所 给 出 的 . 我 
们 现在 要 说 的 是 ,由 于 势 仅 取决 于 电荷 在 该 推迟 时 刻 的 行为 ,所 以 不 管 电荷 是 否 继续 恒 速度 


* 这 里 用 来 指明 推迟 位 置 或 推迟 时 刻 的 那些 撤 号 都 不 应 与 上 一 章 中 用 来 指明 - .个 已 作 了 洛 伦 兹 变换 
的 参照 系 的 撤 号 混淆 . 
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运动 或 者 是 否 在 时 刻 之 后 一 一 即 在 t 时刻 在 点 (zx，y，z) 将 出 现 的 势 早已 确定 了 之 
后 一 一 改变 它 的 速度 , 势 都 将 相同 . 


(x,h2) 


图 26-1 求 一 个 沿 x 轴 匀 速 v 运动 的 电荷 9 图 26-2 电荷 在 任意 轨道 上 运动 .时 刻 1 在 点 

在 P 点 的 场 .“ 此 刻 " 在 点 (zx,，y, x) 的 场 既 可 (z,，y，z) 的 势 由 推迟 时 刻 4 一 r/c 的 位 置 P' 和 

用 "“ 现 "位 置 P, 也 可 用 (在 = 1 一 r/c 时 刻 速度 ”所 确定 ,这 些 势 可 用 该 投影 "位 置 Pag 
的 ) 推迟 "位 置 P' 来 表示 的 坐标 来 表示 (在 时 刻 的 实际 位 置 为 P) 


你 当然 知道 ,一 旦 有 了 来 自 一 个 以 任意 方式 运动 着 的 电荷 的 势 的 公式 , 便 拥 有 了 全 部 电 
动力 学 ,能 够 通过 到 加 以 获得 任何 电荷 分 布 的 势 . 因此 ,通过 写 出 麦克 斯 韦 方程 组 ,或 者 通过 
遵照 如 下 的 -系列 陈述 ,可 以 把 电动 力学 的 所 有 现象 都 总 结 出 来 (如 果 你 有 机 会 登 上 一 个 荡 
岛 , 你 就 可 以 回忆 起 这 些 陈述 . 一 切 东 西 都 可 由 此 重新 建造. 当然 ,你 要 懂得 洛 伦 效 变 换 ,无 
论 是 在 一 个 芝 岛 上 或 在 其 他 任何 地 方 你 总 别 忘记 它 ). 

首先 ,A, 是 一 个 四 维 矢量 ;其 次 ,关于 一 个 静止 电荷 的 库仑 势 为 w/(4xor); 第 三 ,一 个 
以 任何 方式 运动 着 的 电荷 所 产生 的 势 仅 取决 于 在 推迟 时 刻 的 速度 和 位 置 . 只 要 有 这 三 个 事 
实 我 们 就 有 了 一 切 . 根据 A, 是 个 四 维 矢 量 这 个 事实 , 便 可 变换 已 知 的 库仑 势 ,以 获得 匀速 
运动 的 势 . 然后 ,通过 势 仅 取决 于 过 去 的 在 该 推迟 时 刻 电荷 的 速度 这 种 最 后 一 项 陈述 ,我 们 
便 可 以 运用 该 投影 位 置 手法 而 找到 各 势 . 这 虽然 不 是 一 个 处 理 问题 特别 有 用 的 方法 ,但 它 表 
明了 物理 规律 能 够 用 许多 不 同方 式 加 以 表达 ,仍然 是 挺 有 趣 的 . 

有 时 一 些 漫不经心 的 人 们 会 说 ,全 部 电动 力学 都 可 以 从 洛 伦 兹 变换 和 库仑 定律 完全 推 
导出 来. 当然 , 那 是 完全 错误 的 . 首先 ,必须 假定 存在 一 个 标 势 和 一 个 矢 势 ,它们 一 起 构成 一 
个 四 维 矢量 . 这 里 ,就 告诉 我 们 如 何 对 势 做 变换 了 . 然后 ,为 什么 只 有 那 推迟 时 刻 的 影响 才 算 
有 效 的 呢 ? 若是 这 样 提问 就 更 好 :为 什么 势 仅 取决 于 位 置 和 速度 ,而 与 诸如 加 速度 就 毫 无 关 
系 ? 而 场 B 和 EE 则 确实 与 加 速度 有 关 . 如 果 你 试图 对 于 这 些 场 也 使 用 相同 的 论证 , 则 你 就 
会 讲 ,它们 也 仅 取决 于 推迟 时 刻 的 位 置 和 速度 . 可 是 这 么 一 来 ,来 自 加 速 电 荷 的 场 就 与 来 自 
投影 位 置 上 的 电荷 的 场 相同 一 一 那 是 错误 的 . 场 不 仅 取决 于 电荷 沿路 径 的 位 置 和 速度 ,而 且 
也 取决 于 其 加 速度 . 所 以 在 一 切 都 可 从 洛 伦 兹 变换 推导 出 来 的 伟大 说 法 中 还 有 几 个 附加 的 
默认 假设 (每 当 你 看 到 从 很 少 几 个 假设 就 能 够 产生 出 惊人 数量 成 果 的 这 种 总 结 性 的 说 法 时 ， 
你 总 会 发 现 它 是 错误 的 . 如 果 你 足够 小 心地 加 以 思考 的 话 ,就 会 觉得 其 中 往往 有 许多 远 非 明 
显 的 隐 含 着 的 假设 )， 
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$ 26-2 匀速 点 电荷 的 场 


现在 已 有 了 由 匀速 运动 的 点 电荷 产生 的 势 ,我 们 一 一 为 了 实用 原因 一 一 该 求 其 场 . 有 许 
多 情况 其 中 带电 粒子 是 以 匀速 运动 的 一 例如 , 穿 过 云 室 的 宇宙 线 ,或 甚 全 在 一 根 导线 里 组 
慢 运动 的 电子 . 因此 ,至少 让 我 们 知道 ,对 于 任何 速率 一 一 甚至 对 于 接近 光速 的 速率 ,只 要 假 
么 样子 ,这 是 一 个 有 意义 的 问题 . 


通过 常用 法 则 便 可 由 势 得 到 场 : 
已 = 一 V8 一 只 ， B=VxXA. 
首先 ,对 于 Es 
E =_ 9A: 

; 上 gz 9t° 
但 A, 等 于 零 ,所 以 我 们 就 对 式 (26. 1) 中 的 $ 取 微 商 ,得 

E. = 一 一 二 一 人 26.2 

dneo VI—v [人 = 办 +y | Hi 

同 理 ,对 于 E, 得 

E,=——2 (26. 3) 


4rcoW] 一 也 [全 = + + 内 | 


要 求 得 z 分 量 需 多 做 一 些 工作 .% 的 微 商 此 时 较为 复杂 而 且 A. 又 不 等 于 零 . 首先 ， 


97 4x@Vi—w [所 = + 人 证 


然后 ,对 A 取 : 的 微 商 ,可 得 到 


oat 4rto V] 一 证 Ee 二 + 


而 且 最 后 再 取 其 和 , 则 有 


下 = 一 一 一 -一 一 一 一 一 (26.6) 
dno VI 一 殉 [和 = 过 +y+*] 


一 会 儿 我 们 将 要 来 看 看 EE 的 物理 意义 ,此 刻 让 我 们 先 来 求 出 B. 对 于 其 = 分 量 ， 


_ 24,_ 2h. 

or dy 
由 于 A, 为 零 ,就 只 需 得 到 一 个 微 商 . 然而 ,要 注意 A. 正好 是 w ,而 v$ 的 9/9y 则 恰恰 是 
一 vE,. 因此 

B, = vb,. (26.7) 
同 理 ， Ba 
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B, 拓 二 涝 ， (26. 8) 


最 后 ,B: 为 零 , 因 为 A, 和 A. 两 者 都 是 零 . 因而 可 以 将 磁场 简单 地 写成 


B= vyXE. (26.9) 


现在 来 看 看 场 像 个 什么 样子 . 我 们 试图 把 电荷 在 其 现在 位 置 周围 各 不 同位 置 上 的 场 描绘 出 


26-3 一 个 以 匀速 运动 着 的 
电荷 ,其 电场 从 电荷 的 “ 现 ” 位 
置 径 向 地 指出 


来 . 电场 的 影响 ,在 某 种 意义 上 确实 来 自 推迟 位 置 ,但 由 于 运 
动 是 严格 规定 的 ,所 以 推迟 位 置 便 可 以 由 现在 位 置 唯 一 地 给 
出 . 对 于 匀速 运动 来 说 ,更 妙 的 是 把 场 同 现行 位 置 联系 起 来 , 因 
为 在 点 (x, y, z) 处 各 场 分 晤 都 仅 取 决 于 (x 一 vi), y 和 z 
从 现在 位 置 到 达 点 (xz，y, z) 的 位 移 rp 的 各 分 量 ( 见 图 26-3). 
首先 考虑 z= 0 的 点 .那么 E 就 只 有 x 和 yy 分 量 .根据 式 
(26. 3) 和 (26. 6), 这 两 分 量 的 比 恰 好 等 于 位 移 的 xz 分 量 和 y 
分 量 的 比 ,这 意味 着 ,E 和 rp 指向 相同 方向 ,如 图 26-3 所 示 . 
由 于 E. 也 正比 于 x ,所 以 这 个 结果 在 三 维 中 适用 就 是 明显 的 
了 . 总 之 ,电场 是 从 电荷 沿 径 向 发 出 的 ,正如 一 个 静止 电荷 的 
场 那样 . 当然 ,这 个 场 并 非 完全 与 静止 电荷 的 场 相 同 , 那 全 是 


由 于 附加 因子 (1 一 妇 ) 所 致 .但 是 我 们 还 可 以 证 明 一 件 相当 有 趣 的 事情 . 要 是 你 用 一 个 特殊 
的 坐标 系 一 一 其 中 z 轴 被 压缩 了 一 个 因子 V1 一 到 一 一 来 画 出 库仑 场 , 则 你 正好 会 得 到 这 


个 差别 . 如 果 你 这 样 做 , 则 场 线 就 将 在 该 电荷 前 后 散 
开 ,而 在 侧 向 周围 将 被 压缩 在 一 起 ,如 图 26-4 所 示 . 
如 果 将 五 的 强度 同 场 线 密 度 按照 惯常 的 办 法 互 
相 联系 起 来 , 则 可 以 看 到 ,在 侧 向 的 场 较 强 ,而 前 后 的 
场 较 弱 , 恰 如 那 些 方程 所 指出 的 . 首先 , 若 在 垂直 于 运 
动 路 线 的 方向 上 观察 场 强 ,也 就 是 说 ,在 (zx 一 vi) = 0 
的 地 方 ,从 电荷 至 场 点 的 距离 为 V 开 二 到, 则 这 里 总 
场 强 就 是 VE 十 瑟 , 即 
1 
E= mA FE (26. 10) 
场 与 距离 的 平方 成 反比 一 一 很 像 库仑 场 ,所 不 同 的 是 
被 一 个 恒 大 于 1 的 恒定 附加 因子 /Vi 一 vw 所 增强 . 
因此 ,在 运动 电荷 的 侧 向 ,电场 比 从 库仑 定律 所 得 到 
的 要 强 . 实际 上 , 侧 向 场 比 库仑 场 增 大 的 倍数 刚好 等 


于 该 粒子 的 能 量 与 其 静 质 量 的 比 . 
在 电荷 的 前 面 (与 后 面 ),y 和 z 都 是 零 ,因而 
Es=E, = 41=v). (26. 11) 


4reo (xO— vi)’ 


场 义 与 离开 电荷 距离 的 平方 成 反比 ,但 现在 却 被 减弱 


E 
(a) v=0 
E 
Pe 
(b) y=0.9c : 
1 


图 26-4 一 个 以 匀速 w= 0.9c 运动 的 
电荷 的 电场 [图 (b)], 与 一 静止 电荷 的 
电场 [图 (a)] 比 较 


第 26 章 场 的 洛 伦 效 变 换 357 


了 一 个 因子 (1 一 双 ), 这 与 场 线 的 图 景 相符 . 如 果 wc 是 一 个 小 量 , 则 刀 /e? 更 小 ,因而 
(1 一 妇 ) 这 一 因子 的 影响 就 很 小 ,我 们 便 回 到 库仑 定律 上 来 . 但 如 果 粒 子 的 运动 速度 十 分 接 
近 于 光速 , 则 在 前 后 方向 上 的 场 将 会 大 大 削弱 ,而 在 侧 向 的 场 将 大 大 增强 . 

关于 运动 电荷 电场 的 上 述 结果 可 以 这 样 来 表示 :假定 你 把 一 个 静止 电荷 的 场 线 描绘 在 
一 张 纸 上 ,然后 使 这 幅 图 画 以 速率 行进. 当然 ,此 时 整 幅 图 画 会 受到 洛 伦 兹 收缩 ,也 就 是 
说 ,在 纸 面 上 的 那些 碳 粒 会 出 现在 不 同 地 方 . 令 人 惊异 的 是 , 当 该 页 纸 在 你 旁边 飞 过 时 ,你 所 
看 到 的 图 画 仍 然 代 表 该 点 电荷 的 场 线 . 这 一 收缩 会 把 那些 场 线 在 侧 向 上 互相 挤 紧 ,而 在 前 后 
方向 则 彼此 散 开 ,刚好 按照 适当 方式 给 出 正确 的 线 密 度 . 我 们 曾 强调 过 , 场 线 是 不 真实 的 ,只 
不 过 是 一 种 表示 场 的 方式 . 然而 ,这 里 场 线 却 几乎 像 是 真实 的 了 . 在 这 种 特殊 情况 下 ,如 果 你 
错误 地 认为 场 线 是 由 于 某 种 原因 真实 地 存在 于 空间 里 的 ,并 对 之 作 了 变换 ,你 就 获得 了 正确 
的 场 . 然而 ,这 也 丝毫 不 会 使 场 线 更 加 真实 . 你 必须 提醒 你 自己 场 线 并 不 是 真实 的 ,你 所 应 该 
做 的 事情 就 是 去 考虑 由 电荷 和 磁铁 一 起 产生 的 电场 . 当 磁铁 运动 时 ,新 的 电场 被 产生 ,从 而 
破坏 了 美丽 图 景 . 因此 ,这 一 收缩 图 像 的 巧妙 构思 并 非 普 遍 有 效 . 然而 ,对 于 记 住 来 自 一 个 快 
速 运动 电荷 的 场 像 什么 样子 , 它 是 一 种 方便 手段 . 

磁场 就 是 vX E [根据 式 (26. 9)]. 如 果 你 把 速度 矢量 
又 乘 一 个 径 向 的 EE 场 ,你 便 会 得 到 一 个 环绕 着 运动 路 线 的 2 
B, 如 图 26-5 所 示 . 如 果 把 那些 < 都 放 回去 , 则 你 将 看 到 , 它 
与 过 去 处 理 低速 电荷 时 所 得 的 结果 相同 . 为 了 看 清 应 该 在 
哪里 放 进 c, 一 个 好 办 法 是 回 过 去 参考 力 的 定律 : 

F=a(E+vXB). 


你 看 到 速度 乘 上 磁场 才 具 有 与 电场 相同 的 量 纲 . 因此 , 式 
(26. 9) 的 右边 就 应 该 有 一 个 因子 lvec2 ; 


图 26-5 在 一 运动 电荷 附近 的 磁 
场 为 vXE( 试 与 图 26-4 比较 ) 


B= 和 (26. 12) 
对 于 一 个 低速 运动 电荷 (v < c) 来 说 ,我 们 可 取 库 仑 场 作为 E, 这 时 
三 区 2 (26. 13) 


drneoc r 


(a) 


图 26-6 两 个 运动 电荷 之 间 的 作用 力 并 
不 总 是 相等 而 相反 . 看 来 “作用 "不 等 于 
“反作用 ” 


上 式 完全 相当 于 曾 在 $14-7 中 得 到 的 关于 电流 的 磁 
场 方程 式 . 

我 们 愿意 顺便 指出 某 一 种 你 会 感 兴趣 而 加 以 思 
考 的 东西 (以 后 还 将 会 回来 再 次 进行 讨论 ). 试想 象 
两 电子 具有 互 成 直角 的 速度 ,使 得 其 中 一 个 将 横 穿 
过 另 一 个 的 路 径 ,但 却 在 其 前 面 , 从 而 彼此 不 会 发 生 
碰撞 . 在 某 一 时 刻 , 它 们 的 相对 位 置 将 如 图 26-6(a) 
所 示 . 现在 试 考察 由 g 作用 于 g, 上 的 力 以 及 相反 铺 
况 .作用 于 g; 上 的 只 有 来 自 & 的 电力 ,因为 w% 在 沿 
其 运动 路 线 上 不 会 造成 磁场 . 然而 ,作用 于 wm% 上 的 
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除了 那个 电力 外 , 却 还 有 磁力 ,因为 g 正在 gq 所 造成 的 B 场 中 运动 . 这 些 力 如 图 26-6(b) 
所 示 . 作用 于 9 与 9 上 的 电力 彼此 大 小 相等 方向 相反 . 然而 , 却 有 一 侧 向 ( 磁 ) 力 作用 于 
gq! ,而 没有 侧 向 力作 用 于 g 上 . 是 否 作用 不 等 于 反作用 呢 ? 我 们 想 把 这 一 问题 留 给 你 
们 去 思索 . 


$ 26-3 场 的 相对 论 变换 


在 上 一 节 中 我 们 从 经 过 变换 后 的 势 算 出 了 电场 和 磁场 . 当然 , 场 很 重要 ,不 管 以 前 的 论 
证 曾经 给 出 势 具有 物理 意义 及 其 真实 性 . 场 毕竟 也 是 真实 的 . 对 于 许多 目的 来 说 ,如 果 你 已 
经 知道 了 在 某 个 “静止 系统 中 的 场 , 而 又 有 办 法 去 算出 在 运动 系统 中 的 场 , 那 是 很 方便 的 . 
我 们 已 有 了 关于 和 A 的 变换 规律 ,因为 A, 是 一 个 四 维 矢 量 . 现在 希望 弄 清 楚 E 和 B 的 变 
换 律 .已 知 在 一 个 参照 系 中 的 E 和 B ,在 另 一 个 从 旁边 跑 过 的 参照 系 中 它们 看 来 会 像 些 什么 
呢 ? 那 该 是 一 个 便于 得 到 的 变换 式 . 本 来 我 们 始终 可 以 通过 势 而 再 算出 场 的 ,但 如 果 能 直接 
将 场 变 换 , 有 时 仍 插 有 用 . 现在 会 看 到 那 是 怎样 进行 的 . 
如 何 能 找到 场 的 变换 规律 呢 ? 我 们 已 知道 & 和 4 的 变换 规律 ,并 已 懂得 了 场 是 如 何 由 
$ 和 A 给 出 的 一 一 要 找 出 B 和 EE 的 变换 式 就 应 该 是 容易 的 了 (你 也 许 会 想到 ,对 于 每 个 矢 
量 就 可 能 有 某 种 会 使 之 成 为 四 维 矢量 的 东西 ,因而 对 于 E 来 说 ,就 一 定 有 另 一 种 可 用 来 作 
为 其 第 四 分 量 的 东西 ,而 对 于 B 也 是 如 此 .但 事实 却 并 非 这 样 ,与 你 所 指望 的 很 不 相同 ). 作 
为 开始 ,让 我 们 仅仅 考虑 磁场 B, 那 当然 就 是 VX A. 现在 知道 ,具有 x,，y, z 各 分 量 的 矢 势 
只 是 某 种 东西 的 一 部 分 ,此 外 还 有 一 个 上 分量, 而 且 也 知道 ,对 于 像 了 的 微 商 ,除了 xz，y，z 
各 部 分 外 ,也 还 有 对 于 上 的 微 商 . 因此 ,让 我 们 试 算出 若 把 “y" 代 以 “2" ,或 把 *z" 代 以 “2", 或 
如 此 这 般 , 则 会 发 生 什么 . 
首先 ,注意 当 把 VX 4 的 各 分 量 写 出 时 ,其 中 各 项 的 形式 是 
_ah aa Bp 2h: ah Bp ah 
四 9y d+ dz dx 9 并 9y”“ 
z 分 量 等 于 仅 含有 y 与 = 分 量 的 对 偶 项 . 假设 把 这 个 微 商 与 分 其 的 结合 体 称 为 “zy 事件 "， 
并 给 它 一 个 速写 名 字 下。 .我 们 的 意思 只 是 
= 24: _94, 
到 ay gz 
同样 ,B, 等 于 这 同类 “事件 ", 但 这 回 它 却 是 “zz 事件 "了 . 而 B. 当然 就 是 相应 的 “yz 事件 ”. 
于 是 便 有 


(26. 14) 


(26. 15) 


B,=R,B,= EE,B.= Ek,. (26. 16) 
现在 , 若 我 们 也 试图 编造 出 一 些 像 ,和 所 . 那样 的 “1" 型 事件 (由 于 自然 界 在 x,，y, z 和 
方面 应 该 是 美好 而 对 称 的 ), 则 会 有 什么 情况 发 生 呢 ? 例 如 ,FF. 是 什么 ?当然 , 它 就 是 
3A, _ 3A. 
az a 


但 要 记 住 A, 三 $, 因而 它 也 等 于 
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dg 39A, 


oz 9 
对 此 你 以 前 就 已 见 过 . 它 是 E 的 xz 分 量 . 噢 ,几乎 成 了 一 一 还 有 符号 错误 . 但 我 们 忘记 了 在 


四 维 梯度 中 对 上 微 商 与 对 zx，y, z 的 微 商 带 有 相反 符号 . 因此 ,实际 上 我 们 应 该 取 下 式 作 为 
下 :更 加 一 致 的 推广 : 


9A, | 9A, 
Fe = za (26. 17) 
这 样 , 它 严 格 等 于 一 E;. 也 可 尝试 算出 玉 , 和 下, ,我 们 发 现 这 三 种 可 能 事件 给 出 
kK 一 一 区 E, 一 一 正 ,， 有 Sn BE. (26. 18) 


如 果 两 个 下 脚 标 都 是 1, 又 将 出 现 什 么 情况 呢 ? 或 者 ,对 于 此 事 来 说 , 若 两 者 都 是 zx 呢 ? 
我 们 会 得 到 像 如 下 的 事件 : 


aA，_aA， 
F 本 

aA。 34。 

和 le 


即 这 些 都 不 外 给 出 符 值 . 
于 是 ,就 有 六 个 这 种 下 事件 .还 有 六 个 你 可 以 通过 倒转 下 标 而 得 的 ,但 它们 实际 上 不 会 
给 出 任何 新 的 事件 ,因为 
F, =— bE, 


等 等 .所 以 ,从 四 个 下 标 取 对 的 十 六 种 可 能 组 合 中 , 仅 得 到 六 个 不 同 的 物理 客体 ,而 它们 就 是 
B 和 EE 的 分 量 ， 
为 了 表示 出 下 的 一 般 项 ,我 们 将 采用 普遍 的 下 肢 标 y 和 vw, 其 中 每 一 个 各 代表 0.1、.2 或 
3 一 一 在 通常 的 四 维 矢量 符号 表示 法 中 指 1, x+, y 和 z. 而 且 ,一 切 都 符合 四 维 矢 量 符 号 表示 
法 ,只 要 对 及 作 出 如 下 的 定义 ; 
F, = VA, — VA,, (26. 19) 


请 记 住 w = (3/9i, 一 93/97x, 一 9/9y, 一 9/9z) 和 A, = ($, A;, A,, A.). 

我 们 已 得 到 的 是 :在 自然 界 中 有 六 个 合成 整体 的 量 一 一 它们 是 同一 件 事 件 的 不 同方 面 . 电 
场 和 磁场 ,在 低速 运动 世界 里 (那里 不 需 担 心 光速 ) 被 认为 是 彼此 分 开 的 矢量 ,而 在 四 维 空间 里 
却 并 不 是 矢量 . 它们 是 一 种 新 “事件 "的 各 部 分 . 物理 “ 场 "实际 上 是 那 具有 六 个 分 量 的 客体 F. 
这 就 是 我 们 必须 把 它 作 为 相对 论 来 考虑 的 方法 . 现在 把 有 关 F, 的 结果 概括 在 表 26-1 中 . 

你 看 到 我 们 这 里 所 做 的 就 是 推广 叉 积 . 要 从 旋 
度 的 运算 及 旋 度 的 变换 性 质 与 两 矢量 一 一 通常 的 
三 维 矢量 4 和 已 知道 其 行为 也 像 一 矢量 的 梯度 算 
符 的 变换 性 质 相 同 这 一 事实 出 发 . 考察 一 下 在 
三 维 中 的 一 个 普通 叉 积 ,比如 一 个 粒子 的 角 动 量 . 
当 一 物体 在 一 平面 内 运动 时 ，(zuy 一 yv,;) 这 个 量 
是 重要 的 . 对 于 在 三 维 中 的 运动 , 则 有 三 个 这 样 的 


表 26-1 下 ,的 各 分 量 
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重要 量 , 称 之 为 角 动 量 : 
了 Lv 三 mm(ZVy 一 yz)，Lr = m(yv: 一 zy)，Ls 一 7M(zvr 一 ZUr)， 


然后 (尽管 你 现在 可 能 已 经 忘记 了 ) ,我 们 曾 在 第 1 卷 第 20 章 中 发 现 这 样 的 奇迹 , 即 这 三 
个 量 可 以 与 矢量 的 分 量 等 同 起 来 . 为 达到 此 目的 ,我 们 曾 不 得 不 用 右手 惯例 来 建立 一 个 
人 为 法 则 . 那 只 不 过 是 幸运 . 它 之 所 以 是 幸运 ,因为 L; (i 和 j 各 可 等 于 zx, y 或 z) 是 一 个 
反对 称 的 事件 : 

L; =—L;, L: = 0. 


在 九 个 可 能 的 量 中 ,只 有 三 个 独立 的 值 . 而 碰巧 当 你 改变 坐标 系 时 ,这 三 个 事件 按 与 一 矢量 
的 分 量 完全 相同 的 方式 变换 . 

相同 的 事件 允许 我 们 把 一 个 面积 元 表示 成 矢量 . 一 个 面积 元 有 两 部 分 一 比如 说 dz 
和 dy 一 一 这 我 们 可 用 一 个 垂直 于 该 面积 的 矢量 da 来 表达 . 但 我 们 不 能 在 四 维 中 这 样 做 . 垂 
直 于 dzdy 的 是 个 什么 呢 ? 它 到 底 沿 = 方向 还 是 沿 上 方向 ? 

总 之 ,对 于 三 维 而 言 碰巧 在 取 了 像 L; 那样 的 两 矢量 的 组 合 之 后 ,你 又 可 把 它 用 另 一 个 
矢量 来 表达 ,因为 刚好 有 三 项 碰巧 会 像 一 个 矢量 的 分 量 那样 变换 . 但 在 四 维 中 , 那 显然 是 不 
可 能 的 ,因为 存在 六 个 独立 的 项 ,而 你 不 可 能 用 四 个 事件 来 代表 六 个 事件 . 

即使 在 三 维 中 ,很 可 能 存在 不 能 用 矢量 来 表示 的 两 个 矢量 的 组 合 . 假设 任意 取 两 矢量 
4 二 (a:, Qay, 4a:) 和 4b 二 (5:, 6b,, 6b:), 并 构成 各 种 可 能 的 分 量 组 合 , 像 a.6;, ax， 等 等 . 则 应 
该 有 九 个 可 能 的 最 : 


1 
Bs bys i 
abes aibys wbiss 
我 们 也 许可 以 叫 这 些 量 为 T;. 
如 果 现 在 来 到 一 个 转动 (比如 说 绕 z 轴 转 动 ) 的 坐标 系 中 ,a 和 b 的 各 分 量 就 会 改变 . 在 
这 一 新 参照 系 中 ,比如 ax 由 下 式 代替 : 


a< 一 a-cosb 十 avsin 0， 
而 5b, 则 由 下 式 代 替 : 
b, 一 bcosb 一 bsin0. 
对 于 其 他 各 分 量 也 与 此 相仿 . 当然 ,由 我 们 所 发 明 的 乘积 Ty 的 九 个 分 量 也 全 都 改变 了 . 例 
如 ,T。 = a-6， 就 变 成 
Ts = axby(cos?b) 一 axbz(cos Osin 0) + a,b, (sin gcos 0) — a,b, (sin’0) 
或 To = Tcos’0— Ts cos 0sin 0+ T,, sin bcos 0 — T, sin?6. 
T, 的 每 一 分 量 就 是 T; 的 诸 分 量 的 一 个 线性 组 合 . 
因此 发 现 ,不 仅 可 能 有 像 eXz 的 那 种 “ 矢 积 ", 它 具有 像 矢 量 那样 变换 的 三 个 分 最 ,而 且 
也 能 够 人 为 地 造成 两 矢量 的 另 一 种 “乘积 "Ti , 它 有 九 个 分 量 , 在 转动 之 下 ,它们 按 我 们 能 够 
计算 出 来 的 一 组 复杂 法 则 而 变换 . 这 种 要 有 两 个 下 标 、 而 不 是 单一 下 标 才能 加 以 描述 的 事 
件 , 叫 作 张 晤 . 这 是 一 个 “二 阶 " 张 量 ,因为 你 也 可 以 用 三 个 矢量 来 做 这 一 游戏 ,从 而 获得 一 个 
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三 阶 张 最 一 一 或 用 四 个 矢量 而 获得 一 个 四 阶 张 量 ,如 此 等 等 . 一 阶 张 量 就 是 矢量 . 

所 有 这 一 切 的 要 点 在 于 ,电磁 量 已 .也 是 一 个 二 阶 张 量 , 因 为 它 带 有 隔 个 下 标 . 然而 , 它 
是 一 个 四 维 中 的 张 量 . 它 按 一 种 即将 算出 来 的 独特 方式 变换 一 一 恰恰 是 矢量 积 的 变换 方式 . 
对 于 F, ,如 果 你 改变 两 下 标的 前 后 次 序 , 则 FF 碰巧 会 改变 符号 , 那 是 一 种 特殊 情况 一 一 它 
是 一 个 反对 称 张 景 . 所 以 我 们 说 ,电场 和 磁场 是 四 维 中 一 个 黄 阶 反对 称 张 量 的 两 部 分 ， 

你 们 已 经 走 过 很 长 的 路 程 ,是 否 还 记 起 好 久 以 前 我 们 对 速度 下 定义 的 时 候 ? 现在 正在 
谈论 “四 维 中 一 个 二 阶 反对 称 张 最 ”. 

眼前 ,我 们 得 求 出 关于 F, 的 变换 规律 . 这 完全 不 难 做 到 ,只 是 有 点 麻烦 唉 了 . 无 需 动脑 
筋 ,但 要 做 不 少 工作 . 我 们 所 需要 的 是 关于 Vih, 一 VvA, 的 洛 伦 效 变 换 . 由 于 Vi 不 过 是 矢量 
的 特殊 情况 ,所 以 我 们 将 处 理 普遍 的 反对 称 矢量 组 合式 ,可 称 为 G,: 


Co 一 ab, 一 ab (26. 20) 


(对 于 我 们 的 目的 来 说 ,av 最 终 将 由 V* 代替 而 5b, 由 A, 代替 ). av 和 6, 的 各 分 量 分 别 按照 洛 
伦 兹 公式 变换 ,它们 是 


了 4 2 Q: ™— UaQr pb’ ee b,— vb, 
i—v ' V1—v 

7 Qr 一 Ta /7 b,— b, 

as = ,太一 2 ， (26. 21) 
l1—v l=w 


现在 来 变换 G, 的 分 量 . 要 从 G,: 开 始 : 


(和 ) (= p= 


Vi—v V1l—v Vi—v Vl—v 
但 这 恰好 就 是 Cu ,因而 有 这 么 一 个 简单 结果 : 
Ga = Gu 
我 们 将 再 多 做 一 个 . 
G’ = Lv ， b,—vh _ (ab,—ab)—v(ab, — a,b.) 
1 二 态 、” ”Vi 一 三 V1i—vw . 
因而 得 到 = 旺 三 守 9， 
全 Vi—v 
当然 按 相同 的 方法 可 得 
人 一 Ge VC- 
V1l—v 


剩 下 的 将 怎样 做 就 很 清楚 了 . 让 我 们 对 所 有 这 六 项 都 制 成 一 表 , 不 过 此 刻 也 可 用 F, 来 写 出 
罢了 : 
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FE, 一 ?区 
Ra = 下 一 二 一 一 过 ， 
Es V1l—vw 
下 一 人 三 
Fo 一 三 这， Fr 一 已 ， (26. 22) 
一 了 
天 = 至 一 区 已 = EE 
1—v 1—v 


当然 ,仍旧 有 Fw = 一 F 和 Fw = 0. 

所 以 我 们 得 到 了 电场 和 磁场 的 变换 式 . 我 们 所 必须 做 的 一 切 就 是 去 但 表 26-1 以 找 出 在 用 
FF 的 漂亮 的 符号 表示 法 中 改 用 E 和 B 时 意味 着 什么 . 那 不 过 是 如 何 代入 的 问题 . 为 了 使 你 
能 够 清楚 在 通常 的 符号 中 看 上 去 如 何 , 我 们 将 在 表 26-2 中 重新 写 出 关于 场 分 量 的 变换 式 . 


表 26-2 电场 和 磁场 的 治 伦 兹 变换 (c 一 1) 表 26-3 场 变 换 的 另 一 种 形式 (c = 1) 


表 26-2 中 的 那些 式 子 告诉 我 们 :如 果 从 一 个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 ,E 和 B 将 怎样 变 
化 . 若 已 知道 在 一 个 系 中 的 EE 和 B, 则 可 求 得 在 其 旁边 以 速率 wv 运动 的 另 一 个 参照 系 中 它们 
会 变 成 什么 . 

如 果 注 意 到 ,由 于 wv 是 在 zx 方向 上 ,因而 所 有 含有 wv 的 项 就 都 是 叉 积 vxXE 和 vXB 的 
分 量 ,那么 便 能 把 这 些 式 子 写成 一 种 更 易于 记忆 的 形式 . 因此 ,可 以 重新 将 那些 变换 式 写 
成 如 表 26-3 所 示 的 形式 . 这 样 就 较 易 于 记 住 哪个 分 量 在 哪里 . 事实 上 ,这 种 变换 式 甚至 
还 可 以 写 得 更 加 简单 . 只 要 把 沿 x 轴 的 场 分 量 定 义 为 “平行 "分 量 Ei 和 Bi (因为 它们 都 
平行 于 S 与 S' 间 的 相对 速度 ) ,而 把 总 横 分 其 一 一 y 和 xz 两 分 量 的 矢量 和 一 一 定义 为 “ 正 
交 分 量 E, 和 B, ,就 得 到 表 26-4 中 的 那些 式 子 (我 们 已 把 c 放 回去 了 ,使 得 以 后 要 回 过 
来 参考 时 更 为 方便 ). 


表 26-4 忆 和 BB 的 洛 伦 北 变 换 的 又 一 种 形式 


E' =E| 


(Et+vXB), 


Vl—v/e? 


E': 


图 26-7 坐标 系 S' 正 在 穿 过 一 个 静电 场 而 运动 


这 些 场 变 换 式 为 我 们 提供 求解 某 些 曾经 解 过 的 问题 一 一 比如 求 运 动 点 电荷 的 场 一 一 的 
男 一 种 方法 . 我 们 以 前 就 曾 通 过 对 势 取 微 商 而 算出 了 场 ,但 现在 有 可 能 通过 变换 库仑 场 而 做 
到 这 一 点 了 . 若 有 一 个 在 S 参 照 系 中 静止 的 点 电荷 , 则 那里 只 有 简单 的 径 向 场 . 在 S' 参 照 系 
中 ,将 会 看 到 一 个 以 速度 " 运动 着 的 点 电荷 ,如 果 S' 参 照 系 是 以 速率 v = 一 经 过 S 参照 系 
的 话 . 我 们 将 让 你 们 证 明 , 表 26-3 和 26-4 中 的 变换 会 给 出 与 我 们 在 $26-2 中 曾经 得 到 的 
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电场 和 磁场 相同 . 

如 果 我 们 运动 并 经 过 任何 固定 的 电荷 系统 , 则 对 于 我 们 所 能 看 到 的 事件 表 26-2 中 的 变 
换 式 会 提供 一 个 有 趣 而 又 简单 的 答案 . 例如 ,假定 要 知道 在 我 们 的 S 参照 系 中 的 场 , 倘若 我 
们 正在 如 图 26-7 所 示 的 那个 电容 器 两 板 之 间 运 动 着 (当然 ,如 果 说 一 个 充电 电容 器 运动 着 
经 过 我 们 ,情况 也 一 样 ) ,我 们 看 到 了 什么 呢 ? 在 这 种 情况 下 变换 是 轻而易举 的 ,因为 在 原来 
的 系统 中 ,B 场 为 零 . 首先 ,假定 我 们 的 运动 是 垂直 于 忆 的 , 则 将 看 到 一 个 仍然 是 完全 横向 
的 E' = E/V1 一 .此 外 ,我 们 还 将 看 到 磁场 B = 一 vXE’/c? (在 关于 B' 的 表 式 中 Vi 一 vw 
不 会 出 现 , 因 为 我 们 是 用 E 而 非 用 EE 米 写 出 的 ,但 那 是 同一 回 事 ). 因此 , 当 我 们 垂直 于 一 静 
电场 而 运动 时 ,就 会 看 到 一 个 被 增强 了 的 E 和 一 个 附加 的 横向 B. 如 果 我 们 的 运动 并 不 垂直 
于 EE, 则 可 将 E 分 成 El 和 EE 两 部 分 . 该 平行 部 分 不 会 改变 , 即 E14 = Es ,而 其 垂直 部 分 则 
恰 如 刚 才 所 述 的 那样 变化 . 

现在 要 来 考虑 相反 的 情况 ,并 设想 我 们 正在 穿 过 一 个 纯 静 磁场 而 运动 . 这 次 会 看 到 电场 
E', 它 等 于 vX B', 以 及 改变 了 一 个 因子 /V1 一 如 /er 的 磁场 (假定 它 是 横向 的 ). 只 要 v 比 
c 小 很 多 ,就 可 以 忽略 磁场 中 的 变化 ,而 主要 效应 则 是 出 现 一 个 电场 . 作为 这 一 效应 的 一 个 
例子 , 试 考虑 测定 飞机 航速 这 个 著名 问题 .目前 这 已 经 不 再 是 著名 的 了 ,因为 可 以 利用 雷达 
从 地 面 的 反射 波 来 测定 空气 的 速率 ,但 多 年 来 在 还 劣 气候 中 找 出 飞机 的 速率 一 直 是 困难 的 . 
你 不 能 见 到 地 面 , 且 又 不 知道 哪个 方向 向 上 ,等 等 ,但 要 去 弄 清楚 相对 于 地 面 你 正在 动 得 多 
快 ,仍然 是 十 分 重要 的 . 见 不 到 地 面 如 何 能 做 到 这 一 点 呢 ? 许多 懂得 那些 变换 式 的 人 们 曾经 
琢磨 过 这 种 想法 , 即 利 用 飞机 在 地 球 磁场 中 运动 这 一 事实 . 假定 飞机 飞 过 的 地 方 磁场 大 体 上 
已 经 知道 . 让 我 们 仅仅 考虑 磁场 取 垂 直方 向 的 简单 情况 . 要 是 我 们 正在 以 一 水 平 速 度 v 飞 过 
它 , 则 按照 公式 ,就 会 看 到 等 于 vXB 的 电场 ,也 就 是 说 ,这 电场 垂直 于 飞行 方向 . 假如 安装 一 
根 被 绝缘 的 导线 横 穿 过 机 身 , 则 这 个 电场 便 会 在 导线 两 端 感 生 电荷 . 这 并 不 是 任何 新 的 东 
西 . 从 地 面 上 某 些 人 的 观点 来 看 ,我 们 正在 移动 一 根 导线 横 穿 磁场 ,因而 "X 有 的 力 就 会 引起 
电荷 流向 导线 两 端 . 那些 变换 式 不 过 是 用 另 一 种 方式 道 出 了 同一 件 事 情 (我 们 能 够 以 不 只 一 
种 方法 谈论 同一 件 事情 这 个 事实 ,并 不 意味 某 种 方法 比 其 他 方法 好 . 现在 已 有 那么 多 的 不 同 
方法 和 工具 ,以 致 我 们 经 常 能 够 用 65 种 不 同方 法 获得 相同 的 结果 ). 

所 以 为 了 测 得 wv, 我 们 必须 做 的 一 切 就 是 去 测量 该 导线 两 端 间 的 电压 . 我们 不 能 用 一 
个 伏特 计 来 做 这 件 事 ,因为 同样 的 场 也 将 作用 于 伏特 计 的 导线 上 ,但 总 会 有 测量 这 种 场 
的 一 些 方法 . 当 我 们 在 第 9 章 中 讨论 大 气 电 时 就 曾 谈 及 某 些 方法 .所 以 应 该 有 可 能 测 出 
飞机 的 航速 。 

然而 ,这 一 重要 问题 却 从 未 用 这 种 方式 解决 过 . 原因 是 ,这 样 产生 的 电场 约 为 每 米 几 毫 
伏 的 数量 级 . 这 样 的 场 本 来 是 可 以 测 出 的 ,可 是 困难 却 在 于 ,可 惜 这 些 场 不 能 与 其 他 电场 做 
任何 区 别 . 由 穿 过 磁场 中 运动 所 产生 的 场 与 从 另 一 种 原因 ,比如 与 在 空气 中 或 云雾 上 的 静电 
荷 所 已 经 存在 于 空气 中 的 某 些 电场 ,不 能 区 分 开 来 .我 们 曾 在 第 9 章 中 描述 过 在 地 球 表面 上 
空 存在 着 强度 约 为 100 Vm- 的 典型 电场 . 但 它们 很 不 规则 . 因而 当 飞 机 在 室 中 飞 过 时 , 它 会 
看 到 比 起 那 由 vXB 项 所 产生 的 微小 场 还 要 强大 得 多 的 大 气 电 场 的 起 伏 ,而 结果 是 由 二 实际 
原因 不 能 凭 飞机 穿 过 地 球 磁场 中 的 运动 来 测定 它 的 航速 . 
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$ 26-4 用 相对 论 符号 表示 的 运动 方程 


由 麦克 斯 韦 方 程 组 求 电 场 和 磁场 没有 很 大 好 处 ,除非 我 们 知道 如 果 有 场 它们 将 干 些 什 
么 . 你 可 能 记得 , 场 对 于 求 得 作用 于 电荷 上 的 力 是 需要 的 ,而 这 些 力 则 确定 了 该 电荷 的 运动 . 
因此 ,电动 力学 理论 的 一 部 分 当然 就 是 关于 电荷 运动 与 力 的 关系 . 

对 于 处 在 E 和 B 场 中 的 单独 电荷 , 它 所 受 的 力 为 

F= gq(E+rvX 8B). (26. 23) 
对 于 低速 情况 来 说 ,这 个 力 等 于 质量 乘 以 加 速度 ,但 对 于 任何 速度 的 情况 正确 的 规律 则 是 力 
等 于 dp/dt. 写 出 p = mow VI 二 76 后 ,就 求 得 了 在 相对 论 上 正确 的 运动 方程 
L(A)= r= EtrxB). (26. 24) 

现在 ,希望 从 相对 论 的 观点 来 讨论 这 个 方程 . 既然 已 经 把 麦克 斯 韦 方程 组 表达 成 相对 论 
形式 了 ,去 看 看 在 相对 论 形式 下 运动 方程 会 像 什 么 样子 该 是 多 么 有 趣 . 就 让 我 们 来 看 看 ,能 
否 将 这 个 方程 重新 用 四 维 矢量 符号 写 出 来 . 

我 们 知道 ,动量 是 四 维 矢 量 p, 中 的 一 部 分 ,而 其 时 间 分 量 则 为 能 量 moc:/V1 一 v/e. 
因此 我 们 也 许 会 想到 ,要 用 dp,/di 来 代替 式 (26. 24) 的 左边 . 于 是 ,只 需 找 出 属于 下 的 第 四 
个 分 量 . 这 第 四 个 分 量 应 该 等 于 能 量 的 变化 率 , 或 者 是 做 功 的 功率 , 亦 即 .vyv. 于 是 我 们 希 
望 将 式 (26. 24) 的 右边 写成 一 个 像 (F .vy, F,, F,, F,) 那样 的 四 维 矢量 , 可 是 这 并 不 会 构成 
四 维 矢 量 . 

一 个 四 维 矢 量 的 时 间 微 商 不 再 是 一 个 四 维 矢 量 ,因为 d/dt 要 求 选 定 某 个 用 来 测量 : 的 
特殊 参照 系 , 我 们 以 前 在 试图 使 "成 为 一 个 四 维 矢 量 时 ,就 曾 碰 到 过 这 样 的 麻烦 . 当时 我 们 
的 第 一 个 猜测 是 ,其 时 间 分 量 一 定 是 cdtdt = c. 但 这 些 量 

(*, 衬 , 党， 学)}= (ec ») (26. 25) 
却 不 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 . 我 们 曾经 发 现 ,通过 对 每 个 分 量 乘 以 /VI 一 Vc, 则 它们 可 
以 被 改造 成 一 个 四 维和 撩 量 .“ 四 维 速度 ”wu, 就 是 这 么 一 个 四 维 矢 量 : 


C 也 
“(A mE) 9 
所 以 似乎 是 这 样 若 我 们 希望 那些 微 商会 造成 四 维 矢量 , 则 秘诀 在 于 对 d/dt 乘 以 
/Vi— w/e, 
于 是 ,我 们 的 第 二 个 猜测 是 : 


(pe) (26. 27) 


* 在 这 一 节 中 我 们 将 放 回 所 有 的 <. 
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应 该 是 一 个 四 维 矢量 . 但 ”究竟 是 什么 ? 它 是 粒子 的 速度 ,而 并 非 坐 标 系 的 速度 ! 那么 ,由 
下 式 定 义 的 量 f, 


F.y F 
fo = (用 ’ ViI— w/e ) SW 


就 是 力 在 四 维 中 的 推广 ,我 们 可 叫 它 为 “四 维 力 ”. 它 的 确 是 一 个 四 维 矢量 ,其 空间 分 县 并 非 
F 的 分 量 , 而 是 F/V1 一 /er 的 分 量 . 

问题 在 于 为 什么 f, 是 一 个 四 维 矢量 呢 ? 对 因子 1 V1 一 w/e 稍微 有 点 理解 对 这 个 问 
题 应 该 是 不 错 的 . 由 于 现在 它 已 被 提 到 过 两 次 ,所 以 现在 是 弄 清楚 为 什么 总 可 以 用 相同 
的 因子 来 确定 的 时 候 了 . 答案 如 下 : 当 我 们 就 某 个 函数 x 对 时 间 取 微 商 时 ,是 在 自 变 量 : 的 
一 个 小 间隔 Az 中 计算 z 的 增 量 Ax. 但 在 另 一 个 参照 系 上 ,这 间隔 A: 或 许 会 相当 于 在 1 和 
x" 两 个 方面 的 变化 ,因而 如 果 我 们 仅 改变 , 则 在 z 中 的 变化 便 将 不 同 了 . 对 于 微 商 来 说 ,我 
们 必须 求 出 作为 时 空 “ 间 隔 ” 量 度 的 变量 ,这 样 才 会 在 -一切 坐标 系 中 都 相同 . 当 我 们 对 那样 的 
间隔 取 为 As 时 , 则 它 对 所 有 的 坐标 系 都 会 是 相同 的 . 当 一 粒子 在 四 维 空间 中 “运动 "时 ,会 有 
At, Ax, Ay 及 Az 的 变化 . 我 们 能 否 用 它们 来 构成 一 个 不 变 的 间隔 呢 ?” 噶 ,它们 就 是 四 维 矢 
量 z = 二 (ct, xz, y, z) 各 分 量 的 变化 ,因而 如 果 由 下 式 定义 一 个 量 As: 

(As)’ = rsArx, 一 二 (CA 一 Az: 一 Ay — Az’ )， (26. 29) 

由 于 它 是 一 个 四 维 点 积 , 则 我 们 有 一 个 用 来 量度 四 维 间隔 的 很 好 的 四 维 标量 了 . 从 As 或 其 
极限 ds ,我 们 能 够 定义 一 个 参数 := | 而 对 于 s 的 微 商 , 即 d/ds, 就 是 一 种 漂亮 的 四 维 运 
算 , 因 为 它 对 于 洛 伦 兹 变换 来 说 是 不 变 的 . 

对 一 个 运动 粒子 , 若 要 将 ds 和 di 联系 起 来 倒 很 容易 . 对 于 一 个 正在 运动 的 点 状 粒子 ， 


dz = vdi, dy = v,dt, dz = vw,di, (26. 30) 
而 
ds =V(de/c) (ce — wy) = dVi— w/e, (26. 31) 
所 以 这 算 符 和 
VI dt 


就 是 一 个 不 变 算 符 . 若 用 它 来 对 任 一 四 维 矢 量 进行 运算 , 则 可 以 得 到 另 一 个 四 维 矢量 . 例如 ， 
若 把 它 作 用 于 (ct, x,y, z) 上 ,可 获得 该 四 维 速度 zw : 


现在 我 们 明白 ,为 什么 这 个 因子 Vi 一 要 /ec 总 会 把 事情 解决 好 . 

这 个 对 洛 伦 兹 变换 不 变 的 变 最 * 是 一 个 有 用 的 物理 量 . 它 称 为 沿 粒子 路 径 的 “ 原 时 ”, 因 
为 ds 总 是 在 一 个 跟随 粒子 一 起 运动 的 参照 系 中 在 任何 特定 的 时 刻 的 一 个 时 间 间 隔 (这 时 ， 
Az 三 Ay 二 Az 二 0, 因 而 ds= di ). 和 如果 你 能 够 想象 出 某 个 “ 钟 ”, 它 的 运行 快慢 与 加 速度 无 
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关 , 那 么 这 样 一 个 伴随 着 粒子 的 钟 就 会 显示 出 时 间 :. 
现在 我 们 可 以 回 过 头 去 把 (经 过 了 爱 因 斯 坦 修 正 的 ) 牛 顿 定律 写成 简洁 形式 : 


dp 
ds = f,， (26. 32) 
其 中 万 就 是 式 (26. 28) 中 所 给 出 的 . 并 且 , 动 最 名 也 可 以 写成 
Py = mou, = mar, (26. 33) 


式 中 坐标 x, = (ct, xz, y, z), 现在 描述 粒子 的 轨道 . 最 后 ,该 四 维 符 号 表示 法 为 我 们 提供 了 
形式 十 分 简单 的 运动 方程 : | 
f, = mod 3 ， (26. 34) 
ds 
这 使 人 想起 下 = ma. 重要 的 是 要 注意 式 (26. 34) 与 下 = ma 的 不 同 ,因为 这 个 四 维 矢量 公 
式 (26. 34) 已 包含 在 相对 论 力 学 中 了 ,在 高 速 运动 中 它 不 同 于 牛顿 定律 ,也 不 像 麦 克 斯 韦 
方程 组 的 那 种 情况 ,那里 我 们 能 够 把 各 个 方程 都 重新 写成 相对 论 形式 而 完全 没有 改变 其 
意义 一 “只 不 过 是 符号 表示 法 的 改变 而 已 
现在 让 我 们 回 到 式 (26. 24) 并 看 看 怎样 才能 将 其 右边 用 四 维 矢量 符号 写 出 来 . 那 三 个 分 
量 一 一 当 各 除 以 W1 一 vc 时 一 一 就 是 f;, 的 分 量 ,因而 
E+vyxB), -dt | (26. 35) 
V1i—v/c: VT 一 这 /GE Vi—vw/e Vi—v/c J 
现在 ,我 们 必须 把 所 有 的 量 都 用 它们 的 相对 论 符号 来 表示 . 首先 , c/ Vi 一 vi/e, v,/V1 一 w/e 
以 及 v./VY1 一 w/e 分 别 是 四 维 速 度 w 的 :, > 和 z 分量. 已 和 了 的 分 量 则 是 场 的 二 阶 张 量 
下 ,的 分 最 . 当 回 到 表 26-1 中 查看 与 已 . ，B. 和 B, 相对 应 的 下 ,的 分 量 时 , 则 可 以 得 到 
f: = q(wuF, =wb,, = 
这 个 式 子 开 始 和 看 上 去 似乎 很 有 趣 . 每 项 都 有 一 个 下 脚 标 =, 那 是 合理 的 ,因为 我 们 正在 寻求 
x 分 量 嘛 . 然后 ,所 有 其 他 下 脚 标 则 是 成 对 地 出 现 :tt，yy， zz, 除 了 zz 那 一 项 不 见 以 外 . 所 
以 我 们 正好 把 它 插 进 去 ,并 写成 
为 = 9(xR — usFs — uyPy — uF ). (26. 36) 
这 并 未 改变 什么 ,因为 F, 是 反对 称 的 ,从 而 等于零 . 之 所 以 要 把 zz 项 放 进 去 就 是 为 了 
使 我 们 能 够 将 式 (26. 36) 写 成 一 个 简写 形式 
f» = qub,. (26. 37) 


这 个 式 子 与 式 (26. 36) 是 一 样 的 ,如 果 给 出 这 样 一 个 规则 , 即 每 当 任 一 个 下 脚 标 出 现 两 次 
时 (比如 这 里 的 v) ,你 就 得 自动 地 用 像 标 积 那样 的 方法 把 这 些 项 都 相 加 起 来 ,这 也 是 应 用 
相同 的 符号 惯例 . 

你 可 以 相信 , 式 (26. 37) 对 于 p= y 或 4 二 z 也 同样 适用 ,但 对 于 jp 二 4 又 是 怎么 回 事 呢 ? 
开 一 个 玩笑 ,让 我 们 来 看 看 它 讲 些 什么 


f: 
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f=.q(wbF — ub — ub — wb). 
现在 要 变 回 成 EE 和 B 的 表示 式 ,我们 得 


= = EE , 
f (0+ A Pe V1l—v/e ) (C20, 38) 
或 
洲 朗 qy*E . 
V1i—v/c 
但 根据 式 (26. 28),f, 被 认为 是 
下 。? gE+vXB).» 
V1l—v/e VI—w/e 
由 于 (vy XB) . "为 零 , 所 以 就 与 式 (26. 38) 相 同 . 因此 ,一 切 都 很 顺利 . 
概括 起 来 ,运动 方程 可 以 写成 一 个 优美 形式 : 
mg 学 = f, = qu,P,. (26. 39) 


虽然 方程 式 可 以 这 样 写 出 看 起 来 很 巧妙 ,但 这 种 形式 却 并 非特 别 有 用 . 对 于 求解 粒子 运动 的 
问题 ,应 用 原来 的 方程 式 (26. 24) 往 往 更 加 方便 ,而 那 是 我 们 将 经 常 做 的 事情 ， 
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8$27-1 局 域 守 恒 


很 明显 ,实物 的 能 量 并 不 守恒. 当 一 物体 辐射 光 时 它 就 失去 能 量 . 然而 ,这 部 分 损失 的 能 
量 可 以 用 其 他 形式 来 描述 ,比如 说 用 光 的 形式 .因此 ,要 是 没有 考虑 到 与 光 、 或 普遍 地 说 ,与 
电磁 场 联系 着 的 能 量 ,那么 能 量 守恒 的 理论 是 不 完整 的 . 我 们 现在 着 手 处 理 场 的 能 量 守恒 和 
动量 守恒 . 肯定 不 可 能 只 论述 其 中 一 个 而 不 涉及 另 一 个 ,因为 在 相对 论 中 它们 是 同一 个 四 维 
矢量 的 不 同方 面 . 

早 在 第 1 卷 中 ,就 曾 讨论 过 能 量 守恒 , 那 时 只 是 说 世界 上 的 总 能 量 恒定 不 变 . 现在 要 将 
能 量 守恒 律 的 概念 在 一 个 重要 方面 加 以 推广 一 一 在 某 些 细节 方面 说 明 能 量 是 怎样 守恒 的 . 
这 一 新 的 定律 将 说 明 : 如 果 能 最 离开 一 个 区 域 , 那 是 由 于 它 通过 该 区 域 的 边界 流出 去 的 . 这 
是 比 不 加 这 样 一 种 限制 的 能 量 守恒 要 强 一 点 的 规律 , 

为 看 清 这 一 说 法 的 含义 ,让 我 们 先 来 考察 一 下 电荷 守恒 律 是 怎样 产生 的 . 过 去 我 们 对 电 
荷 守 恒 是 这 样 描述 的 :有 一 电流 密度 j 和 一 电荷 密度 o, 当 某 处 的 电荷 减少 时 就 必然 会 有 电 
荷 从 该 处 流出 ,我 们 把 它 称 为 电荷 守恒 . 这 个 守恒 律 的 数学 形式 是 


vV .7 = 一 惰 (27.1) 


上 述 定律 得 出 如 下 结论 , 即 在 世界 上 的 总 电荷 总 保持 恒定 不 变 一 一 永远 不 会 有 任何 净 电 荷 
的 获得 或 丧失 . 然而 ,总 电荷 很 可 能 按 另 一 种 方 

0 ©) 式 保持 不 变 . 假定 在 某 点 (1) 附 近 有 某 个 电荷 
YN 5 Q, ,在 隔 某 段 距离 的 点 (2) 附 近 则 没有 什么 电荷 
忆 o”′ (图 27-1). 现在 假定 : 随 着 时 间 的 推移 ,电荷 Q， 
会 逐渐 消失 ,而 与 此 同时 随 着 Q, 的 减少 却 有 某 

些 电荷 Q; 在 点 (2) 处 出 现 ,并 且 以 这 样 一 种 方 

ee 式 进行 ,即使 得 在 每 个 时 刻 Q, 与 Q, 之 和 是 一 
Eee 常数 . 换 句 话说 ,在 任 一 中 间 态 上 Q, 所 隶 失 的 
2 量 应 该 加 到 Q, 上 ,那么 世界 上 电荷 的 总 量 才 会 
2 ER 9 守恒 . 这 是 一 种 “世界 范围 "的 守恒 ,而 不 是 我 们 
了 将 称 之 为 “局 域 "性 的 守恒 ,因为 要 使 电荷 从 点 
(1) 转 移 至 点 (2) 并 不 要 求 在 两 点 之 闻 的 空间 里 


图 27-1 两 种 使 电荷 守恒 的 方式 : (a)Q 十 Q: 任何 一 处 出 现 . 就 局 部 来 说 ,该 电荷 是 直 正 “未 
为 -恒基 ; (b)dQ/de = ]j .nda = 一 dQs/dt 。 失 " 了 . 
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这 一 种 “世界 范围 "的 守恒 律 在 相对 论 中 会 碰 到 困难 . 在 相隔 一 定 距离 的 各 个 点 ,“ 同 
时 "这 个 概念 对 于 不 同 参照 系 是 彼此 不 相等 的 . 两 事件 在 某 个 参照 系 中 是 同时 的 ,但 对 于 
从 旁 运动 而 过 的 另 一 个 参照 系 来 说 则 不 是 同时 的 了 . 在 上 述 那 种 “世界 范围 "的 守恒 律 
中 ,要 求 从 Q, 上 次 失 的 电荷 应 该 同时 出 现在 Q, 上 . 否则 就 会 出 现 电荷 并 不 守恒 的 某 些 
时 刻 . 因此 如 不 将 其 造成 一 个 “局 域 "的 守恒 定律 ,似乎 就 没有 办 法 使 电荷 守恒 律 在 相对 
论 上 成 为 不 变 式 . 事实 上 , 洛 伦 兹 的 相对 论 不 变性 这 一 要 求 , 似乎 以 令 人 惊异 的 方式 限制 
了 可 能 有 的 自然 规律 . 比方 ,在 现代 量子 场 论 中 ,人 们 往往 希望 通过 承认 我 们 称 为 “ 非 局 
域 "性 的 互 作用 一 一 这 里 的 某 事件 会 直接 影响 到 那里 的 某 事件 一 一 来 改变 理论 ,但 却 陷入 
了 相对 论 性 原理 上 的 困难 . 

“局 域 "守恒 还 含有 另 一 种 概念 . 它 表明 电荷 之 所 以 能 够 从 一 处 移 至 另 一 处 ,在 它们 之 闻 
的 空间 里 必须 有 某 个 事件 发 生 . 要 描述 该 定律 ,我 们 不 仅 需要 电荷 密度 p, 而 且 也 需要 另 一 
类 量 , 即 j, 它 是 给 出 通过 一 个 截面 的 电荷 流动 速率 的 一 个 矢量 . 于 是 这 个 流量 就 同 电荷 密 
度 的 变化 率 通过 式 (27. 1) 而 互相 联系 起 来 ,这 是 守恒 律 中 更 为 极端 的 一 种 . 它 表明 电荷 按 某 
一 特殊 形式 守恒 一 一 “局 域 "地 守恒 ， 

事实 证 明 , 能 量 守 恒 是 一 种 局 域 过 程 . 在 某 个 给 定 空间 区 域 里 不 但 存在 能 量 密 度 ,而 且 
也 存在 代表 穿越 表面 的 能 量 流动 速率 的 矢量 . 例如 , 当 有 一 个 光源 向 外 辐射 时 ,我 们 能 够 求 
出 从 该 源 发 射出 来 的 光 能 . 如 果 设 想 某 个 包围 着 该 光源 的 数学 曲面 ,那么 从 这 个 曲面 内 部 所 
损失 的 能 量 就 等 于 穿越 该 曲面 流出 去 的 能 量 . 
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现在 我 们 要 定量 地 写 出 关于 电磁 学 的 能 量 守恒 .为 此 ,就 必须 描述 在 空间 任何 体积 元 中 
能 量 及 其 能 流速 率 各 有 若干 . 假定 我 们 首先 只 考虑 电磁 场 的 能 量 ,因而 将 令 x 代表 场 的 能 量 
密度 (也 就 是 在 空间 内 单位 体积 的 能 量 ) ,并 令 矢量 $ 代表 场 的 能 通 量 密度 ( 即 单位 时 间 通 过 
垂直 于 流动 方向 的 单位 截面 的 能 流 ). 于 是 , 同 电荷 守恒 、 即 式 (27. 1) 完 全 相似 ,我 们 可 以 把 
场 能 量 的 “局 域 " 守 恒 律 写成 
天 
当然 ,这 一 定律 并 非 普遍 正确 ,说 场 能 量 守恒 是 不 对 的 . 假设 你 在 一 个 黑暗 房间 里 打开 
电灯 开关 ,忽然 之 间 整 个 房间 里 都 充满 了 灯光 ,所 以 就 有 了 场 方面 的 能 量 ,尽管 在 此 之 前 一 
点 光 也 没有 . 式 (27. 2) 并 非 一 个 完全 的 守恒 律 , 因 为 场 能 量 单独 来 说 是 不 会 守恒 的 ,只 有 世 
界 上 的 总 能 量 一 一 也 包括 实物 方面 的 能 量 一 一 才 会 守恒 . 如 果实 物 对 场 做 了 一 些 功 或 场 对 
实物 做 了 一 些 功 , 则 场 的 能 量 将 会 发 生 改 变 . 
可 是 , 若 在 有 关 体 积 里 存在 实物 , 则 我 们 知道 它 具 有 多 少 能 量 : 每 个 粒子 具有 能 量 


moc?/V1 一 加 /0. 实物 的 总 能 量 正好 是 所 有 粒子 能 量 之 和 ,而 通过 一 个 面 的 这 种 能 流 就 正 
好 是 通过 这 个 面 的 每 个 粒子 所 携带 的 能 量 之 和 . 现在 我 们 只 想 谈论 有 关 电磁 场 方面 的 能 量 ， 
因此 就 必须 写 出 这 样 一 个 方程 , 它 会 说 出 在 某 个 给 定 体积 里 的 总 场 能 的 减少 ,或 者 是 由 于 场 
能 从 该 体积 里 流出 ,或 者 是 由 于 场 把 能 量 给 了 实物 而 有 了 损失 (或 从 实物 处 获得 能 量 , 那 不 
过 是 能 量 的 负 损 失 ). 体积 V 内 的 场 能 为 


一 一 V 4. (27. 2) 
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| eav， 
而 其 减少 速率 则 是 这 个 积分 对 时 间 微 商 的 负 值 .从 体积 Y 出 来 的 场 的 能 流 等 于 5 的 法 向 分 
最 对 包围 着 V 的 整个 曲面 3 的 积分 , 即 
|s 。1zda. 
因此 ， 
-了 av= |s . nda 十 (对 V 内 实物 所 做 的 功 ). (27. 3) 
我 们 以 前 已 经 知道 , 场 对 单位 体积 实物 做 功 的 功率 为 五 . j[ 作 用 于 一 粒子 上 的 力 为 
下 二 g(E 十 vXB), 因而 做 功 的 功率 就 是 局 .v= 二 gE v. 若 单位 体积 里 共有 N 个 粒子 , 则 单 


位 体积 的 作 功 功率 为 Ne 下 .v, 但 Ngv = j ], 所 以 量 E:j 必然 等 于 单位 时 间 内 单位 体积 中 
场 损失 的 能 量 . 于 是 式 (27. 3) 便 变 成 


| udV =|s .ndat| EjdV. (27.4) 
diJv z 区 


这 是 场 内 能 量 的 守恒 律 . 如 果 能 够 把 第 二 项 变 成 体积 积分 ,就 可 以 将 它 转 变 成 一 个 像 式 
(27.2) 那 样 的 微分 方程 ,这 是 容易 用 高 斯 定理 做 到 的 .5 的 法 向 分 量 的 面积 分 等 于 它 的 散 度 
对 整个 内 部 体积 的 积分 , 因此 , 式 (27. 3) 就 相当 于 
,av = 上 v. sav+|.E .jdV, 


其 中 我 们 已 把 第 一 项 中 的 时 间 微 商 置 于 该 积分 之 内 . 由 于 这 一 方程 对 于 任何 体积 都 适用 , 因 
而 可 以 除去 那些 积分 而 得 到 关于 电磁 场 的 能 量 方程 式 : 


-=V.S+E.]. (27. 5 


现在 ,这 一 方程 对 我 们 毫 无 用 处 ,除非 知道 x 和 S 各 是 什么 . 也 许 仅 能 告诉 你 们 用 五 和 
B 来 表达 它们 的 式 子 , 因 为 我 们 真正 希望 得 到 的 只 是 结果 . 然而 ,这 里 却 宁愿 向 你 们 展示 曾 
于 1884 年 由 坡 印 亭 用 来 获得 8 和 z 的 公式 的 那 种 论证 ,以 便 使 你 们 能 够 知道 这 些 式 子 是 从 
何 而 来 的 (然而 ,对 于 今后 的 工作 来 说 ,你 们 并 不 需要 去 牢记 这 一 推导 ). 


$ 27-3 电磁场 中 的 能 量 密度 和 能 流 


假定 存在 仅仅 取决 于 E 和 B 的 场 能 量 密度 x 和 能 通 量 密度 S, 这 是 一 种 理念 (例如 ,到 
少 在 静电 学 中 就 已 知道 ,能量 密 度 可 以 写成 oF “EE ). 当然 ,这 里 的 和 S$ 也 许 会 依赖 下 
势 或 其 他 的 东西 ,但 让 我 们 看 看 能 够 算出 什么 结果 来 . 可 以 尝试 把 Ej 这 个 基 重 新 写成 为 
两 项 之 和 :其 中 一 项 是 一 个 量 的 时 间 微 商 ,而 另 一 项 则 是 第 二 个 量 的 散 度 . 这 时 , 那 第 一 个 其 
该 含 u 而 第 二 个 量 则 含 S( 带 有 适当 符号 ) ,这 两 个 量 都 必须 只 用 场 来 表示 的 . 这 就 是 说 ,我 
们 希望 把 上 述 方程 写成 
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已. 一 一 芋 一 VS (27. 6) 


左边 应 该 首先 仅仅 用 场 来 表示 . 我 们 如 何 能 做 到 这 一 点 呢 ?” 当 然 ,要 通过 应 用 麦克 斯 韦 
方程 组 . 根据 关于 B 的 旋 度 的 那个 麦克 斯 韦 方程 ,用 EE 对 之 点 乘 , 便 得 


Ej=orE. (VXB)—oE. 3， (27.7) 


这 样 就 已 部 分 地 完成 了 任务 . 最 末 一 项 是 时 间 微 商 一 一 即 (2/34) ( 亏 oE* E). 因此 , 廊 oE *E 


至 少 就 是 x 的 一 部 分 了 . 这 与 我 们 曾经 在 静电 学 中 求 得 的 是 相同 的 东西 . 现在 ,一 切 必 须 做 
的 就 是 要 使 另 一 项 纳入 某 种 东西 的 散 度 之 中 . 
注意 式 (27. 7) 右 边 的 第 一 项 与 
(VXB).:E (27. 8) 


相同 . 而 正如 你 从 矢量 代数 方面 所 知道 的 , (a X5) .6 与 a. (bXe) -- 样 ,因而 上 面 这 一 项 也 
就 等 同 于 
V.:.(BxE), (27.9) 
这 就 有 了 * 某 种 东西 "的 散 度 , 这 恰恰 就 是 我 们 所 需要 的 . 结果 这 件 事 却 是 错 的 ! 以 前 曾 向 你 
们 警告 过 ,Y 虽 然 “ 像 "矢量 ,但 与 矢量 不 "完全 "相同 . 之 所 以 不 是 矢量 ,是 因为 有 一 个 来 自 微 
积分 学 方面 的 附加 惯例 : 当 一 微分 算 符 置 于 一 乘积 的 前 面 时 , 它 要 对 右边 每 个 东西 都 进行 运 
算 . 在 式 (27.7) 中 ,只 对 B 运算 ,而 对 E 不 运算 .但 在 式 (27.9) 的 那 种 形式 中 ,按照 正常 惯 
例 ,应 当 对 B 和 EE 两 者 都 进行 运算 . 所 以 并 不 是 同一 回 事 . 实际 上 , 若 我 们 算出 六 . (BXE) 
的 各 部 分 ,就 能 看 出 它 等 于 E. (VX B) 再 加 上 某 些 其 他 的 项 . 这 很 像 当 我 们 取代 数 中 一 个 
积 的 微 商 时 所 发 生 的 那 种 情况 . 例如 ， 
L(g) = He +/ 和 

并 不 打算 将 六. (BXE) 的 所 有 各 部 分 都 算出 , 仅 愿意 向 你 们 指明 一 个 对 付 这 种 问题 十 
分 有 用 的 技巧 , 那 就 是 允许 你 将 矢量 代数 的 法 则 全 部 运用 到 含有 算 符 V 的 表示 式 上 去 而 又 
不 会 引起 任何 麻烦 的 一 种 技巧 . 这 技巧 就 是 要 丢 开 一 一 至 少 暂时 是 如 此 一 一 关于 微 商 算 符 
对 什么 进行 运算 的 微 积分 符号 表示 法 则 . 你 会 看 到 ,通常 ,各 项 的 次 序 用 于 两 个 单独 的 目的 . 
一 个 目的 是 在 运算 方面 ,为 使 F(d/dz)g 不 同 于 g(d/dx)f; 另 一 个 目的 则 是 在 矢量 方面 ,为 
使 a Xb 不 同 于 b X a. 如 果 我 们 乐意 ,可 以 决定 暂时 放弃 这 个 运算 法 则 ,不 去 说 明 微 商 要 对 
右边 每 件 东西 都 进行 运算 ,而 是 来 制订 一 种 与 所 写 下 来 的 各 项 次 序 无 关 的 新 的 规则 . 于 是 我 
们 就 能 巧妙 地 处 理 前 后 各 项 而 用 不 着 操心. 

这 里 就 是 新 的 规则 ;用 下 脚 标 来 表示 微分 算 符 对 什么 进行 运算 ,这 样 前 后 次 序 就 没有 什 
么 意义 了 . 假设 令 算 符 DD 代表 3/3x，, 那么 Dj 就 意味 着 仅 对 变量 广 取 微 商 , 于 是 


Dr = 2. 


但 如 果 我 们 有 Dyfg , 则 它 指 的 是 
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Dfe = (区 )e. 


不 过 要 注意 ,此 刻 按照 我 们 的 新 规则 , fDyg 也 意味 着 相同 事情 . 我 们 可 将 相同 的 事情 任意 
写成 以 下 各 种 形式 : 
Djfg = gD/f = fDyg = fgD;. 


你 看 ,Dy 甚至 可 以 处 在 每 件 事情 之 后 ( 像 这 样 一 种 方便 的 符号 表示 法 竟 从 未 在 数学 或 物理 
学 书 中 得 到 传授 , 真 令 入 感到 意外 ). 

你 可 能 会 怀疑 : 若 我 要 写 出 fg 的 微 商 , 那 该 怎么 办 呢 ? 我 所 要 的 是 对 两 项 的 微 商 . 那 
很 容易 ,你 只 要 这 样 说 就 行 了 ,你 写 下 Dj(fg) 十 De(fg), 而 这 恰好 就 是 g(3f/3x) 十 
8(ag/3z), 也 即 在 旧 符 号 表示 法 中 你 用 3( fg )/3zr 表示 的 意思 . 

你 将 会 看 到 ,现在 算出 关于 又 (下 X 巨 ) 的 新 表示 式 就 变 得 很 容易 了 . 我 们 从 改 成 新 的 
符号 表示 法 开始 ,也 即 写 出 


V: (BXE)= Vs: (BXE)+V:.: (BXxE). (27. 10) 


当 我 们 这 样 做 时 ,就 无 需 再 保持 次 序 上 的 正确 了 . 我 们 始终 懂得 ,Ve 只 对 如 进行 运算 ,而 Vs 
只 对 B 运算 . 在 这 种 场合 下 ,就 能 够 把 V 当 作 通 常 的 矢量 那样 来 运用 ( 当然, 当 运 算 结束 时 ， 
就 要 回 到 每 人 常用 的 那 种 “标准 "符号 表示 法 上 去 ). 因此 ,现在 就 可 以 做 出 像 交 换 点 积 和 叉 
积 以 及 对 各 项 进行 其 他 类 型 的 重新 安排 等 各 种 事情 . 例如 , 式 (27. 10) 中 的 中 间 项 可 以 重新 
写成 E. Vs X B (你 会 记得 , a .bXce 二 b.c Xa ), 而 那 最 末 一 项 则 与 B+ EX Vs 相同 . 这 
看 来 像 是 异想天开 ,但 却 没有 什么 问题 , 现在 ,如 果 我 们 试图 回 到 通常 的 惯例 上 来 , 那 必须 安 
排 得 使 V 仅 对 其 “本 身 " 的 变 县 进行 运算 . 第 一 项 已 经 那样 做 了 ,因此 可 以 仅仅 去 掉 下 标 . 第 
二 项 就 需要 某 种 调整 才能 使 V 移 至 E 之 前 ,这 我 们 可 通过 交换 叉 积 的 次 序 并 改变 符号 而 
做 到 : 
B.: (EXV:)=—B. (Ve XE). 


现在 , 式 子 已 经 按照 惯常 次 序 写 出 ,因而 就 可 回 到 通常 的 符号 表示 法 上 来 . 式 (27. 10) 相 当 于 
V.(BXE)=E.(VxB)—-B. (VxXE) (27.11) 


(在 这 一 特殊 情况 下 , 较 快 的 方法 应 该 是 一 直 利 用 各 分 量 ,但 花 点 时 间 向 你 们 指出 这 种 数学 
技巧 还 是 值得 的 . 你 或 许 将 不 会 在 其 他 地 方 见 到 它 , 但 对 于 把 矢量 代数 从 关于 含有 微 商 的 项 
的 次 序 规则 中 解放 出 来 是 极为 好 用 的 ). 

现在 我 们 就 回 到 能 量 守恒 的 讨论 上 来 ,并 引用 我 们 的 新 结果 , 即 式 (27. 11) ,去 变换 式 
(27.7) 中 的 VX8B 项. 这样, 能 量 方程 变 成 


E:j=ocV. (BXE)+ocB. (VXE)— EA E). (27. 12) 


现在 你 看 到 ,我 们 几乎 完成 任务 了 . 这 里 有 两 项 ,一 项 用 作 u 对 于 4 的 漂亮 微 商 , 另 一 项 代 
表 5 的 美妙 散 度 . 可 惜 , 那 中 间 项 仍旧 保留 下 来 , 它 既 不 是 散 度 , 又 不 是 对 于 上 的 微 商 ,所 
以 我 们 已 经 接近 胜利 ,但 还 不 完全 . 在 经 历 了 一 番 思 考 之 后 ,回去 查看 麦克 斯 韦 的 微分 方 
程 组 ,幸运 地 发 现 VXE 等 于 一 9B/31, 这 就 意味 着 我 们 可 以 把 这 独特 项 转变 成 单纯 的 时 
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间 微 商 : 


sx -人 惑 -人 党 


现在 完全 具有 了 我 们 所 需要 的 一 切 . 我 们 的 能 量 方程 可 写成 


2 
E.j=V: (or°BXE)—F ($B.B+$E.E), (27. 13) 


那 就 完全 像 式 (27.6), 只 要 下 这 样 两 个 定义 : 


2 
u=$E.E+®-B:B (27. 14) 


和 
S=aocrEXB (27. 15) 


(交换 又 积 的 次 序 使 符号 显得 正确 ). 

我 们 的 计划 是 成 功 的 .已 经 有 一 个 关于 能 量 密度 的 表示 式 , 它 是 “ 电 ” 和 “ 磁 " 两 种 能 量 密 
度 之 和 ,它们 的 形式 很 像 以 前 我 们 在 静 场 情况 下 求 得 的 形式 , 那 时 我 们 计算 出 了 用 场 表示 的 
能 量 公 式 . 并 且 ,我 们 也 已 找到 了 关于 电磁 场 的 能 流 矢量 的 公式 . 这 一 新 的 矢量 , S = 6c*EX 
B, 按照 它 的 发 现 者 的 名 字 , 称 为 " 坡 印 亭 矢量 ", 它 告诉 我 们 有 关 场 能 在 空间 各 处 流动 的 速 
率 , 每 秒 流 经 一 小 面积 da 的 能 量 为 S$. nda, 其 中 为 垂直 于 da 的 单位 矢量 (现在 你 有 了 
和 SS 的 公式 , 若 乐意 的 话 , 便 可 忘掉 那些 推导 过 程 ). 


$ 27-4 场 能 的 不 确定 性 


在 考虑 坡 印 亭 公 式 [ 式 (27. 14) 和 (27. 15)] 的 某 些 应 用 前 ,我 们 希望 说 明 ,我 们 并 未 真正 
“证 明 " 过 这 些 公式 . 上 面 只 不 过 是 找到 了 一 个 可 能 的 “zx" 和 一 个 可 能 的 “S". 我 们 怎 能 知道 ， 
通过 巧妙 处 理 各 项 的 前 后 次 序 , 不 能 再 找到 关于 “x" 和 关于 “S" 的 另外 的 公式 呢 ? 这 个 新 的 
S$ 和 新 的 x 可 能 是 不 同 的 ,但 它们 仍 应 该 满足 式 (27. 6). 它 是 可 能 的 ,也 是 能 够 做 到 的 . 不 过 
所 找到 的 公式 其 形式 始终 含有 场 的 各 种 微 商 (总 会 有 像 二 次 微 商 或 一 次 微 商 的 平方 那样 的 
二 次 项 ). 事实 上 ,有 无 数 个 关于 w 和 S 的 不 同 可 能 性 ,而 迄今 还 没有 人 曾经 想到 用 实验 方法 
来 判明 哪 一 个 是 对 的 ! 人 们 曾 猜 测 最 简单 的 一 个 可 能 是 对 的 ,但 必须 讲 明 ,我 们 肯定 不 知道 
在 电磁 场 能 量 的 空间 中 真实 的 位 置 是 什么 . 因此 ,我 们 也 就 用 容易 的 办 法 选取 并 说 明 场 的 能 
量 是 由 式 (27. 14) 给 出 的 . 于 是 ,能 流 矢量 S 也 必然 由 式 (27. 15) 给 出 . 

十 分 有 趣 , 似 乎 没有 唯一 的 方法 能 解决 场 能 位 置 的 不 确定 性 问题 . 有 时 人 们 会 宣称 ,这 
一 问题 可 以 通过 利用 引力 理论 按照 下 述 论证 来 加 以 解决 .在 引力 理论 中 ,所 有 各 种 能 量 都 是 
引力 之 源 . 因此 ,如 果 我 们 知道 了 引力 作用 的 方向 , 则 电 的 能 量 密度 也 就 必然 被 适当 定位 了 . 
然而 ,迄今 为 止 还 未 有 人 曾 做 过 这 样 精确 的 实验 使 得 电磁 场 的 引力 效应 的 精密 位 置 可 以 确 
定 下 来 ,因而 电磁 场 单独 可 以 作为 引力 之 源 这 一 概念 在 外 表 上 是 难于 处 理 的 . 事实 上 , 确 曾 
观测 到 光 当 它 靠近 太阳 通过 时 会 受到 偏转 一 一 我 们 可 以 说 太阳 把 光 向 它 本 身 吸引 下 来 . 你 
难道 不 要 考虑 光 同 等 地 吸引 太阳 吗 ? 反正 ,每 人 都 乐于 接受 我 们 所 已 找到 的 那些 关于 电磁 
能 的 位 置 及 其 流动 的 简单 表示 式 . 尽管 有 时 运用 那些 式 子 获得 的 结果 似乎 有 点 奇怪 ,但 却 从 
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未 有 人 找 出 那些 结果 的 毛病 一 一 这 就 是 说 ,没有 与 实验 不 一 致 . 因此 ,我 们 仍 将 跟随 世界 上 
其 他 人 一 一 此 外 ,我 们 相信 它 可 能 是 完全 对 的 . 

应 该 做 一 个 关于 能 量 公式 的 进一步 述评 . 首先 , 场 中 单位 体积 的 能 量 很 简单 : 它 是 静电 
能 量 加 上 和 磁场 能 量 ,如果 静 电能 量 用 天 而 磁场 能 量 用 B* 写 出 的 话 . 我 们 过 去 计算 静态 问 
题 时 ,就 曾 得 出 两 个 这 样 的 表示 式 作 为 能 量 的 可 能 表示 式 . 我 们 也 曾 求 得 关于 静电 场 中 能 量 
的 若干 个 其 他 公式 ,诸如 p$, 在 静电 情况 下 它 等 于 EE 的 积分 .然而 ,在 动态 电场 中 等 效 性 
失效 ,而 至 于 哪个 式 子 正确 则 还 未 曾 有 过 明显 的 选择 . 现在 我 们 才 知 道 哪 一 个 是 对 的 . 同样 ， 
我 们 已 找到 了 一 个 普遍 正确 的 磁 能 量 公式 ,对 动态 场 的 能 量 密度 仍然 正确 的 公式 就 是 
式 (27. 14). 


$27-5 能 流 实 例 


关于 能 流 矢量 S 的 公式 ,是 某 种 相当 新 鲜 的 事情 . 我 们 现在 就 要 来 看 看 ,在 某 些 特 殊 情 
况 下 它 是 如 何 工 作 的 ,并 看 看 它 是 否 与 以 前 已 知 的 任何 事情 互相 
验证 . 我们 将 举 的 第 一 个 例子 是 光 . 在 一 个 光波 中 ,E 矢量 和 B 矢 
其 互相 正 交 而 且 也 垂直 于 波 的 传播 方向 ( 见 图 27-2). 在 电磁 波 
中 ,B 的 大 小 等 于 1/c 乘 上 E 的 大 小 ,而 且 由 于 它们 互相 垂直 ,所 


E 


> 以 还 可 写成 
网 波 的 传播 方向 IEXBI=E. 
C 
图 27-2 关于 光波 中 的 
E,B 和 S 矢量 因此 ,对 于 光 来 说 ,每 秒 通 过 单位 面积 的 能 流 为 
S = wcE’. (27. 16) 

在 EE= Eocosw(: 一 zc) 的 那 种 光波 中 ,每 单位 面积 能 流 的 平均 速率 , 即 《S)yy 一 一 也 称 为 
光 的 强度 一 一 为 电场 平方 的 平均 值 乘 以 oc: 

强度 一 《(S)yw 一 ecl(E?)yy. (27.17) 


信 不 信 由 你 ,我 们 曾 在 第 1 卷 $31-5 中 学 习 光 学 时 就 已 经 导出 过 这 一 结果 . 应 该 可 以 
相信 这 结果 是 正确 的 ,因为 它 也 被 另外 某 些 事情 所 核实 . 当 我 们 有 一 光束 时 ,在 空间 中 就 存 
在 由 式 (27. 14) 所 给 出 的 能 量 密度 . 对 于 光波 利用 cB = EE, 得 出 


-opie (EE 
4 一 甸 罗 十 名 ( 守 )= oF. 


但 互 在 空间 中 是 变化 着 的 ,因而 平均 能 量 密度 为 
(u) yy = 60 (FE? > 平均 。 (27. 18) 


现在 , 波 以 速率 “传播 ,所 以 应 该 想到 每 秒 穿 过 一 平方 米 的 能 量 等 于 ce 乘 以 每 立方 米 中 的 能 
量 .因此 我 们 会 说 
(S)yy 一 @c(E’)yy. 


上 式 是 对 的 ,因为 它 与 式 (27. 17) 相 同 . 
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现在 举 出 另 一 例子 . 这 是 相当 奇妙 的 一 个 例子 .我们 来 考察 正在 缓慢 充电 的 电容 器 中 的 
能 流 (并 不 要 求 那么 高 的 频率 ,以 致电 容器 初 看 起 来 像 一 个 共 
振 空 腔 , 但 也 不 要 是 直流 电 ). 假定 是 用 一 个 普通 类 型 的 圆 形 
平行 板 电容 器 ,如 图 27-3 所 示 , 在 其 内 部 有 一 个 几乎 均匀 而 
随时 间 变 化 的 电场 .在 任何 时 刻 ,这 内 部 的 总 电磁 能 等 于 v 乘 
以 体积 . 若 两 板 的 半径 均 为 a 而 其 间隔 为 六 , 则 在 两 板 间 的 总 
能 量 为 


中 二 (GE ) (naz)， (27. 19) 


当 E 改 变 时 ,这 个 能 量 也 在 改变 . 当 电 容器 充电 时 ,位 于 两 板 
间 的 体积 正在 以 速率 


5 三 ond 有 EE (27. 20) 


图 27-3 接近 一 个 正在 充电 
接受 能 景 . 因此 ,一 定 会 有 从 某 处 进入 该 体积 中 的 能 流 . 当然 ， ”的 电容 器 , 坡 印 享 矢量 5S 会 朝 


你 知道 , 它 必定 从 那些 用 作 充 电 的 导线 进来 一 一 但 完全 不 是 轴 心 指向 内 
这 样 ! 它 不 可 能 经 由 该 方向 流入 两 板 内 的 空间 ,因为 E 是 与 
板 冬 直 的 ,所 以 EX B 就 一 定 与 两 板 平 行 . 

当然 ,你 会 记得 , 当 电 容器 正在 充电 时 ,就 有 一 个 环绕 轴 的 圆 形 磁场 . 我 们 在 第 23 章 中 
对 此 曾 有 所 讨论 . 利用 麦克 斯 韦 方程 组 中 最 后 一 个 方程 ,已 求 得 在 电容 器 边缘 上 磁场 由 下 式 
给 出 : 

2xac’B=E. rxa’ 

或 


它 的 方向 如 图 27-3 所 示 . 因此 ,就 有 一 个 正比 于 玉 X B 的 能 流 从 边缘 四 周 进 入 ,如 图 中 所 
示 . 能 最 实际 上 并 不 是 从 导线 下 来 的 ,而 是 从 围绕 着 该 电容 器 的 空间 那里 来 的 . 

让 我 们 来 核对 一 下 通过 两 板 边 缘 闻 的 整个 面 的 总 能 流 是 否 与 其 内 部 能 量 的 变化 率 相 
符 一 一 看 来 这 样 较 好 . 为 了 核实 ,虽然 我 们 仔细 研究 了 证 明 式 (27. 15) 的 工作 的 全 过 程 ,但 还 
是 让 我 们 来 弄 弄 清楚 . 该 面 面 积 为 2rah ,而 S = wc*E XB 的 量 值 为 


“dE [3 ph) 


因此 总 能 流 为 
na ho EF. 
这 的 确 与 式 (27. 20) 相 符 . 但 它 告诉 我 们 一 件 奇怪 的 事情 : 当 对 电容 器 充电 时 ,能 量 并 不 是 沿 
导线 下 来 的 ,而 是 穿 过 边缘 的 间 阶 进来 的 . 那 分 明 就 是 这 一 理论 所 说 的 ! 
怎么 能 够 是 这 样 的 呢 ? 这 虽 不 是 一 个 容易 解决 的 问题 ,但 这 里 有 一 个 考虑 该 问题 的 
方法 . 假设 在 该 电容 器 的 上 面 和 下 面 很 远 处 都 有 一 一 些 电 荷 , 当 电荷 离 得 很 远 时 ,就 会 有 一 
个 微弱 的 但 却 是 极其 散 开 的 场 包围 着 该 电容 器 ( 见 图 27-4). 于 是 , 当 这 些 电 荷 靠拢 时 , 离 
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电容 器 较 近 处 的 场 就 变 得 较 强 . 因此 , 远 处 的 场 能 量 是 会 朝 该 电容 器 移动 过 来 并 最 后 停 
驻 于 两 板 之 间 . 


图 27-4 当 将 两 电荷 从 远 处 移 来 对 一 电容 器 图 27-5 在 一 根 载 流 导线 
充电 时 ,在 电容 器 外 面 的 场 附近 的 坡 印 亭 矢 量 S 


作为 另 一 个 例子 ,试问 在 一 根 有 电阻 的 导线 中 当 它 载 有 电流 时 会 有 什么 情况 发 生 . 既然 
这 根 导 线 中 有 电阻 , 则 沿 导线 方向 便 有 驱动 电流 的 电场 . 由 于 沿 导线 有 电势 降 ,因而 刚好 在 
导线 外 面 存 在 与 其 表面 平行 的 电场 ( 见 图 27-5). 此 外 ,还 有 一 个 由 电流 所 产生 的 环绕 着 导 
线 的 磁场 .E 和 B 成 直角 ,因此 就 有 一 个 沿 半径 而 指向 内 的 坡 印 享 矢量 ,如 图 中 所 示 , 即 有 
一 个 从 周围 各 处 流 进 导 线 的 能 流 . 当然 ,这 等 于 导线 中 以 热 的 形式 损耗 掉 的 能 量 . 因此 ,我 们 
的 “狂妄 "理论 讲 : 由 于 能 量 从 外 面 的 场 流 进 了 导线 ,电子 才 获 得 它们 用 以 产生 热 的 那些 能 
量 . 直觉 似乎 告诉 我 们 ,电子 是 由 于 沿 着 导线 被 推动 才 获得 能 量 的 ,因而 这 能 量 应 该 是 沿 导 
线 流下 (或 流 上 ). 但 这 一 理论 却说 :电子 实际 上 是 被 来 自 远 处 的 某 些 电荷 的 电场 所 推动 的 ， 
而 它们 从 这 些 场 获得 了 产生 热 的 能 量 . 能量 总 会 莫 明 其 妙 地 从 遥远 处 的 电荷 流 进 空 间 的 广 
阔 区 域 ,然后 又 流 进 导线 中 去 . 

最 后 ,为 了 使 你 确实 相信 这 一 理论 明显 是 一 个 难题 ,我 们 将 再 举 一 个 例子 一 一 其 中 有 一 
电荷 和 一 块 磁铁 彼此 都 静止 地 互相 靠近 着 的 例子 一 一 即 两 者 都 固定 不 动 . 假设 取 一 个 其 中 
的 点 电荷 被 置 于 棒状 磁铁 中 点 附近 ,如 图 27-6 所 示 . 每 一 件 东西 都 是 静止 的 ,从 而 能 量 并 不 
会 随时 间 变 化 . 而 且 ,E 和 B 也 都 是 完全 静止 
的 . 可 是 坡 印 亭 矢量 却说 存在 一 个 能 流 , 因为 
E XB 并 不 等 于 零 . 如 果 你 考察 这 能 流 , 就 会 
发 现 它 不 过 是 在 一 圈 圈 地 循环 旋转 . 任何 一 
处 都 没有 能 量 方面 的 任何 变化 一 -凡是 流 

S 进 某 一 体积 里 的 东西 都 会 从 那里 再 流出 来 . 
图 27-6 ”电荷 和 磁铁 会 产生 一 个 绕 闭合 回路 循 这 很 像 不 可 压缩 的 水 在 环流 . 因此 ,在 这 种 
环 的 坡 印 亭 矢量 所 谓 静 态 的 情况 下 还 存在 能 量 的 环流 . 这 是 


E 
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多 么 荡 诺 ! 

然而 , 当 你 记 起 我 们 所 谓 的 “ 静 " 磁 实际 上 是 一 种 环行 的 永久 电流 时 ,这 也 许 就 不 会 使 你 
那么 可 怕 地 感到 莫 明 其 妙 . 在 一 块 永 磁体 中 ,其 内 部 电子 都 在 永恒 地 旋转 . 这 样 也 许 能 量 在 
外 面 环流 这 一 点 就 不 那么 奇怪 了 . 

你 无 疑 开始 得 到 这 么 一 个 印象 , 即 坡 印 亭 理论 至 少 部 分 地 违背 了 你 对 于 在 电磁 场 中 能 
量 被 设置 于 何 处 的 那 种 直觉 . 你 也 许 会 相信 ,必须 对 你 的 一 切 直觉 都 进行 修改 ,因此 在 这 里 
有 许多 东西 得 学 习 . 但 实际 上 似乎 并 不 需要 . 如 果 有 时 忘记 了 导线 里 能 量 是 从 外 面 流 进来 而 
不 是 沿 导线 传 来 的 ,但 你 无 需 感觉 到 ,你 就 会 陷入 巨大 的 困难 . 在 应 用 能 量 守恒 的 概念 时 ,过 
细 地 注意 能 量 所 取 的 路 径 ,看 来 好 像 价值 不 大 . 能 量 围绕 着 一 块 磁铁 和 一 个 电荷 在 忽 圈 子 ， 
这 在 大 多 数 场合 似乎 是 很 不 重要 的 . 它 并 非 一 个 极为 重要 的 细节 ,但 很 清楚 ,我 们 通常 的 直 
觉 却 是 很 错误 的 . 


$27-6 场 的 动量 


接 下 来 ,我 们 希望 谈论 关于 电磁 场 中 的 动量 . 正如 场 具有 能 量 一 样 , 它 的 每 个 单位 体积 
也 将 具有 一 定 的 动量 . 让 我 们 称 之 为 动量 密度 g. 当然 ,动量 具有 各 种 可 能 的 方向 ,因而 g 必 
定 是 个 矢量 . 让 我 们 每 次 谈 一 个 分 量 ,首先 ,考虑 z 分 量 . 由 于 动量 的 每 一 分 量 都 守恒 ,所 以 
可 能 写 下 一 个 看 米 有 点 像 这 样 的 定律 : 


一 却 ( 实 物 的 动量 )。 = 宇 十 (流出 的 动量 ).. 


左边 是 容易 理解 的 ,实物 动量 的 变化 率 正 好 就 是 作用 于 其 上 的 力 . 对 于 一 个 粒子 来 说 ,这 力 
就 是 下 一 q(E+vXB), 对 于 一 个 电荷 分 布 来 说 , 则 作用 于 单位 体积 上 的 力 为 (gE 十 j XB). 
然而 ,“ 流 出 的 动量 "这 项 却 有 点 奇怪 . 它 不 可 能 是 一 个 矢量 的 散 度 ,因为 它 并 非 一 个 标 基 ,其 
实 是 某 一 矢量 的 x 分 量 .无 论 如 何 , 它 看 来 大 概 有 点 像 

9a | 9b ,9c 

十 3y 赣 3 了 2， 
因为 zx 动量 还 可 能 在 三 个 方向 中 的 任意 一 个 方向 上 流动 . 总 之 ,不 管 a, 8 和 < 是 什么 ,这 个 
组 合 被 认为 等 于 z 动量 的 流出 量 . 

现在 这 场 游 戏 应 该 是 仅仅 用 E 和 B 来 写 出 pE 十 j XB， 利用 麦克 斯 韦 方程 组 而 把 p 和 j 

消 掉 ,然后 才 对 那些 项 调整 并 做 一 些 代 换 以 使 它 看 来 像 如 下 的 形式 ， 


ac 
gz 


9g: ,9a ,9b 
a Tr 


之 后 ,通过 对 那些 项 做 出 标记 ,就 会 得 到 关于 g,, a, 5 和 < 的 表示 式 . 它 的 工作 量 很 大 ,我 们 并 
不 打算 那样 做 ,而 只 准备 找 出 关于 动量 密度 g 的 表示 式 一 一 而 且 是 通过 另 一 种 方法 来 求 的 . 

在 力学 中 有 一 个 重要 定理 ,这 就 是 :在 任何 场合 下 ,每 当真 正 存在 能 量 ( 场 能 或 任何 其 他 
类 型 的 能 量 ) 流 动 时 , 则 单位 时 间 流 经 单位 面积 的 能 量 , 乘 以 1/cz , 就 等 于 空间 内 单位 体积 
的 动量 . 在 电动 力学 的 特殊 情况 下 ,这 一 定理 给 出 了 g 等 于 1/c? 乘 以 坡 印 享 矢量 的 结果 : 
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属意 训 5. (27. 21) 


因此 , 坡 印 亭 矢量 不 但 会 给 出 能 流 ,而 且 只 要 除 以 e: ,也 就 给 出 了 动 最 密度 . 这 同样 的 结果 可 
从 我 们 提出 过 的 另 一 种 分 析 方 法 获得 ,但 更 有 意义 的 还 是 去 注意 这 个 更 加 普遍 的 结果 . 现在 
将 提供 若干 有 趣 例子 及 论证 以 便 使 你 们 相信 这 个 普遍 定理 是 正确 的 . 

第 一 个 例子 :假设 在 一 个 箱子 里 存在 大 量 粒 子 一 一 比方 说 每 立方 米 中 含有 N 个 粒 
子 一 一 而 它们 以 某 个 速度 运动 着 . 现在 就 来 考虑 一 个 垂直 于 "的 想象 平面 . 每 秒 通过 这 个 
面 单位 面积 的 能 流 ,等 于 每 秒 流 过 的 粒子 数 Nv 乘 以 每 一 粒子 所 带 的 能 量 . 因 每 个 粒子 的 能 
量 为 moc2ZV1 一 二 /cz 所 以 每 秒 的 能 流 就 是 


2 

moC 
Nv 一 -一 -一 . 
1]— w/e 


但 每 个 粒子 具有 的 动量 为 mov/ V1 一 w/e ,因而 动量 密度 为 


movu 


一 
V1l~—v/e 


这 恰好 就 是 1/ez 乘 以 能 流 一 一 和 该 定理 所 说 的 相 
同 . 因此 ,对 于 一 群 粒 子 来 说 这 定理 是 正确 的 . 

这 定理 对 于 光 来 说 也 正确 . 我 们 过 去 在 第 1 
卷 学 习 光 学 时 就 曾 看 到 , 当 从 一 束 光 吸 收 能 量 时 ， 
会 有 一 定 动量 递交 给 该 吸收 体 . 事实 上 ,在 第 1 郑 
第 34 章 中 我 们 曾经 证 明 ,动量 等 于 1/c 乘 以 所 吸 
收 的 能 量 [ 第 1 卷 的 式 (34. 26)]. 若 令 Us 代表 每 
秒 到 达 单位 面积 的 能 量 , 则 每 秒 到 达 单位 面积 上 
的 动量 就 是 Us/c. 但 动量 以 速率 c 传播 ,因而 在 该 
吸收 体 前 面 的 动量 密度 就 必然 是 Us/e:. 因此 ,再 
次 表明 该 定理 是 对 的 . 

最 后 ,我 们 将 提供 一 个 论据 ,这 论据 来 源 于 爱 
因 斯 坦 对 同样 事情 的 又 一 次 证 明 . 假设 有 一 火车 
车 厢 在 轨道 上 自由 滑动 (假定 没有 摩擦 阻力 ), 这 
车 厢 具 有 某 巨 大 质量 M. 车 厢 里 的 一 端 配 有 能 发 
射出 一 些 粒子 或 光 (或 任何 其 他 东西 ,到 底 是 哪 一 
种 东西 都 没有 什么 区 别 ) 的 某 种 装备 ,然后 这 射出 
来 的 东西 就 给 车 而 对 面 一 端 所 截 住 了 . 原来 有 某 
| 些 能 量 放 在 车 厢 的 一 端 一 比如 说 是 图 27-7(a) 

(0) 人 -二 中 所 标明 的 能 量 U 一 一 而 后 来 它 却 转移 到 了 对 面 
(© 的 一 端 ,如 图 27-7(c) 所 示 . 这 能 量 U 已 经 移动 了 

图 27-7 以 速率 c 运动 着 的 能 量 U 会 带 有 ”一 个 等 于 该 车 啉 长 度 的 距离 工 . 既然 能 量 U 具有 
动量 Uxe 质量 U/cz ,因而 要 是 车 厢 保 持 不 动 的 话 ,该 车 厢 
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的 重心 就 必然 会 移动 . 爱 因 斯 坦 不 喜欢 一 物体 的 重心 可 以 只 凭 在 其 内 部 睹 胡闹 一 番 就 能 使 
其 移动 的 那 种 想法 ,因而 他 假定 通过 在 物体 内 部 做 任何 事情 来 移动 其 重心 是 不 可 能 的 . 但 如 
果 事 实 确 是 那样 , 则 当 我 们 把 能 量 U 从 一 端 移 至 另 一 端 时 ,整个 车 厢 就 应 反 冲 一 段 距离 x， 
如 图 (c) 中 所 示 的 . 实际 上 ,你 可 以 看 到 ,车 厢 的 总 质量 乘 以 x 就 必定 等 于 所 移动 能 量 的 质量 
U/e 乘 以 工 (假定 UAe: 比 M 要 小 得 多 ): 


Mzx = UL. (27. 22) 


现在 让 我 们 来 考察 一 下 能 量 由 一 次 闪光 所 携带 的 那 种 特殊 情况 (该 设备 也 同样 适用 于 粒 
子 , 但 我 们 将 跟随 爱 因 斯 坦 ,他 对 于 光 的 问题 感 兴趣 ). 究竟 是 什么 东西 会 引起 车 厢 移 动 的 呢 ? 
爱 因 斯 坦 这 样 议论 说 : 当 光 被 发 射出 来 时 一 定 存在 反 冲 , 即 带 有 动量 p 的 某 个 未 知 的 反 冲 . 正 
是 这 一 个 反 冲 才 使 车 叮 向 后 滚动 的 . 车 朋 的 反 冲 速度 v 等 于 这 一 动 景 除 以 车 厢 质 量 : 


"= 十 


车 而 以 这 一 速度 运动 ,直至 光 的 能 量 到 达 对 面 一 端 为 止 .于 是 , 当 它 磁 到 时 , 它 交还 了 它 的 动 
最 而 使 车 厢 停 住 了 . 如 果 z 很 小 , 则 和 车厢 运动 的 时 间 约 等 于 L/c, 所 以 就 有 


= vy = 二 一声 二 
外 vt vv Me 


把 这 个 z 值 代入 式 (27. 22) 中 , 便 得 


我 们 又 一 次 得 到 了 光 的 能 量 与 动量 的 关系 . 用 相 除 则 获得 动量 密度 g = p/e, 因而 又 得 到 
(27. 23) 


你 可 能 会 觉得 奇怪 :为 什么 重心 定理 会 那么 重要 ? 也 许 它 是 错 的 .或许 是 吧 , 但 那 时 我 
们 也 可 能 丧失 角 动 量 守恒 律 . 假定 我 们 的 车 厢 沿 着 轨道 以 某 一 速 尝 wv 前进, 而 同时 我 们 把 某 
些 光 能 从 车 顶 射 向 车 底 一 一 比方 说 ,从 图 27-8 中 的 A 点 射 至 B 点 .现在 来 考察 这 系统 相对 
P 点 的 角 动 量 . 能量 U 在 离开 A 点 之 前 , 它 具 有 质 
量 UAc* 和 速度 w, 从 而 具有 角 动 量 mwra. 当 它 到 达 
B 点 时 , 仍 具有 相同 的 质量 ,而 倘若 整个 车 厢 的 线 
动量 不 会 发 生变 化 , 则 它 必 定 仍 具 有 速度 wv. 这 时 
它 相对 已 点 的 角 动 量 就 是 mwvrs. 这 角 动 量 将 会 改 
变 ,除非 当 光 被 射出 时 正确 的 反 冲 动量 曾 给 于 车 
下 . 结果 变 成 ， 
角 动 量 守恒 与 重心 定理 在 相对 论 中 是 紧密 相 联 的 . 
因此 ,要 是 我 们 的 重心 定理 不 正确 , 则 角 动量 守恒 
就 被 破坏 了 .无 论 如 何 , 已 经 弄 清 楚 它 是 一 个 正确 


图 27-8 如 果 环 绕 己 点 的 角 动 量 是 守恒 
的 普遍 定律 ,而 在 电动 力学 的 情况 下 我 们 还 能 利用 的 , 则 能 量 U 应 带 有 动量 Uvc 
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它 来 获得 场 的 动量 . 

我 们 将 进一步 提 及 在 电磁 场 中 关于 动量 的 两 个 例子 . 曾 在 $26-2 中 指出 , 当 两 个 带电 
粒子 在 互 成 直角 的 轨道 上 运动 时 作用 与 反作用 定律 失败 了 . 作用 于 两 粒子 上 的 力 并 不 平衡 ， 
因而 作用 并 不 等 于 反作用 ,这 样 实物 的 净 动 量 就 必然 正在 改变 , 它 是 不 守恒 的 . 但 在 这 样 一 
种 情况 下 场 的 动量 也 正在 改变 . 如 果 你 算出 由 坡 印 亭 矢 量 所 给 出 的 动量 , 则 它 不 是 一 个 党 
数 . 然而 ,粒子 动量 的 改变 刚好 被 这 个 场 的 动量 所 抵偿 ,所 以 粒子 加 上 场 的 总 动量 守恒 . 

最 后 , 另 一 个 例子 则 是 如 图 27-6 所 示 的 具有 磁铁 与 电荷 的 那 种 情况 . 我 们 曾 由 于 发 现 
有 能 量 处 处 绕 圆周 流动 而 感到 不 快 ,但 此 刻 , 由 于 我 们 知道 能 流 与 动量 是 互 成 比例 的 ,所 以 
我 们 也 知道 在 空间 有 环行 着 的 动量 . 可 是 一 个 环行 动量 就 意味 着 存在 角 动 量 , 因 此 在 场 中 有 
角 动 量 . 你 是 否 记得 ,在 8$ 17-4 中 我 们 描述 过 的 关于 放 在 圆 盘 上 的 一 个 螺 线 管 和 若干 个 电 
荷 的 那个 伴 廖 ? 似乎 当 电 流 中 断 时 ,整个 盘 会 开始 旋转 . 令 人 迷惑 的 是 : 角 动量 到 底 是 从 哪 
里 来 的 ? 答案 :如 果 你 有 一 磁场 和 某 些 电荷 , 则 在 场 中 就 会 有 某 一 角 动 量 . 当场 建立 时 , 它 必 
定 已 经 安置 在 那里 了 . 而 当场 去 掉 时 ,这 一 角 动 量 被 还 了 回来 . 因此 在 该 伴 廖 中 的 盘子 就 应 
该 开始 转动 . 这 一 神秘 的 能 量 环流, 最 初 似乎 觉得 是 那么 荒 廖 可笑 ,但 却 是 绝对 必需 的 . 确实 
有 一 个 动量 流 ,为 了 在 整个 世界 中 保持 角 动 量 守恒 , 它 是 必需 的 . 
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$ 28-1 点 电荷 场 的 能 量 


在 把 相对 论 和 麦克 斯 韦 方程 结合 在 一 起 的 过 程 中 ,我 们 完成 了 关于 电磁 理论 的 主要 工 
作 . 当然 ,有 某 些 细节 我 们 曾经 漏 掉 , 还 有 一 个 以 后 将 会 涉及 的 广阔 领域 一 一 电磁 场 与 实物 
的 相互 作用 . 但 现在 却 要 稍微 停留 一 下 以 使 向 你 们 指明 ,这 座 崇高 大 厦 尽 管 在 解释 那么 多 现 
象 方面 是 多 么 美妙 和 成 功 ,但 最 终 不 得 不 脸 朝 下 倒 了 下 去 . 当 你 追随 任 一 项 物理 学 太 远 时 ， 
总 会 发 现 它 将 碰 到 某 种 困难 . ape 你 
可 能 意识 到 ,由 于 量子 力学 效应 ,使 得 全 部 经 典 物理 学 都 失败 了 . 经 典 力学 是 一 种 在 数学 上 
协调 一 致 的 理论 , 它 只 是 与 经 验 不 符 而 已 . 然而 ,很 有 趣 ， 电磁 学 的 经 典 理论 就 其 本 身 而 言 已 
经 是 一 种 不 能 令 人 满意 的 理论 . 有 一 些 困难 与 麦克 斯 韦 理论 的 概念 联系 在 一 起 ,但 这 困难 却 
不 是 量子 力学 所 能 解决 或 与 之 直接 有 关 的 . 你 可 能 会 说 :“ 为 这些 困 难 操心 也 许 没有 什么 用 
处 ,既然 量子 力学 正在 对 电动 力学 定律 进行 修改 ,应 该 等 修正 之 后 再 看 看 还 有 什么 困难 . " 然 
而 , 当 电动 力学 被 结合 到 量子 力学 时 ,那些 困难 却 依然 存在 . 因此 ,现在 来 考察 这 些 困难 到 底 
是 什么 并 不 是 浪费 时 间 . 何况 ,这 些 困难 还 有 巨大 的 历史 价值 . 此 外 ,从 能 够 跟踪 理论 足够 远 


当 把 电磁 理论 应 用 于 电子 或 其 他 带电 粒子 时 ,我 们 所 谈论 的 困难 与 电磁 动量 和 能 量 的 
概念 有 关 . 结构 单一 的 带电 粒子 和 电磁 场 的 概念 在 有 些 方面 是 互相 矛盾 的 . 为 了 描述 这 些 困 
难 , 我 们 从 做 一 些 能 量 和 动量 概念 方面 的 练习 开始 , 

首先 ,将 计算 一 个 带电 粒子 的 能 量 . 假设 采取 一 个 简单 的 电子 模型 ,其 中 全 部 电荷 9 都 
均匀 分 布 在 一 个 半径 为 a 的 球面 上 ,对 于 点 电荷 的 特殊 情况 ,a 可 取 为 零 . 现在 让 我 们 计算 
电磁 场 中 的 能 量 . 如 果 该 电荷 静止 不 动 ,就 不 会 有 磁场 , 则 每 单位 体积 的 能 量 正比 于 电场 的 
平方 . 电场 的 大 小 为 g/(4xcor?) ,其 能 量 密度 即 是 


u= LF 一 
2 


d= 
32r2eoz 


要 获得 总 能 量 ,就 得 将 这 个 密度 对 全 部 空间 积分 . 利用 体积 元 4xr?dr, 我 们 把 Uw 称 为 总 能 
量 , 它 为 
2 
Ug = | 了 
这 很 容易 积 出 . 由 于 下 限 为 a 而 上 限 为 ce ,因而 


圭 丰 -二 . 
Ve (28. 1) 
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如 果 用 电子 电荷 9. 来 代替 9 而 用 符号 e? 来 代替 q?A(4xeo), 则 
le 
2 
这 全 都 很 好 ,直到 对 于 一 个 点 电荷 我 们 令 a 趋 于 零 一 一 才 存 在 巨大 困难 . 由 于 场 的 能 量 密度 
与 离 中 心 距离 的 四 次 短 成 反比 ,所 以 它 的 体积 分 为 无 限 大 . 在 一 个 点 电荷 的 周围 的 场 中 竟 有 
无 限 大 的 能 量 , 

一 个 无 限 大 能 量 有 什么 不 妥 之 处 呢 ? 如 果 能 量 不 能 跑 出 去 ,而 必定 永远 保持 在 那里 , 则 
一 个 无 限 大 能 量 是 否 会 带 来 任何 真正 的 困难 ? 当然 ,出 现 无 限 大 的 量 可 能 会 使 人 烦躁 不 安 ， 
但 真正 要 紧 的 却 是 究竟 有 无 任何 可 观测 得 到 的 物理 效应 . 为 回答 这 一 问题 ,我们 应 当 转 到 能 
量 以 外 的 其 他 事情 上 去 . 假定 我 们 问 起 当 移 动 电荷 时 能 量 怎样 变化 . 那 时 ,如 果 变 化 为 无 限 
大 , 则 我 们 便 将 陷入 困难 之 中 了 . 


Uw = (28. 2) 


$ 28-2 运动 电荷 场 的 动量 


设想 一 个 电子 以 匀速 通过 空间 ,暂时 假定 这 速度 比 光 速 要 慢 . 与 这 个 运动 电子 相 联系 的 
是 有 一 动量 一 一 即使 电子 在 带电 之 前 没有 质量 一 一 由 电磁 场 中 的 动量 引起 . 我 们 能 够 证 明 ， 
这 个 场 动量 是 在 电荷 速度 v 的 方向 上 ,而 且 对 于 小 的 速度 米 说 它 与 wv 成 正比 . 在 与 电荷 中 心 
的 距离 为 +\ 与 运动 路 线 成 角度 96 的 P 点 处 (参见 图 28-1) 电 场 是 径 向 的 ,而 且 正如 我 们 业已 
知道 的 那样 ,磁场 为 vxX E/c?. 根据 式 (27. 21) 和 (27. 15) ,动量 密度 为 


= woE > B. 
它 斜 对 着 运动 路 线 ,如 图 中 所 示 , 并 具有 大 小 


_ 


rsing 


图 28-1 一 个 正 电 子 的 场 E, B 及 其 动量 密度 g. 对 图 28-2 用 来 计算 场 动量 的 体积 元 2rrzsin gdbgdr 
于 负电 子 ,E 和 B 都 倒转 方向 ,但 8 的 方向 仍 不 变 


这 些 场 对 于 运动 路 线 是 对 称 的 ,因而 当 我 们 对 整个 空间 积分 时 ,那些 横向 分 量 加 起 来 就 
会 等 于 零 , 结 果 给 出 一 个 平行 于 v 的 合 动量 . 在 这 个 方向 上 g 的 分 量 为 gsin 9, 我 们 必须 对 
它 在 全 部 空间 进行 积分 . 取 一 个 其 平面 垂直 于 v 的 圆 环 作为 体积 元 ,如 图 28-2 所 示 . 它 的 体 
积 为 2xr?sin gdrdb, 于 是 总 动量 为 
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大 二 | PE sintg2nr’ sin bdgdr 
由 寺 E 与 9 无 关 ( 对 于 v<c), 所 以 我 们 可 立即 对 9 积分 ,这 个 积分 为 
[simeue =— (1 ~ cos*0)d(cos 0) =— cos 9+ S030. 
由 于 9 积分 的 上 下 限 分 别 为 0 和 7#, 因 而 这 个 9 积分 只 给 出 一 个 因子 4/3, 结 果 
= 经 ?| Eradr, 


这 个 积分 (对 于 v < c) 就 是 刚才 在 求 能 量 时 算出 过 的 , 它 为 9/(16rzd6a) ,因而 


_2 gq vy 
| le 
或 2 
太一 = Ez. (28. 3) 
场 中 的 动 .这 正 是 我 们 应 有 的 粒子 动量 ,粒子 的 质量 就 等 于 
前 面 的 系数 . 因此 ,我 们 可 把 这 一 系数 叫 作 电磁 质量 ms ,并 把 它 写成 
TN 电 碰 一 3 (28. 4) 


$28-3 电磁 质 量 


质量 是 从 哪里 来 的 呢 ? 在 我 们 的 力学 定律 中 就 曾经 假定 每 一 物体 都 带 有 一 种 我 们 称 之 
为 质量 的 东西 一 一 这 也 意味 着 带 有 一 个 正比 于 其 速度 的 动量 . 现在 发 现 ,… 个 带电 粒子 带 有 
正比 于 它 速 度 的 动量 ,这 是 可 以 理解 的 .事实 上 ,也 许 质量 不 过 是 这 种 电动 力学 效应 . 质量 的 
起 源 迄 今 还 未 得 到 解释 . 最 后 在 电动 力学 pene ipsa I 
未 理解 过 的 东西 . 意外 
一 带电 粒子 正 是 由 电磁 影响 才 具 有 正比 于 其 速度 的 动 、 

让 我 们 放 保守 一 些 而 暂且 说 ,存在 两 种 质量 一 一 物体 的 总 动量 可 以 是 机 械 动量 与 电磁 
动量 两 者 之 和 . 机 械 动 量 等 于 机械" 质量 mmw 乘 以 v. 在 一 些 实验 中 ,通过 观察 一 个 粒子 有 
多 少 动量 或 观察 它 在 轨道 各 处 如 何 旋转 来 测量 其 质量 ,我们 正在 测量 的 是 其 总 质量 . 普遍 地 
说 ,动量 等 于 总 质量 (maw 十 mw ) 乘 速度 . 因此 , 凡 观 测 到 的 质量 都 可 能 含有 两 部 分 (或 可 
能 有 更 多 部 分 , 若 我 们 还 包括 其 他 类 型 的 场 的 话 ) :机 械 部 分 加 上 电磁 部 分 . 我 们 明确 知道 有 
一 个 电磁 部 分 ,而 且 对 于 它 已 经 有 一 个 公式 了 . 但 却 有 一 个 令 人 激动 的 可 能 性 , 即 机 械 部 分 
根本 就 不 存在 一 一 质量 全 都 是 电磁 性 质 的 . 

让 我 们 来 看 看 ,要 是 电子 不 具有 机 械 质量 的 话 必须 有 多 大 . 可 以 通过 令 式 (28.4) 中 的 电 
磁 质 量 等 于 所 观测 到 的 电子 质量 me 而 找到 . 我 们 求 得 


e2 


a 一 地 (28. 5) 


MC 
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而 量 ， 
六 一 二 (28. 6) 

称 为 “经 典 电子 半径 ”, 它 的 数值 为 2. 82 X 10-” cm, 约 等 于 一 个 原子 直径 的 十 万 分 之 一 . 

为 什么 要 把 x。 称 为 电子 半径 ,而 不 是 a 呢 ? 因为 我 们 也 可 用 另外 想象 的 电荷 分 布 一 一 
电荷 也 许 会 均匀 分 布 在 一 个 球体 中 ,或 者 也 许 会 像 一 个 模糊 的 球体 那样 闯 涂 出 去 一 一 来 做 
同样 的 计算 . 对 于 任 一 特殊 假定 ,因子 2/3 会 改变 成 某 个 其 他 的 分 数 . 例如 ,对 于 均匀 分 布 在 
一 个 球体 内 的 电荷 ,这 2/3 就 得 由 4/5 代替 . 与 其 去 争辩 哪 一 种 分 布 是 对 的 , 倒 不 如 决定 把 
ro 定义 为 一 种 “ 标 称 ” 半 径 . 然后 ,不同 的 理论 就 可 以 提供 其 所 喜爱 的 系数 ， 

让 我 们 追踪 一 下 关于 质量 的 电磁 理论 . 上 面 的 计算 是 针对 vc 的 ,如 果 进 入 高 速度 ,又 
将 发 生 什么 情况 呢 ? 早期 的 尝试 曾 导致 某 些 混乱 ,但 洛 伦 兹 却 认识 到 在 高 速 情况 带电 球体 
会 收缩 成 一 个 椭 球 ,而 场 则 会 按照 我 们 在 第 26 章 中 对 于 相对 论 性 情况 所 导出 的 式 (26. 6) 和 
(26.7) 改 变 . 如 果 你 对 那 种 情况 下 的 p 进行 积分 , 则 会 发 现 ,对 于 任意 速度 ,动量 被 改变 一 


个 因子 /Vi 一 vi/e; 


人 和 人 -ji Ww 

换 句 话说 ,电磁 质量 与 V1 一 如 Ve 成 反比 地 随 速度 增加 一 一 是 一 项 在 相对 论 问世 之 前 就 已 
做 出 的 发 现 ， 

为 了 确定 粒子 质量 中 有 多 少 质量 是 机 械 性 质 的 以 及 有 多 少 是 电 性 质 的 ,早期 曾 提出 了 
一 些 实验 以 测量 一 个 粒子 的 观测 质量 如 何 会 随 速度 而 改变 . 当时 人 们 相信 , 那 电 的 部 分 才 会 
随 速度 变化 , 而 机 械 部 分 则 不 会 . 可是, 当 那些 实验 正在 进行 之 际 ,理论 家 们 也 仍 在 继续 工 
作 . 不 久之 后 相对 论 发 展 起 来 , 它 提出 不 管 质量 来 源 于 什么 ,全 都 应 当 随 mo/ YM1 一 VV/cr 变 
化 . 式 (28.7) 就 是 质量 与 速度 有 关 理 论 的 起 源 . 

让 我 们 回 到 曾 导致 式 (28. 2) 的 有 关 场 能 的 计算 . 根据 相对 论 , 能 最 U 将 具有 质量 U/c?， 
于 是 式 (28. 2) 说 ,电子 的 场 应 该 具有 质量 


MW (28. 8) 


这 不 同 于 式 (28. 4) 中 的 电磁 质量 mwa. 事实 上 , 若 我 们 只 要 结合 (28. 2) 和 (28.4) 两 式 , 便 可 
写 出 


3 
Ung UAL CL 


这 个 公式 在 相对 论 之 前 就 被 发 现 , 而 当 爱 因 斯 坦 及 其 他 人 开始 认识 到 U = me? 必定 始终 成 
立时 ,就 已 经 存在 巨大 混乱 . 


$ 28-4 电子 作用 于 其 自身 上 的 力 


关于 电磁 质量 的 两 个 公式 闻 的 差异 是 特别 令 人 为 难 的 ,因为 我 们 已 经 小 心地 证 明 过 电 
动力 学 理论 与 相对 性 原理 是 互相 一 致 的 . 但 相对 论 却 毫 无 疑问 地 含有 动量 必定 等 于 能 量 乘 
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以 we 的 意思 . 因此 ,我 们 就 陷于 某 种 困难 之 中 ,必然 是 犯 了 错误 . 虽然 我 们 在 计算 中 从 未 
犯 过 代数 方面 的 失误 ,但 是 可 能 遗漏 了 某 种 东西 . 

在 推导 有 关 能 量 和 动量 的 方程 时 ,我 们 假定 过 一 些 守恒 律 .也 设想 过 把 所 有 的 力 都 考虑 
进去 ,把 任何 由 “ 非 电 ” 机 制 所 做 的 功 与 所 带 的 动量 也 都 包括 进去 . 现在 如 果 有 一 个 带电 球 
体 , 且 电 力 全 都 是 斥 力 , 则 电子 会 趋 于 飞散 状态 . 由 于 这 个 系统 具有 不 稳定 的 力 , 所 以 我 们 可 
能 在 与 能 量 和 动量 有 关 的 规律 中 犯 了 各 种 类 型 的 错误 . 为 了 得 到 一 个 协调 一 致 的 图 像 ,就 必 
须 想 象 有 某 种 东西 把 电子 结合 在 一 起 . 那些 电荷 必须 由 某 种 橡胶 带 一 一 某 种 不 使 电荷 飞散 
的 东西 一 一 束缚 在 一 个 球体 之 内 . 最 早 曾 由 庞 加 莱 指 出 ,这 些 橡胶 带 或 任何 能 把 电子 结合 在 
一 起 的 东西 必须 包括 在 能 量 和 动量 的 计算 之 内 . 为 此 缘故 ,这 一 附加 的 非 电 性 力 才 被 赐 以 一 
个 更 优雅 的 名 字 :“ 庞 加 莱 应 力 ”. 如 果 这 些 附加 力也 包括 在 计算 之 内 , 则 用 两 种 办 法 计算 出 
来 的 质量 也 将 有 所 改变 (在 某 种 意义 上 改变 程度 取决 于 一 些 详细 假定 ) ,而 结果 就 会 与 相对 
论 一 致 . 也 就 是 说 ,从 动量 计算 得 来 的 质量 与 从 能 量 计算 得 来 的 质量 相同 . 然而 ,它们 两 者 都 
各 含有 两 种 贡献 :电磁 质量 和 来 自 庞 加 菜 应 力 方面 的 贡献 . 只 有 当 这 两 方面 相 加 起 来 时 才能 
获得 协调 一 致 的 理论 . 

因此 ,不 可 能 按照 我 们 所 希望 的 方式 得 出 所 有 质量 都 是 电磁 性 质量 的 结论 . 如 果 除 了 电 
动力 学 之 外 别 无 其 他 的 话 , 那 它 就 不 是 一 个 正规 的 理论 . 必须 补充 其 他 某 种 东西 . 不 管 你 称 
作 什么 一 一 “橡胶 带 " 或 是 “ 庞 加 莱 应 力 " 还 是 其 他 什么 一 一 要 构成 这 种 协调 一 致 的 理论 ,在 
自然 界 中 就 必须 存在 其 他 的 力 . 

很 明显 , 当 我 们 不 得 不 把 一 些 力 放 进 电子 内 部 时 ,整个 概念 的 美妙 之 处 就 开始 消失 . 
事情 变 得 十 分 复杂 . 你 可 能 会 问 :那些 应 力 有 多 强 呢 ? 电子 怎样 摇动 呢 ? 它 到 底 会 不 会 
振动 ? 它 的 内 部 特性 如 何 ? 如 此 等 等 . 也 许 有 可 能 电子 的 确 具 有 某 些 复杂 的 内 部 特性 . 
假如 按照 这 些 方向 创立 一 个 电子 理论 ,就 可 能 预言 一 些 像 振 动 模式 那样 的 奇特 性 质 , 而 
这 些 性 质 却 从 未 明显 地 被 观测 到 . 我 们 所 以 说 “明显 地 ”, 是 因为 已 在 自然 界 中 观测 到 大 
量 仍 未 能 形成 观念 的 东西 . 可 能 有 朝 一 日 会 发 现 ,今天 我 们 所 未 能 理解 的 东西 之 一 (比如 
介子 ) 实 际 上 能 够 被 解释 为 庞 加 莱 应 力 的 振动 . 这 似乎 不 合理 ,但 没有 任何 人 能 说 得 准 . 
有 许多 关于 基本 粒子 的 事情 我 们 还 不 了 解 . 不 管 怎样 ,这 一 理论 所 包含 的 复杂 结构 是 不 
受 欢迎 的 ,但 企图 用 电磁 学 理论 来 解释 全 部 质量 的 尝试 一 一 至 少 按 我 们 所 描述 的 那 种 少 
法 一 一 则 已 走 进 了 死胡同 . 

我 们 愿意 稍微 多 想 一 想 , 为 什么 当场 里 的 动量 与 速度 成 正比 时 我 们 就 说 已 有 了 质量 . 
这 很 容易 ! 质量 就 是 在 动量 与 速度 之 间 的 那个 系数 嘛 .但 我 们 也 可 按 另 一 种 方式 来 看 待 
质量 :如 果 为 了 加 速 一 个 粒子 你 得 施 力 ,那么 它 就 具有 质量 . 因此 ,如 果 我 们 稍微 仔细 地 
考察 力 是 从 哪里 来 的 , 则 可 能 对 我 们 的 理解 有 所 帮助 . 你 怎么 会 知道 必须 有 一 个 力 呢 ? 
因为 我 们 已 证 明了 场 的 动量 守恒 定律 . 如 果 你 有 一 个 带电 粒子 并 推动 它 经 历 一 小 段 时 
闻 ,那么 在 电磁 场 中 将 有 一 些 动量 . 动量 必定 已 被 以 某 种 方式 注入 场 中 . 因此 就 必然 会 有 
某 一 个 力 推动 电子 而 使 其 运动 一 一 一 个 除了 需要 克服 机 械 惯性 之 外 的 附加 力 , 即 一 个 由 
于 电磁 相互 作用 引起 的 力 . 同时 必然 有 一 个 反作用 于 “推动 者 "之 上 的 相应 的 力 . 但 究竟 
这 个 力 是 从 哪里 来 的 呢 ? 

图 景 大 抵 就 像 是 这 样 . 我 们 可 以 把 电子 想象 成 一 个 带电 球体 , 当 它 静止 时 ,每 一 部 分 电 
荷 都 将 与 其 他 每 一 部 分 互相 排斥 ,但 力 全 部 都 成 对 地 抵消 掉 , 因 而 并 没有 任何 净 力 存在 [ 见 
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图 28-3(a)]. 不 过 , 当 电 子 正在 加 速 时 ,由 于 事实 上 电磁 影响 从 一 点 传播 至 另 一 点 需要 时 
间 , 所 以 那些 力 就 不 再 平衡 了 . 例如 ,在 图 28-3(b) 中 由 8 那 一 部 分 作用 于 a 那 一 部 分 的 力 
取决 于 在 某 一 较 早 时 刻 的 位 置 ,如 图 中 所 示 . 力 的 大 小 和 方向 都 取决 于 电荷 的 运动 . 如 果 电 
荷 正 在 加 速 , 则 作用 于 电子 各 不 同 部 分 的 力也 许 会 如 图 28-3(c) 所 示 的 那样 . 当 把 所 有 这 些 
力 都 加 起 来 时 ,它们 并 不 互相 抵消 . 对 于 均匀 速度 来 说 它们 就 会 抵消 ,尽管 初 看 起 来 似乎 其 
至 对 于 匀速 运动 这 推迟 作用 也 会 给 出 一 个 非 平衡 力 . 但 结果 是 ,除非 电子 正在 加 速 ,否则 就 
不 存在 净 力 . 在 加 速 的 同时 ,如 果 我 们 考察 电子 的 各 部 分 之 间 的 力 , 则 作用 与 反作用 不 会 严 
格 相等 ,从 而 电子 施 于 本 身 一 个 力 , 该 力 试图 阻碍 其 加 速 . 它 被 自身 所 阻碍 . 


(a) (b) 


图 28-3 由 于 推迟 作用 ,所 以 作用 于 一 个 加 速 电 子 上 的 自力 不 会 等 于 零 (dF 指 作用 于 面 元 da 上 的 力 ; 
中 下 则 指 由 在 面 元 das 上 的 电荷 作用 于 面 元 da。 上 的 力 ) 


要 算出 这 个 自作 用 力 是 可 能 的 ,但 不 那么 容易 ,可 是 在 这 里 我 们 还 不 打算 从 事 这 种 复杂 
的 计算 .我 们 将 告诉 你 们 关于 一 个 相对 不 那么 复杂 的 一 维 一 一 比方 说 沿 z 方向 一 一 运动 的 
那 种 特殊 情况 的 结果 . 这 时 ,自作 用 力 就 可 以 写成 一 个 级 数 . 级 数 的 首 项 依赖 于 加 速度 主 , 第 
二 项 依赖 于 工 , 等 等 “. 结果 得 出 


ea 


8 2 sa De 
=a 一 一 革 志 区 十 7 一 站 十 …， (28.9) 
ac 3 c 


~ 


式 中 a 和 7 都 是 数量 级 为 1 的 数字 系数 . 之 项 的 系数 “取决 于 所 假定 的 电荷 分 布 ,如 果 电 
荷 均匀 分 布 于 一 个 球面 上 , 则 a = 2/3. 因此 就 有 一 项 正比 于 加 速度 , 它 与 电子 的 半径 a 
成 反比 ,而 与 我 们 在 式 (28. 4) 中 所 获得 的 关于 mag 的 数值 完全 相同 . 如 果 所 选 的 电荷 分 
布 不 同 ,因而 “改变 , 则 式 (28. 4) 中 的 分 数 2/3 也 会 按 相 同 的 方式 改变 . 含 交 项 与 所 假定 
的 半径 a 无关 ,因而 也 与 所 假定 的 电荷 分 布 无 关 , 它 的 系数 始终 等 于 2/3. 再 下 一 项 与 半 
径 a 成 正比 ,而 其 系数 y 则 取决 于 电荷 的 分 布 情况 . 你 会 注意 到 ,如 果 我 们 让 电子 半径 a 
趋 于 零 , 则 末 项 (以 及 一 切 更 高 次 项 ) 将 趋 于 零 ;第 二 项 保持 不 变 ;但 那 首 项 一 一 电磁 质 
量 一 一 趋 于 无 限 大 . 而 且 ,我 们 能 够 看 到 ,这 无 限 大 是 由 于 电子 的 一 部 分 作用 于 另 一 部 
分 上 的 力 引 起 的 一 一 由 于 我 们 承认 了 ”点 "电子 可 能 会 作用 于 其 自身 这 件 也 许 是 惟 事 所 
引起 的 . 


* 我 们 是 在 采用 这 么 一 种 记 法 ; z = dz/dt, 主 = 二 中 z/df，Y* 一 dx/dr ,等 等 . 
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$ 28-5 改进 麦克 斯 韦 理论 的 尝试 


现在 我 们 愿意 来 讨论 也 许可 以 将 麦克 斯 韦 的 电动 力学 理论 做 某 种 改进 ,以 便 使 得 电 
子 作为 一 个 简单 点 电荷 的 那 种 概念 能 够 维持 得 住 . 为 此 曾 做 过 许多 种 尝试 ,而 其 中 有 些 
理论 甚至 能 将 事情 安排 得 使 电子 质量 全 都 是 电磁 性 质 的 . 但 所 有 这 些 理论 如 今 却 都 已 消 
声 匿 迹 了 . 要 来 讨论 曾 被 提出 来 的 某 些 可 能 性 一 一 借以 看 看 人 类 智力 中 的 一 些 奋 斗 历 
程 一 一 仍 是 有 意义 的 . 

我 们 是 通过 谈论 一 个 电荷 与 另 一 个 电荷 之 间 的 相互 作用 而 着 手 进 行 我 们 的 电学 理论 
的 . 然后 又 对 这 些 相互 作用 的 电荷 建立 一 种 理论 并 最 后 得 出 场 论 . 我 们 对 此 竟 如 此 相信 ,以 
致 承认 它 所 告诉 的 有 关 电子 中 的 一 部 分 对 另 一 部 分 的 作用 力 . 也 许 整个 困难 就 在 于 电子 根 
本 不 会 对 其 本 身 进行 作用 ,也 许 从 分 开 电子 的 相互 作用 过 渡 到 一 个 电子 与 其 本 身 的 作用 ,这 
概念 外 推 得 太 远 了 . 因此 在 有 些 提出 的 理论 中 ,电子 作用 于 自身 的 可 能 性 给 排除 掉 了 . 于 是 ， 
就 不 再 存在 由 于 自作 用 而 引起 的 那 种 无 限 大 . 并 且 , 也 不 再 有 任何 与 粒子 联系 着 的 电磁 质 
量 . 所 有 质量 都 回 到 机 械 性 质 上 面 ,但 在 这 种 理论 中 仍 有 一 些 新 的 困难 . 

我 们 必须 立即 说 明 ,这 样 的 理论 要 求 对 电磁 场 概念 加 以 修改 . 你 会 记得 ,我 们 开始 时 就 
讲 , 作 用 于 任何 位 置 的 粒子 上 的 力 仅 由 两 个 量 E 和 B 来 确定 . 如 果 我 们 放弃 了 “自作 用 力 ”， 
则 这 一 说 法 可 能 不 再 正确 ,因为 假定 某 处 有 一 电子 , 它 所 受 的 力 并 非 由 总 EE 和 总 B 给 出 ,而 
只 是 由 别 的 电荷 所 产生 的 那些 部 分 EE 和 B 给 出 . 因此 当 计 算 一 个 电荷 受 力作 用 的 情况 时 ， 
我 们 总 得 记 住 ,E 和 B 中 有 多 少 来 自 那个 电荷 ,而 又 有 多 少 来 自 其 他 电荷 . 这 使 得 理论 烦 焉 
得 多 ,但 却 消除 了 那个 无 限 大 的 困难 . 

因此 ,如 果 我 们 乐意 , 便 可 以 说 不 存在 诸如 电子 作用 于 其 本 身 这 种 事情 ,因而 抛弃 了 式 
(28. 9) 中 全 部 的 力 , 然而 这 么 一 来 ,我 们 却 把 小 孩 连同 洗澡 盆 里 的 水 一 起 倒 掉 了 ! 因为 式 
(28.9) 中 的 第 二 项 , 即 含 的 项 ,仍然 是 需要 的 . 这 个 力 处 理 某 种 事情 十 分 确切 . 如 果 你 把 
它 丢 掉 , 你 又 将 陷入 困难 之 中 . 当 我 们 加 速 电 荷 时 , 它 会 辐射 出 电磁 波 , 从 而 损耗 了 能 量 . 因 
此 ,加 速 电荷 , 比 加 速 相 等 质量 的 中 性 物体 ,必然 需要 更 大 的 力 ,否则 能 量 不 会 守恒 . 我们 对 
加 速 粒子 所 做 的 功率 必须 等 于 每 秒 内 由 于 辐射 而 损耗 的 能 量 . 以 前 就 曾 谈论 过 这 种 效 
应 一 一 它 被 称 为 辐射 阻尼 . 不 过 我 们 仍 需 回答 这 样 一 个 问题 :必须 用 做 功 来 抵抗 的 那个 附加 
力 究竟 来 自 何方 ? 当 一 巨大 天 线 正 在 辐射 时 , 力 来 自 天 线 中 的 一 部 分 电流 对 另 一 部 分 电流 
的 影响 .对 于 正在 向 真空 空间 辐射 的 单个 的 加 速 电 子 来 说 , 力 似乎 只 能 从 一 个 地 方 来 一 - 即 
从 电子 的 一 部 分 对 另 一 部 分 的 作用 而 来 . 

我 们 回 到 第 1 卷 第 32 章 中 后 发 现 一 个 振动 电荷 辐射 能 量 的 功率 为 : 


dW_2 
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(28. 10) 


让 我 们 看 看 为 抵抗 式 (28. 9 ) 的 自身 力 而 对 电子 所 做 的 功率 来 说 ,能 够 得 到 些 什 么 . 功 
率 等 于 力 乘 速度 ,或 Fz : 
dW e2 2 


二 (28. 11) 
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第 一 项 与 dz*/di 成 正比 ,因而 恰好 对 应 于 与 电磁 质量 联系 在 一 起 的 动能 到 mu 的 变化 率 . 


第 二 项 可 能 对 应 于 式 (28. 10) 中 的 辐射 功率 ,可 是 它 仍 有 所 不 同 . 差异 来 源 于 这 样 的 事实 , 即 
式 (28. 11) 中 的 那 一 项 是 普遍 正确 的 ,而 式 (28. 10) 却 只 对 振动 电荷 才 正确 .我 们 能 够 证 明 : 
如 果 电 荷 运动 是 周期 性 的 , 则 这 两 者 等 同 . 为 此 ,将 式 (28. 11) 中 的 第 二 项 重新 写成 
S20 
30 dt 
那 不 过 是 一 种 代数 变换 . 如 果 电 子 运动 是 周期 性 的 , 则 zx 这 个 量 会 周期 性 地 回 到 相同 的 值 ， 
因此 若 对 它 的 时 间 微 商 取 平均 便 会 得 到 零 . 然而 ,第 二 项 却 总 是 正 的 ( 它 是 一 个 平方 ) ,因而 
它 的 平均 值 也 是 正 的 . 这 一 项 给 出 了 所 做 的 净 功 ,并 恰好 等 于 式 (28. 10). 

为 了 使 在 辐射 系统 中 的 能 量 守 恒 , 那 个 由 交 所 表示 的 自身 的 力 项 是 必需 的 ,因而 不 能 
把 它 丢 掉 . 事实 上 , 洛 伦 兹 所 取得 的 成 功 之 一 就 是 在 于 证 明 存在 这 种 力 并 且 它 来 自 电子 对 其 
本 身 的 作用 . 我们 必须 相信 电子 对 其 本 身 作用 的 概念 ,并 震 要 含 的 项 . 问题 在 于 如 何 才能 
获得 该 项 ,而 又 不 至 于 同时 得 到 式 (28. 9) 中 的 第 一 项 , 那 是 一 切 困难 之 源 . 我 们 不 懂得 应 该 
怎么 办 才 好 . 你 看 ,经 典 电子 理论 已 经 把 它 自 身 推进 了 困境 . 

为 了 解决 事情 已 有 了 修改 定律 的 若干 种 其 他 尝试 . 由 玻 因 和 因 费 尔 德 建议 的 一 种 办 
法 ,是 用 一 种 复杂 的 方式 来 改变 麦克 斯 韦 方程 组 ,使 其 不 再 是 线性 的 . 这 样 ,电磁 能 量 和 
动量 就 可 以 表现 出 有 限 大 ,但 他 们 所 倡议 的 这 些 规 律 还 预言 了 一 些 从 未 被 观测 到 的 现 
象 . 他 们 的 理论 也 遭遇 到 另 一 种 我 们 将 在 下 面谈 到 的 、 为 避免 上 述 毛病 所 做 的 一 切 尝 试 
所 产生 的 共同 的 困难 . 

下 述 独特 的 可 能 性 是 由 狄 拉克 提出 的 . 他 说 :让 我 们 认为 电子 通过 式 (28. 9) 中 的 第 二 项 
而 不 是 第 一 项 对 本 身 作用 . 然后 他 又 有 一 种 能 消除 其 中 一 项 而 不 消除 另 一 项 的 精巧 计划 . 他 
说 ,看 ! 当 只 取 麦 克 斯 韦 方程 组 的 推迟 波 解 时 我 们 做 过 一 种 特殊 的 假设 ,要 是 代 之 以 取 那 些 
起 前 波 , 就 会 得 到 一 些 别 的 东西 . 关于 自作 用 力 的 公式 应 是 


2 

Bi 

F=a—si 
ac 


2 
(站) 十 训 与 (天 )?， 


十 二 丘 宇 十 7 和 8 定 十 … (28. 12) 
除了 级 数 中 的 第 二 项 和 某 些 更 高 次 项 的 符号 外 ,这 个 式 子 几乎 与 式 (28. 9) 一 样 [从 推迟 波 变 
成 超前 波 不 过 改变 了 推迟 的 符号 ,而 不 难看 出 ,这 相当 于 处 处 都 改变 上 的 符号 . 对 于 式 
(28. 9) 的 唯一 效果 就 是 改变 所 有 奇数 次 的 时 间 微 商 的 符号 ]. 所 以 , 狄 拉克 说 ,让 我 们 建立 一 
个 新 的 法 则 , 即 电子 是 通过 它 所 产生 的 推迟 与 超前 两 种 场 的 差 值 之 一 半 而 作用 于 其 本 身 的 . 
这 样 , 式 (28. 9) 与 (28. 11) 之 差 除 以 2 , 便 是 


下 = 一 公 气 艺 十 更 高 次 项 . 


C 


在 所 有 更 高 次 的 项 中 ,半径 a 仿佛 是 分 子 中 的 某 个 正 次 寡 . 因此, 当 我 们 趋向 点 电荷 的 极限 
时 ,就 只 会 得 到 那么 一 项 一 一 恰恰 是 所 需要 的 . 就 这 样 , 狄 拉克 得 到 了 辐射 阻力 而 不 是 惯性 
力 . 电磁 质量 不 见 了 ,而 经 典 理论 也 得 救 了 一 一 可 是 却 付出 了 关于 自作 用 力 的 任意 假定 的 那 
种 代价 ， 

犹 拉 克 的 附加 假设 的 任意 性 至 少 部 分 地 被 惠 勒 和 费 思 曼 所 排除 ,他 们 提出 了 一 个 更 加 
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奇怪 的 理论 . 他 们 建议 点 电荷 仅 与 其 他 的 电荷 相互 作用 ,但 这 种 相互 作用 一 半 是 通过 超前 波 
而 另 一 半 是 通过 推迟 波 产生 的 . 最 令 人 惊奇 的 是 ,在 大 多 数 场合 下 你 将 不 会 看 到 超前 波 的 任 
何 效应 ,但 它们 却 的 确 具 有 刚好 产生 辐射 作用 力 的 效应 . 该 辐射 阻尼 并 不 是 由 于 电子 对 本 身 
的 作用 ,而 是 由 于 下 述 的 特殊 效应 . 当 一 电子 在 时 刻 t 被 加 速 时 , 它 将 在 较 后 时 刻 
上 一 上 十 re (其 中 为 至 其 他 电荷 的 距离 ) 扬 动 世界 上 所 有 其 他 电荷 ,这 是 由 于 推迟 波 的 作 
用 .但 此 时 别 的 电荷 又 通过 它们 的 超前 波 从 后 面 作用 于 原来 那个 电子 上 ,这 些 波 将 在 等 于 
威 去 r/c 的 让 时刻、 当然 也 就 恰恰 在 +t 时刻 上 到 达 ( 它 们 也 用 其 推迟 波 从 后 面 作用 ,但 那 不 过 
是 对 应 于 正常 的 “反射 " 波 罢了 ). 超前 波 与 推迟 波 的 组 合意 味 着 , 当 一 个 振动 电荷 正在 被 加 
速 时 它 会 感觉 到 来 自 所 有 “将 要 吸收 "其 辐射 波 的 那些 电荷 的 力 . 你 看 在 试图 获得 关于 电子 
的 理论 时 人 们 已 陷入 多 么 严重 的 困难 之 中 ! 

现在 要 来 描述 另 一 种 理论 ,以 表明 当 人 们 碰 到 麻烦 时 会 想 些 什么 . 这 是 由 博 普 提出 的 对 
电动 力学 定律 的 另 一 种 修改 . 你 会 认识 到 ,一 旦 你 决定 要 来 修改 电动 力学 方程 组 时 ,你 可 以 
在 任 一 个 想 要 下 手 的 地 方 开始 . 可 以 改变 关于 电子 的 力 的 定律 ,或 者 改变 麦克 斯 韦 方程 组 
(正如 我 们 在 已 描述 过 的 例子 中 所 见 到 的 ) ,或 者 也 可 在 其 他 某 个 地 方 做 出 改变 . 一 种 可 能 性 
是 去 改变 那些 用 电荷 和 电流 给 出 的 势 的 公式 . 我 们 的 这 些 公式 之 一 已 经 表明 在 某 一 点 的 势 
是 由 较 早 时 刻 在 任何 其 他 点 上 的 电流 (或 电荷 ) 密 度 所 给 出 的 . 应 用 有 关 势 的 四 维 矢 量 符 号 
表示 法 ,可 写成 


A,(l, 1) = 


(2 tO— rl 
| (28. 13) 


dneoc’ riz 
博 普 的 美妙 而 又 简单 的 想法 是 :也 许 困 难 出 在 这 个 积分 里 的 因子 1/r 上 . 假设 我 们 从 此 开 
始 , 即 只 是 通过 假定 在 某 点 上 的 势 取决 于 在 任何 其 他 点 上 的 电荷 密度 作为 该 两 点 间距 离 的 
某 个 函数 ,比如 说 f(r ) 吧 .于 是 ,在 点 (1) 处 的 总 势 就 将 由 j, 乘 以 这 一 函数 而 对 全 部 空间 
的 积分 所 给 出 : 


4.GD) = 3,2) fra)dv. 
这 就 是 一 切 . 既 没有 微分 方程 ,也 没有 其 他 的 东西 . 噢 ,还 有 一 件 事情 .我们 也 要 求 这 结果 应 


该 是 相对 论 性 不 变 的 . 因此 所 谓 “ 距 离 ”, 我 们 应 取 在 时 空中 两 点 间 的 不 变 “ 距 离 ”. 这 一 距离 
的 平方 (在 一 个 无 关 紧 要 的 符号 变化 范围 之 内 ) 为 


Slz = c(t mt)? — ri = C(t) CO— (x 一 2z)2 一 (% CO— y2)’ — (a Rh) 
(28. 14) 
因此 ,对 于 一 个 相对 论 性 不 变 的 理论 来 说 ,我 们 就 应 当 采 取 si 的 大 小 的 某 一 函数 ,或 与 此 相 
同 的 , 即 采取 5 的 某 一 函数 . 因此 博 普 理论 就 是 
AKL, Hs Jil2, 1 )F(s?, )dVedt, (28. 15) 


(当然 ,这 积分 就 应 该 是 对 整个 四 维 体积 di, dzr,dy,dz, 进行 ). 
剩 下 的 一 切 就 是 要 选取 一 个 适当 函数 作为 已 对 于 下 来 说 ,我 们 仅仅 假定 这 么 一 点 一 一 即 
除了 自 变数 接近 于 零 处 都 十 分 微小 一 一 使 得 下 的 曲线 像 图 28-4 所 示 的 那样 . 它 是 一 个 狭 
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窄 钉 形 ,具有 一 个 集中 于 s* = 0 处 的 有 限 面 积 , 我 们 可 以 说 它 的 宽度 约 等 于 ,不妨 粗略 地 
这 样 说 , 当 我 们 计算 点 (1) 的 势 时 ,只 有 当 5 = 


AE) cz 人 一 如 )2 一品 是 在 零点 的 土 a? 之 内 时 那些 点 
(2) 才 能 产生 一 些 可 观 的 效应 . 我 们 可 以 指出 ,这 
点 只 有 对 于 


5 一 cz 人 (一 如 ) 一 器 士 az (28.16) 


这 种 情况 下 才 是 重要 的 . 你 如 果 乐 意 , 还 可 以 使 它 
更 为 数学 化 些 ,但 那 是 我 们 的 想法 . 

现在 假定 a 比 起 像 电动 机 ,发 电机 等 普通 器 
物 的 大 小 来 要 小 得 多 ,以 致 在 正常 问题 中 总 是 


O riz > a. 这 样式 (28. 16) 表 明 , 只 有 在 一 忆 处 于 
(a) 下 列 的 小 范围 内 那些 电荷 才 会 对 式 (28. 15) 的 积 
分 有 所 贡献 : 

rn, 1 c(i 一 如 ) Vr +a A ri2 1 二 所. 

12 
'. 5 由 于 avrla 必 1, 所 以 平方 根 可 近似 为 1 土 

be (b) a:/(2r?, ) , 因而 
图 28-4 用 于 博 普 的 非 局 域 理论 中 并 a? 
的 函数 F(s*) 6 一 ”= 全 (1 土 膏 )= 翌 2ruzc” 


这 有 什么 含义 呢 ? 这 一 结果 表明 ,在 A, 的 积分 中 只 有 与 我 们 要 计算 的 势 所 处 的 时 刻 
i， 相差 为 推迟 时 间 riz/c 一 一 带 有 一 个 只 要 符合 ni; >a 便 可 以 忽略 的 改正 项 一 一 的 那些 时 
刻 tz 才 是 重要 的 . 换 句 话说 , 博 普 的 这 个 理论 在 它 给 出 推迟 波 的 效应 这 一 意义 上 来 说 是 接 
近 麦 克 斯 韦 理 论 的 一 一 只 要 我 们 远离 任何 特定 的 电荷 就 行 . 
事实 上 ,我们 能 够 约略 地 看 出 式 (28. 15) 的 积分 将 给 出 什么 结果 . 如 果 首 先 对 于 4 从 
一 吕 至 十 oo 进行 积分 一 一 保持 ri 固定 不 变 一 一 那么 st; 也 将 从 一 oo 进 至 十 oo. 该 积分 将 全 
部 来 自 以 4 一 mazXc 为 中 心 、 而 在 狭小 宽度 Ab = 2a*/(2rizc) 内 的 那些 ts 的 贡献 . 设 函 数 
F(s) 在 s 二 0 处 具有 值 KK, 则 对 于 的 积分 近似 为 Kj,Azt ,或 
Ka js 
5C rz 


当然 ,还 应 该 取 ts = 4 一 nz/c 时 的 ji 值 , 因而 式 (28. 15) 就 变 成 


A,(1, 1) = Eas es i 
5 mz 
如 果 我 们 挑选 天 = qc/(4xeoa*), 则 正确 地 回 到 了 雪 克 斯 韦 方程 组 的 推迟 势 解 一 一 自动 地 
包含 了 1/r 的 依存 关系 ! 而 这 全 都 来 自 一 个 简单 的 主张 , 即 在 时 空中 某 一 点 的 势 取决 于 在 
时 空中 所 有 其 他 各 点 的 电流 密度 ,不 过 带 有 两 点 间 四 维 距离 的 某 个 狭窄 函数 的 权重 因子 . 这 
一 理论 再 次 预言 电子 的 电磁 质量 为 有 限 大 ,而 能 量 与 质量 之 间 也 具有 正确 的 相对 论 关 系 . 它 
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们 必然 如 此 ,因为 这 理论 从 一 开始 就 是 相对 论 不 变 的 ,而 一 切 似乎 都 是 正确 的 . 

然而 这 一 理论 ,以 及 我 们 所 曾 描 述 过 的 所 有 其 他 各 种 理论 ,都 存在 一 个 基本 缺点 .我 们 
知道 的 一 切 粒子 都 遵循 量子 力学 规律 ,因而 对 电动 力学 的 量子 力学 修正 是 必须 做 的 . 光 的 行 
为 像 光 子 . 它 并 非 百 分 之 百 地 像 麦 克 斯 韦 理论 所 描述 的 那样 . 因此 ,电动 力学 理论 就 必须 改 
变 . 我们 已 经 提出 过 ,为 了 修正 经 典 理论 而 如 此 艰苦 地 工作 也 许 是 白费 时 间 , 因 为 结果 可 能 
是 :在 量子 电动 力学 中 那些 困难 将 消失 或 可 以 按照 其 他 某 种 方式 得 到 解决 可 是 ,这 些 困难 
在 量子 电动 力学 中 却 也 未 被 消除 . 人 们 之 所 以 花 那 么 多 精力 试图 解决 这 些 经 典 困难 ,原因 之 
一 就 是 希望 假如 他 们 能 够 先 解决 这 些 经典 困 难 ,然后 才 去 做 量子 力学 方面 的 修正 , 则 一 切 都 
可 能 被 搞 清楚 .但 在 做 了 量子 力学 的 修正 之 后 麦克 斯 韦 方程 组 仍然 存在 困难 . 

量子 效应 确 会 造成 某 种 变化 一 一 有 关 质 量 的 公式 被 修改 了 ,而 普 朗 克 常 县 出 现 了 一 一 
但 答案 仍然 出 现 无 限 大 ,除非 你 想 办 法 截止 积分 一 一 正如 我 们 过 去 在 ~ = a 处 不 得 不 终止 
经 典 积分 那样 . 而 答案 就 取决 于 你 怎样 去 截断 那些 积分 . 可 惜 我 们 在 这 里 不 能 向 你 们 证 明 这 
些 困难 实际 上 是 基本 相同 的 ,因为 我 们 对 于 量子 力学 理论 迄今 掌握 得 那么 少 ,而 对 于 量子 电 
动力 学 甚至 更 少 . 所 以 你 就 必须 仅仅 相信 我 们 的 话 , 即 麦 克 斯 韦 电 动力 学 的 量子 化 理论 对 于 
一 个 点 电子 来 说 会 给 出 无 限 大 的 质量 . 

然而 ,事实 证 明 ,迄今 从 未 有 人 在 从 任何 一 个 已 经 修改 过 的 理论 造成 一 种 自 洽 的 量子 理 
论 方面 取得 过 成 功 . 玻 恩 和 因 费 尔 德 的 想法 从 没有 满意 地 转变 成 量子 理论 . 狄 拉克 的 或 惠 勤 
和 费 恩 曼 的 关于 超前 和 推迟 波 的 那些 理论 也 从 未 被 转变 成 满意 的 量子 理论 . 博 普 的 理论 同 
样 也 未 曾 被 转变 成 令 人 满意 的 量子 理论 .所 以 今天 ,对 这 一 问题 还 没有 已 知 的 解答 . 我 们 还 
不 懂得 如 何 去 形 成 对 电子 或 对 任 一 个 点 电荷 不 会 产生 出 无 限 大 自 能 的 一 种 协调 一 致 的 理 
论 一 一 包括 量子 力学 . 而 在 同时 ,也 没有 描述 一 个 非 点 电荷 的 令 人 满意 的 理论 . 这 是 一 个 还 
未 得 到 解决 的 问题 . 

当 你 决定 仓促 地 去 做 出 一 个 理论 、 其 中 电子 对 其 本 身 的 作用 完全 被 消除 、 以 致电 磁 质 量 
不 再 具有 任何 意义 ,然后 建造 量子 理论 时 , 那 你 就 应 该 被 警告 说 ,你 一 定 会 陷于 困难 之 中 . 有 
明确 的 实验 证 据 表 明 ,电磁 惯性 是 存在 的 一 二 有 证 据 表 明 ,带电 粒子 的 某 些 质量 的 确 起 源 于 
电磁 性 质 . 

在 较 古 老 的 书本 中 往往 会 说 ,由 于 大 自然 显然 不 会 向 我 们 提供 两 个 粒子 一 一 一 个 是 中 
性 的 而 另 一 个 是 带电 的 ,其 他 方面 则 全 都 相同 一 一 我 们 就 将 永远 不 能 够 说 出 有 多 少 质量 是 
属于 电磁 的 而 有 多 少 质量 是 属于 机 械 的 . 但 结果 弄 清楚 ,大 自然 已 经 足够 仁慈 来 供给 我 们 愉 
恰 就 是 这 样 的 物体 ,以 臻 通过 比较 带电 粒子 的 观测 质量 与 中 性 粒子 的 观测 质量 ,就 能 够 道 出 
是 否 有 电磁 质量 . 例如 ,在 自然 界 中 存在 中 子 和 质子 ,它们 之 间 具 有 巨大 的 相互 作用 力 
核 力 一 一 其 来 源 还 不 清楚 . 然而 ,正如 我 们 已 经 描述 过 的 , 核 力 具有 一 种 引 人 注 目的 性 质 . 就 
核 力 方 面 来 说 ,中 子 与 质子 完全 相同 . 就 我 们 所 能 说 的 ,中 子 与 中 子 、 中 子 与 质子 质子 与 质 
子 间 的 核 为 全 都 相同 ,只 有 那 小 小 的 电磁 力 才 是 不 同 的 . 从 电 方面 说 ,质子 与 中 子 间 的 差别 
有 如 白天 和 黑夜 ,这 恰好 就 是 我 们 所 需要 的 . 我 们 拥有 两 种 粒子 ,从 强 相互 作用 的 观点 看 是 
全 同 的 ,但 从 电 方面 看 则 是 不 同 的 . 而 它们 在 质量 上 存在 一 个 小 差别 . 质子 与 中 子 间 的 质量 
差别 一 一 用 兆 电子 伏 的 单位 来 表示 静 能 mc: 之 差 一 一 约 为 1. 3 MeV , 约 等 于 电子 质量 的 
2.6 倍 .于 是 经 典 理论 会 预言 它们 具有 一 个 约 等 于 经 典 电子 半径 的 1/3 至 1/2、 或 约 为 
10 em 的 半径 . 当然 ,人 们 实际 上 应 该 应 用 量子 理论 ,但 依靠 某 种 奇怪 的 偶然 性 ,所 有 的 常 
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数 一 一 2x 和 j 等 等 一 一 一 起 使 得 量子 理论 给 出 与 经 典 理论 近似 相同 的 半径 . 唯一 的 毛病 是 
符 县 错 了 ! 中 子 比 质子 还 要 重 ， 
表 28-1 粒子 质量 


0 


n( 中 子 ) 
P( 质 子 ) 
rx(r 介子 ) 


K(K 介子 ) 


2( 超 子 ) 


”Am 一 (带电 粒子 的 质量 ) 一 (中 性 粒子 的 质量 ). 


大 自然 还 提供 几 种 别 的 粒子 对 一 一 或 三 重 态 一 一 除了 它们 的 电荷 之 外 其 他 各 方面 的 表 
现 都 完全 相同 . 它们 通过 所 谓 核 力 的 “ 强 ” 相 互 作用 与 质子 和 中 子 发 生 相 互 作用 . 在 这 种 相互 
作用 中 ,给 定 种 类 的 粒子 一 一 比如 说 x 介子 一 一 除了 它们 的 电荷 之 外 在 每 一 方面 的 行为 都 
像 一 个 物体 . 表 28-1 上 给 出 这 些 粒 子 的 一 张 清单 ,包括 对 它们 测定 的 质量 . 那些 带电 的 x 介 
子 一 一 无 论 正 的 或 负 的 一 一 都 具有 139. 6 MeV 的 质量 ,但 中 性 x 介子 较 轻 为 4.6 MeV. 我 
们 相信 ,这 一 质量 差 是 电磁 性 质 的 , 它 可 能 相当 于 一 个 半径 为 3 至 4X10-* cm 的 粒子 . 你 将 
从 表 上 看 到 其 他 粒子 的 质量 差 往往 一 般 大 小 相同 . 

现在 这 些 粒 子 的 大 小 是 可 以 由 其 他 方法 、 诸 如 由 在 高 能 碰 接 中 所 表现 出 来 的 直径 来 测 
定 的 . 因此 ,这 电磁 质量 似乎 一 般 都 与 电磁 理论 相符 ,只 要 在 场 能 的 计算 中 在 用 其 他 方法 得 
到 的 相同 半径 处 截止 积分 . 这 就 是 我 们 为 什么 要 相信 这 些 差 值 确实 代表 了 电磁 质量 的 原因 . 

你 无 疑 会 对 表 中 那些 质量 差 的 不 同 符号 感到 担心 . 弄 清 楚 为 什么 带电 粒子 比 中 性 粒子 
较 重 挺 容易 ,但 像 质 子 和 中 子 那样 的 粒子 ,测量 出 来 的 质量 差 倒 表现 出 相反 的 符号 , 那 又 是 
怎么 一 回 事 呢 ? 响 , 结 果 是 ,这 些 粒子 较为 复杂 ,因而 对 于 它们 电磁 质量 的 计算 就 一 定 要 更 
精细 些 . 例如 ,尽管 中 子 没有 净 电 荷 ,但 在 其 内 部 确 有 一 种 电荷 分 布 一 一 只 是 其 净 电荷 等 于 
零 .事实 上 ,我 们 相信 中 子 至 少 有 时 看 来 像 一 个 被 负 x 介子 “ 云 " 所 包围 着 的 质子 ,如 图 28-5 
所 示 . 尽管 由 于 总 电荷 等 于 零 , 中 子 表现 出 “中 性 " ,但 它 仍然 具有 电磁 能 量 (例如 , 它 具有 磁 
和 矩 ), 因 此 , 若 没 有 其 内 部 结构 的 详尽 理论 ,就 不 容易 讲 出 电磁 质量 差 值 的 符号 来 . 

我 们 在 这 里 只 希望 强调 下 述 几 点 :(1) 电 磁 理 论 预 
言 有 一 种 电磁 质量 存在 ,但 它 这 样 做 时 也 会 莱 到 嘴 哨 
泥 , 因 为 它 不 会 产生 一 个 协调 一 致 的 理论 一 一 而 对 于 量 
子 修正 也 是 如 此 ; (2) 关 于 电磁 质量 的 存在 是 有 实验 依 
据 的 ;而 (3) 所 有 这 些 质量 都 大 体 上 与 电子 的 质量 相同 . 
质子 因此 ,我 们 又 回 到 了 洛 伦 兹 的 原来 想法 一 一 也 许 全 部 电 

eeF 子 质量 纯粹 是 电磁 性 质 的 ,也许 整 个 0. 511 MeV 都 起 源 
图 28-5 “有 时 ,中 子 可 能 作为 一 个 由 “于 电动 力学 . 究竟 是 ,还 是 否 呢 ? 由 于 我 们 还 未 得 到 一 
一 负 x 介子 包围 着 的 质子 而 存在 ” 套 理 论 , 所 以 就 不 可 能 说 出 什么 来 了 . 


一 一 负 w 介 于 
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必须 提起 最 令 人 烦恼 的 另 一 点 信息 . 在 世界 上 还 有 一 种 叫 作 & 介子 的 粒子 ,迄今 我 们 所 
能 说 的 除了 它 的 质量 和 电子 没有 一 点 区 别 . 它 每 一 方面 的 表现 都 很 像 电 子 : 它 能 同 中 微 子 、 
电磁 场 发 生 相 互 作用 ,但 就 是 没有 核 力 . 它 的 行为 丝毫 无 异 于 电子 一 一 至 少 ,没有 什么 事情 
不 能 被 理解 为 仅 由 于 它 的 较 高 质量 (206. 77 倍 电子 质量 ) 的 后 果 . 因此 ,每 当 有 人 最 后 获得 
关于 电子 质量 的 解释 时 ,他 将 对 py 介子 从 何 处 得 到 它 的 质量 感到 困惑 . 为 什么 呢 ? 因为 无 论 
电子 干什么 ,y 介子 总 是 同样 地 干什么 一 一 所 以 质量 理应 表现 相同 . 有 人 坚定 地 相信 这 么 一 
个 观念 , 即 w 介子 与 电子 是 同一 种 粒子 ,而 在 有 关 质 量 的 最 后 理论 中 ,对 质量 的 公式 将 是 一 
个 具有 两 个 根 的 二 次 方程 一 一 每 种 粒子 一 个 根 . 也 有 一 些 人 建议 ,该 公式 将 是 一 个 具有 无 限 
多 个 根 的 超越 方程 ,而 他 们 正在 猜测 :在 这 个 系列 中 其 他 粒子 的 质量 应 该 是 什么 ,以 及 为 什 
么 这 些 粒 子 还 未 曾 被 发 现 . 


$28-6 核 力 场 


我 们 愿意 对 那 一 部 分 非 电磁 性 质 的 核 ( 粒 ) 子 质量 进一步 做 某 些 评述 . 这 另 一 大 部 分 质 
量 究竟 从 哪里 来 的 呢 ? 除了 电动 力 以 外 还 有 别 的 力 一 一 像 核 力 一 一 它们 也 有 本 身 的 场 的 理 
论 ,尽管 没有 人 知道 现行 的 理论 是 否 正确 . 这 些 理论 也 预言 对 核 粒子 提供 与 电磁 质量 相似 的 
质量 项 的 场 能 ,我 们 可 以 把 它 称 为 “x 介子 场 质量 ”. 它 大 概 会 十 分 巨大 ,因为 那些 力 非常 强 ， 
而 这 可 能 就 是 重 粒子 的 质量 起 源 . 但 有 关 介子 场 的 理论 自前 还 处 于 最 初步 的 状态 . 即使 利用 
发 展 得 最 完善 的 电磁 理论 ,我 们 仍然 发 现在 解释 电子 质量 时 难以 获得 成 功 . 至 于 对 介子 理 
论 ,我 们 就 像 在 击 球 手 棒球 场 上 三 击 不 中 而 退 下 场 的 情况 . 

由 于 同 电动 力学 存在 着 有 趣 联 系 ,我 们 将 花 一 点 时 间 来 略 述 介子 理论 . 在 电动 力学 中 ， 
场 可 以 用 满足 下 列 方程 的 一 个 四 维 矢量 来 描述 : 


口 :A, = 源 . 
现在 我 们 已 经 知道 ,一 部 分 场 可 以 被 辐射 出 去 ,因而 可 以 离开 源 而 存在 . 这 部 分 场 就 是 光 的 
光子 ,而 它们 是 由 一 个 无 源 的 微分 方程 描述 的 : 
口 :A, = 0. 
人 们 曾经 议论 说 , 核 力 场 也 应 有 它 自 己 的 “光子 ”一 一 它们 大 概 会 是 x 介子 一 一 而 且 它 们 应 
该 由 一 个 相似 的 微分 方程 来 描述 (由 于 人 类 脑子 的 弱点 ,我 们 不 能 想 出 某 些 真 正 新 的 东西 ， 
因而 才 通 过 与 已 知 的 东西 的 类 比 来 进行 论证 ). 因此 ,介子 方程 式 也 许 就 是 
OD:# = 0,， 
其 中 % 可 能 是 一 个 不 同 的 四 维 矢量 或 也 许 是 一 个 标量 . 结果 证 明 x 介子 没有 偏振 ,所 以 $ 应 
为 标量 . 如 果 采 用 这 一 简单 方程 口 :# = 0, 则 介子 场 应 该 随 着 与 源 间 的 距离 按 1/r 变化 , 正 
如 电场 那样 . 可 是 我 们 知道 , 核 力 具有 短 得 多 的 作用 距离 ,因而 该 简单 方程 式 就 不 适用 . 有 一 
种 办 法 能 够 使 事情 改变 而 又 不 会 破坏 相对 论 不 变性 :我 们 可 以 对 达 朗 贝尔 算 符 加 上 或 减 去 
一 个 常数 乘 以 $. 因此 汤 川 秀 树 就 曾 建 议 , 核 力 场 的 自由 量子 或 许 遵 循 方程 : 
DO:$—y$ = 0, (28. 17) 
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式 中 ye 是 一 常数 一 一 也 就 是 一 个 不 变 的 标量 (由 于 口 * 是 四 维 空 时 中 的 一 个 标量 微分 算 
符 , 所 以 如 果 我 们 对 之 加 上 另 一 个 标量 , 它 的 不 变性 仍然 成 立 ). 

让 我 们 来 看 看 , 当 情 况 不 随时 间 变 化 时 式 (28. 17) 会 给 出 一 个 怎么 样 的 核 力 . 我 们 希望 
有 满足 下 列 方程 的 围绕 着 处 于 原点 的 点 源 的 球 对 称 解 . 


Vi$—p$ 一 0. 
如 果 % 仅 取决 于 ~, 则 我 们 知道 
1 3: 
V28 一 二 了 479) 


因此 有 方程 : 
L(g) -$=0 
或 Br$) = pr$). 
若 把 (r$) 想 象 成 因 变数 量 , 则 这 便 是 我 们 曾经 多 次 见 过 的 一 个 方程. 它 的 解 是 
$= Ketr/r. (28. 18) 
这 一 函数 称 为 汤 川 热 . 对 于 吸引 力 来 说 ,K 为 负数 ,其 大 小 必须 调整 到 与 实验 上 所 观测 到 的 


力 的 强度 相符 . 

核 力 的 汤 川 势 按 指数 因子 衰减 得 比 1/r 更 快 . 
对 于 超过 lw 的 那些 距离 ,这 个 势 一 一 从 而 这 个 
力 一 一 降落 到 零 要 比 1/r 快 得 多 ,如 图 28-6 所 示 . 
核 力 “范围 "要 比 静 电力 “范围 "小 得 多 . 从 实验 上 发 
现 , 核 力 并 不 会 超出 约 10-* cm, 因 而 六 s 105 m '. 

最 后 ,让 我 们 看 看 方程 式 (28. 17) 的 自由 波 
解 . 如 果 将 


多 多 ei(wt 一 必 ) 


代入 式 (28. 17) 中 , 便 得 


2 
w 

一 —k*—y:=0. 
ci - 


图 28-6 汤 川 势 e-"/r, 与 库仑 势 Vr 相 比 较 ”将 频率 与 能 量 、 波 数 与 动量 联系 起 来 , 像 在 第 1 卷 
第 34 章 末尾 我 们 曾经 做 过 的 那样 , 便 可 得 到 


与 一 p= pi i 
上 式 表明 , 汤 川 “光子 "具有 等 于 phe 的 质量 . 如 果 我 们 对 p 采用 核 力 的 观测 范围 的 估计 值 
10”m ' ,结果 质量 为 3 X 10 -5 g 或 170 MeV ,这 近似 等 于 所 观测 到 的 x 介子 质量 . 因此 , 根 
据 与 电动 力学 所 做 的 类 比 ,我 们 会 说 x 介子 就 是 核 力 场 中 的 “光子 ". 但 现在 我 们 已 把 电动 力 
学 的 那些 概念 推广 到 它们 可 能 实际 上 并 不 适用 的 领域 中 去 了 一 一 我 们 已 超过 了 电动 力学 范 
围 而 涉及 到 了 核 力 的 问题 . 


第 29 章 电荷 在 电场 和 磁场 中 的 运动 


$29-1 在 匀 强 电场 或 匀 强 磁场 中 的 运动 


我 们 现在 要 来 描述 一 一 主要 采取 定性 方式 一 一 在 各 种 不 同情 况 下 电荷 的 运动 . 电荷 在 
场 中 运动 的 有 趣 现象 ,大 多 数 都 发 生 于 有 许 许 多 多 电荷 互相 作用 着 的 十 分 复杂 的 情况 下 . 例 
如 , 当 电磁 波 行经 一 块 材料 或 一 团 等 离子 体 时 ,会 有 亿 万 个 电荷 与 该 波 相 互 作用 并 彼此 相互 
作用 . 往 后 我 们 将 进入 这 样 的 问题 ,但 现在 只 希望 讨论 在 给 定 场 中 单个 电荷 的 运动 这 种 简单 
得 多 的 问题 . 这 样 就 可 以 忽略 所 有 其 他 电荷 一 一 当然 除了 存在 于 某 处 的 、 借 以 产生 我 们 将 采 
用 的 场 的 那些 电荷 和 电流 以 外 . 

我 们 大 概 应 当 首 先 询 问 粒子 在 匀 强 电场 中 的 运动 情况 .在 低速 时 ,这 一 种 运动 并 非特 别 有 
趣 , 它 不 过 是 在 电场 方向 做 匀 加 速 运动 . 然而 ,如 果 粒 子 获得 了 足够 多 的 能 量 以 致 成 为 相对 论 
性 的 粒子 ,那么 运动 就 会 变 得 更 加 复杂 . 但 我 们 将 把 这 一 情况 下 的 问题 留 给 你 们 自己 去 解决 . 

其 次 ,考虑 在 没有 电场 的 匀 强 磁场 中 的 运动 . 我 们 已 解决 了 这 个 问题 一 一 其 中 一 个 解 是 
粒子 做 圆周 运动 . 磁力 qr X B 始终 与 运动 方向 成 直角 ,因而 dp/d: 垂直 于 p 并 具有 量 值 
vp/R, 其 中 R 为 贺 的 半径 , 即 


F=gvB 一 加 . 
于 是 该 圆周 的 轨道 半径 为 


R = 在: (29.1) 


B 
> 
那 只 是 一 种 可 能 性 . 如 果 粒 子 还 有 沿 场 方向 | 
的 运动 分 量 , 则 这 个 运动 是 恒定 的 ,因为 在 场 的 方 TF 
向 不 可 能 有 磁力 的 分 量 . 粒子 在 一 匀 强 磁场 中 的 a 
普遍 运动 将 是 一 个 平行 于 B 的 匀速 运动 加 上 一 

个 垂直 于 B 的 圆周 运动 一 -轨道 乃 是 一 条 柱 形 

螺旋 线 (图 29-1). 这 螺旋 线 的 半径 由 式 (29. 1) 给 (a) (b) 

出 ,只 要 我 们 用 垂直 于 场 的 动量 分 量 p, 来 代替 其 。 图 29-1 粒子 在 - 义 强 磁场 中 的 运动 
中 的 p. 


$29-2 动量 分 析 


一 个 匀 强 磁场 往往 被 用 来 制造 一 台 高 能 带电 粒子 的 “动量 分 析 器 "或 “动量 谱 仪 ”假定 
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带电 粒子 在 图 29-2(a) 中 的 A 点 被 射 入 一 匀 强 磁场 ,这 磁场 与 该 图 面 垂直 , 每 个 粒子 将 在 半 
径 正比 于 该 粒子 动量 的 一 个 圆周 上 运动 . 如 果 所 有 
粒子 都 与 场 边缘 正 交 地 进入 场 中 ,那么 它们 将 在 
一 个 离 A 点 距离 为 z 的 地 方 离开 场 ,这 z 值 正比 
于 它们 的 动量 p. 位 于 诸如 某 点 C 的 计数 器 将 只 
能 探测 到 动量 p 二 gBz/2 附近 间隔 Ap 内 的 那 
些 粒子 . 

当然 ,并 不 要 求 粒子 在 它们 被 探测 到 之 前 都 要 
走 过 180", 但 这 种 名 为 “180* 谱 仪 " 却 具 有 一 种 独特 
性 质 , 并 不 一 定 要 求 所 有 粒子 全 都 与 场 的 边缘 成 直 
角 进 入 场 中 .图 29-2(b) 显 示 三 个 粒子 的 轨道 ,它们 
都 拥有 相同 的 动量 ,但 以 不 同 角度 进入 场 中 . 你 看 
到 它们 各 取 不 同 轨道 ,可 是 全 都 在 很 靠近 于 C 点 处 
离开 了 场 . 我 们 说 存在 一 个 “焦点 ". 这 种 聚焦 特性 
有 其 优越 之 处 , 即 在 A 点 有 较 大 角度 的 粒子 也 可 以 
被 接收 到 一 一 虽然 往往 得 强加 上 某 些 限制 ,如 图 中 
所 示 . 对 一 个 较 大 角度 范围 的 接收 经 常 意味 着 较 多 
的 粒子 在 给 定时 间 内 被 计算 了 进去 ,这 就 碱 少 了 对 

pp 给 定 的 测量 所 需 的 时 间 . 
i 通过 变更 磁场 ,或 沿 x 轴 移 动 计数 器 ,或 由 运 

用 许多 个 计数 器 覆盖 = 的 一 个 范围 , 入射 束 的 动量 
“ 谱 "就 可 以 被 测 得 了 [所 谓 * 动 量 谱 "() ,我 们 指 的 是 动量 在 p 与 (p 十 dp) 之 间 的 粒子 数 
为 /(p)dp]. 比方 ,这 样 的 方法 曾 用 来 测定 各 种 原子 核 在 8 衰变 中 的 能 量 分 布 . 

有 许多 其 他 形式 的 动量 谱 仪 , 但 我 们 将 只 描述 具有 特别 大 接收 立体 角 的 那 一 种 . 它 是 以 
如 图 29-1 所 示 的 那 种 在 均匀 强 场 中 的 螺旋 轨道 为 基础 的 . 让 我 们 设想 一 个 柱 面 坐标 系 p， 
9, z, 使 得 z 轴 沿 着 场 的 方向 . 如 果 粒 子 相对 于 z 轴 
以 某 一 角度 a 从 原点 射出 , 则 它 将 沿 方程 为 


p= asinkz,0= bz 


的 螺旋 线 运动 ,其 中 a, b 和 k 都 是 你 可 以 容易 用 p， 
a 和 磁场 B 来 表示 的 参数 . 如 果 对 于 给 定 的 动量 ,但 
对 于 几 个 不 同 起 始 角 , 把 与 轴 的 距离 p 作为 z 的 函 
数 画 成 曲线 , 则 我 们 将 得 到 像 图 29-3 所 示 的 那些 实 
曲线 ( 记 住 这 不 过 是 对 一 条 螺旋 形 轨道 的 投影 ). 当 入 射 方向 与 轴 成 较 大 角度 时 ,o 的 峰值 变 
大 ,但 其 纵向 速度 则 变 小 ,从 而 使 不 同 角度 的 轨道 趋向 于 在 图 的 A 点 附近 形成 一 个 “焦点 ”. 
如 果 我 们 放置 一 个 窄 孔 于 A 处 ,那么 在 一 个 起 始 角 范 围 内 的 粒子 仍然 能 够 全 部 到 达 并 穿 过 
窄 孔 到 达 z 轴 , 在 那里 粒子 可 由 一 个 长 条 形 探 测 器 D 进行 算数 . 

以 较 大 的 动量 但 以 相同 的 角度 从 原点 处 的 源 射 出 的 粒子 ,将 遵循 图 中 所 示 虚 线 轨 道 运 
动 而 不 能 穿 过 A 处 的 窄 孔 . 因此 ,这 台 仪 器 将 选 出 一 个 小 间隔 的 动量 . 与 上 述 第 一 种 谱 仪 相 


图 29-2 匀 强 磁场 ,180 聚焦 的 动量 谱 


图 29-3 一 个 轴 向 场 式 谱 仪 
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比 它 的 优点 是 : 孔 A 以 及 孔 A “都 可 以 做 成 环形 孔 ,以便 使 在 一 个 相当 大 的 立体 角 范 围 内 离 
开 了 源 的 粒子 都 能 够 被 接收 到 . 来自 源 的 大 部 分 
粒子 都 给 应 用 上 了 一 一 对 于 弱 源 或 对 于 十 分 精密 
的 测量 这 都 是 一 个 重要 优点 . 

然而 ,人 们 为 这 个 优点 付出 了 代价 ,因为 这 样 
做 需要 一 个 大 体积 的 匀 强 磁场 ,而 这 往往 仅 对 低 
能 粒子 才 是 切实 可 行 的 . 你 会 记得 ,制造 匀 强 磁场 
的 一 种 办 法 是 在 球面 上 绕 一 个 线圈 ,使 得 其 面 电 
流 密度 正比 于 角度 的 正弦 . 你 也 能 够 证 明 ,这 同样 
的 事情 对 于 一 个 旋转 椭 球 来 说 也 属 正确 . 因此 这 
种 谱 仪 往往 通过 在 一 个 木 ( 或 铝 ) 架 上 绕 一 个 椭 球 图 29-4 每 个 轴线 间隔 Az 中 有 相等 电流 
形 线 图 来 制造 ,所 要 求 的 一 切 就 是 在 每 个 轴线 距 的 椭 球 形 线圈 在 其 内 部 产生 匀 强 磁场 
离间 隔 Az 内 的 电流 都 相同 ,如 图 29-4 所 示 . 


$29-3 静电 透镜 


粒子 聚焦 有 许多 应 用 . 例如 ,在 电视 显像管 中 那些 离开 了 阴极 的 电子 被 聚焦 在 显示 屏 
上 一 一 为 了 形成 一 个 细 斑 . 在 这 种 情况 下 ,人 们 希望 把 所 有 具有 同一 能 量 但 以 不 同 起 始 角 射 
出 来 的 粒子 都 聚集 在 一 小 点 上 . 这 一 问题 就 像 用 透镜 使 光 聚 焦 一 样 ,因而 对 粒子 也 会 做 这 种 
相应 事情 的 器 件 就 也 叫 作 透镜 . 

电子 透镜 的 一 个 例子 简略 如 图 29-5 所 示 . 它 是 一 个 静电 透镜 , 它 的 作用 取决 于 两 相 邻 
电极 间 的 电场 . 其 运用 情况 可 通过 考虑 从 左边 进来 的 平行 电子 束 会 发 生 什么 来 加 以 理解 . 当 
各 电子 到 达 区 域 时 ,它们 会 感受 到 一 个 具有 侧 向 分 量 的 力 而 获得 使 其 弯 向 轴 心 的 某 个 冲 
力 . 你 也 许 会 想到 ,它们 会 在 区 域 获得 一 个 相等 而 相反 的 冲力 ,但 事实 却 不 是 这 样 . 当 电子 
到 达 区 域 时 它们 已 得 到 了 能 量 , 从 而 在 4 区 停留 的 时 间 就 较 短 . 力 还 是 一 样 ,但 时 间 短 些 ， 
冲力 也 就 小 些 了 .在 从 < 区 进 至 区 时 ,就 有 一 净 的 轴 向 冲力 ,因而 电子 会 弯 向 一 个 共同 点 . 
在 离开 了 高 电压 区 之 后 ,这 些 粒 子 又 得 到 指向 轴 心 的 另 一 次 冲击 .在 c 区 的 力 是 向 外 的 而 在 
4 区 的 力 则 是 向 内 的 ,但 粒子 在 后 一 区 域 里 停留 的 时 间 较 长 ,因而 又 再 受到 一 个 净 冲 力 . 对 
于 离 轴 心 不 太 远 的 点 ,通过 透镜 时 的 总 冲力 与 离 轴线 的 距离 成 正比 (你 能 否 看 出 个 什么 原因 


图 29-5 殉 电 透镜 . 这 里 所 示 的 场 线 是 “ 力 线 ”, 也 即 gE 线 
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来 ) ,而 这 正 是 透镜 式 案 焦 所 必要 的 条 件 . 
你 能 够 用 辐 样 的 论据 来 证 明 ,无 论 中 间 电 极 的 电势 相对 于 其 他 两 极 是 正 还 是 负 ,都 会 有 
聚焦 作用 . 这 一 种 类 型 的 静电 透镜 通常 用 于 阴极 射线 管 或 某 些 电子 显微镜 中 . 


$29-4 磁 透 镜 


男 一 种 透镜 一 一 常 出 现在 电子 显微镜 中 一 一 就 是 简略 如 图 29-6 所 示 的 磁 透 镜 , 一 个 柱 
形 对 称 的 电磁 铁 具 有 十 分 尖锐 的 圆 形 尖 极 ,因而 能 在 一 小 区 域 里 产生 一 个 非 均 匀 的 强 磁场 . 
一 些 沿 垂 直方 向 运动 的 电子 在 通过 这 一 区 域 时 给 聚焦 了 . 你 能 够 通过 考察 如 图 29-7 所 示 的 
极 尖 区 域 的 放大 图 像 而 理解 其 机 制 ,考虑 相对 于 轴线 以 某 一 角度 离开 了 源 S 的 a 和 4 两 个 
电子 . 当 电子 a 到 达 场 的 开始 部 分 时 , 它 被 场 的 水 平分 量 所 偏转 以 致 离开 了 你 . 但 这 时 电子 
将 有 一 横向 速度 ,使 得 当 它 经 过 强 的 垂直 方向 场 时 会 得 到 一 个 指向 轴 心 的 冲力 . 它 的 横向 运 
动 当 离开 场 时 便 给 该 磁力 所 消除 ,因而 净 效应 就 是 一 个 朝向 轴 心 的 脉动 加 上 一 个 环绕 轴线 
的 “旋转 ”. 作用 于 粒子 上 上 的 所 有 力 都 与 此 相反 ,因而 它 也 被 朝向 轴 心 偏转 . 在 这 图 中 ,那些 
发 散 出 去 的 电子 都 被 引入 平行 路 径 . 这 作用 就 像 置 一 物体 于 透镜 的 焦点 上 一 样 . 安置 在 上 部 
的 另 一 个 相似 透镜 则 可 用 来 把 这 些 电子 再 聚焦 回 到 一 个 单独 的 点 上 去 ,造成 S 源 的 像 ， 


图 29-6 磁 透 镜 图 29-7 在 磁 透 镜 中 电子 的 运动 


$29-5 电子 显微镜 


你 们 知道 ,电子 显微镜 能 够 “看 见 " 光 学 显微镜 所 无 法 看 到 的 非常 微小 的 物体 .我 们 曾 在 
第 1 卷 第 30 章 中 讨论 过 由 于 透镜 孔径 的 衍射 给 任何 光学 系统 带 来 的 基本 限制 . 如 果 透 镜 孔 
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径 对 源 点 所 张 角度 为 28( 见 图 29-8) , 若 在 源 处 的 两 相 邻 的 圆 点 的 间距 比 


和 一 也 5 

要 小 , 则 不 能 把 它们 看 成 分 开 的 点 , 式 中 4 为 光 的 波长 . 用 最 
优良 的 光学 显微镜 , 设 9 趋 近 90° 的 理论 极限 ,因而 6 约 等 于 
4, 即 约 为 5000 A. 

对 于 电子 显微镜 来 说 这 同一 限制 也 应 该 适用 ,不 过 这 里 
.的 波长 一 一 对 于 50 kV 的 电子 一 一 约 为 0.05 A. 假如 入 们 能 
够 采用 一 个 接近 30" 的 孔径 ,就 应 该 能 看 到 相距 只 有 0.2 的。 图 29-8 显微镜 的 分 辩 本 领 
两 物体 . 由 于 分 子 中 原子 的 典型 间距 为 1 或 2 A, 所 以 我 们 就 受 从 源 点 对 向 的 角 所 限制 
能 拍 得 分 子 的 照片 . 生物 学 会 变 得 较为 容易 ,我 们 将 拥有 关于 
脱氧 核糖 核酸 结构 的 照片 , 那 将 是 多 么 重大 的 一 件 事情 呵 ! 当前 分 子 生物 学 领域 中 大 多 数 
研究 工作 就 是 企图 弄 清楚 复杂 有 机 分 子 的 形状 . 但 愿 我 们 能 够 看 到 这 些 分 子 ! 

可 惜 ,迄今 在 电子 显微镜 中 能 够 获得 的 最 高 分 辨 本 
领 还 只 是 接近 20 A. 原因 是 ,还 没有 人 能 够 设计 出 一 种 
让 (< 一 模 机 不 消 的 像 。 ”具有 大 孔径 的 透镜 . 所 有 一 切 透镜 都 带 有 “球面 像 差 ”， 

那 意 味 着 与 轴 成 大 角度 的 射线 与 近 轴 射 线 有 不 同 的 聚 
焦点 ,如 图 29-9 所 示 . 通过 特殊 技术 ,光学 显微镜 的 透镜 
可 以 造 得 忽略 掉 球面 像 差 ,但 迄今 还 没有 人 能 制 成 避免 
多 透镜 孔径 。” 球面 像 差 的 电子 透镜 . 

事实 上 ,人 们 能 够 证 明 , 我 们 曾经 描述 过 的 任何 静 
电 透 镜 或 磁 透 镜 一 定 会 有 不 可 能 消除 的 球面 像 差 . 这 一 
像 差 一 一 和 衍射 在 一 起 一 一 把 电子 显微镜 的 分 辨 本 领 


源 


限制 在 目前 的 大 小 
s “点 源 我 们 所 提 及 的 那 种 限制 不 适用 于 非 轴 对 称 的 或 在 
二 时 间 上 不 是 恒定 的 那些 电场 和 磁场 . 也 诈 有 朝 一 晶 有 人 


会 想 出 一 种 新 型 的 电子 透镜 , 它 能 够 克服 简单 电子 透镜 
所 固有 的 像 差 , 那 时 我 们 将 能 直接 为 原子 们 拍照 了 . 也 许 会 有 一 天 ,化 学 中 的 化 合 物 将 能 够 
通过 考察 原子 位 置 而 不 是 通过 观察 某 些 沉淀 物 的 颜色 来 加 以 分 析 ! 


$ 29-6 加速器 中 的 导向 场 


在 高 能 粒子 加 速 器 中 磁场 也 被 用 来 产生 特殊 的 粒子 轨道 . 像 回族 加 速 器 和 同步 加 速 
器 那 一 类 机 器 ,会 使 粒子 反复 经 过 强 电场 而 把 它 加 速 至 高 能 . 粒子 被 磁场 保持 在 它们 的 
循环 轨道 中 . 

我 们 已 经 见 到 ,在 匀 强 磁场 中 的 粒子 将 在 圆周 轨道 上 运动 . 然而 ,这 仅 对 于 完全 均匀 的 
场 才 正确 . 试 设想 一 个 在 很 大 范围 几乎 均匀 、 但 在 某 一 区 域 里 会 稍微 强 于 其 他 区 域 里 的 B 
场 . 若 把 一 个 动量 为 p 的 粒子 放置 在 这 个 场 中 , 它 便 将 在 一 个 几乎 圆 形 的 轨道 内 运动 ,其 半 
径 为 R= p/(qB). 然而 ,在 场 较 强 的 区 域 里 这 轨道 的 曲率 半径 稍微 小 点 . 轨道 不 是 一 个 闭 
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合 圆周 , 它 但 将 在 场 中 "漫步 ,如 图 29-10 所 示 . 如 果 我 们 乐意 的 话 ,可 以 认为 场 里 的 这 个 小 


这 里 磁场 较 强 


图 29-10 在 一 个 稍微 非 均匀 的 磁场 中 
粒子 的 运动 


“误差 "产生 了 一 个 附加 的 角度 冲击 , 它 把 粒子 送 上 
一 个 新 的 轨道 . 如 果 粒 子 要 在 加 速 器 中 绕 行 几 兆 个 
图 , 则 某 一 种 能 倾向 于 保持 各 轨道 靠近 某 一 设计 轨 
道 的 “ 径 向 聚焦 "是 必需 的 . 

对 于 一 个 匀 强 场 来 说 , 另 一 种 困难 是 粒子 不 会 
保持 在 一 个 平面 内 . 如 果 它 们 以 一 微小 角度 开 
始 一 一 或 通过 场 中 的 任 一 微小 误差 给 予 了 一 个 小 角 
度 一 一 它们 便 将 跑 一 个 螺旋 路 线 而 最 终 会 疤 进 磁极 
或 到 达 真 空 室 里 的 天 花 板 或 地 板 上 . 必须 做 出 某 种 
安排 来 避免 这 种 垂直 方向 的 漂移 , 场 必须 同时 提供 
“垂直 方向 聚焦 "和 径 向 聚焦 ， 

最 初 ,人 们 会 猜测 到 ,可 以 通过 制造 一 个 磁场 来 


提供 这 种 径 向 聚焦 ,而 该 磁场 随 着 与 设计 路 线 中 心 的 距离 的 增 大 而 增强 . 于 是 , 若 有 一 粒子 
跑 到 较 大 的 半径 上 去 , 它 便 将 处 于 较 强 的 磁场 之 中 而 被 弯 回 到 其 正确 的 半径 上 来 . 如 果 它 跑 
到 了 一 个 太 小 的 半径 , 则 弯曲 程度 将 变 小 ,因而 又 会 朝 设 计 的 半径 返回 . 一 个 粒子 ,一旦 相对 
该 理想 圆周 以 某 个 角度 开始 运动 , 便 将 在 该 理想 圆周 轨道 上 左右 摇摆 ,如 图 29-11 所 示 . 这 


种 径 向 聚焦 作用 会 把 粒子 保持 在 该 圆周 


圆周 轨道 


图 29-11 在 一 个 具有 大 的 正和 斜率 的 
磁场 中 粒子 的 径 向 运动 


实际 上 ,即使 使 用 相反 的 磁场 斜率 ， 
增 大 不 会 快 过 粒子 与 场 中 心 的 距离 的 增 


路 径 附 近 . 


图 29-12 在 一 个 具有 小 的 负 和 斜率 的 
磁场 中 粒子 的 径 向 运动 


也 仍 会 有 某 种 径 向 聚焦 作用 . 只 要 轨道 曲率 半径 的 
大 ,这 种 聚焦 作用 就 可 能 发 生 . 粒子 的 轨道 将 会 如 图 


29-12 所 示 . 然而 ,车 场 的 梯度 太 大 , 则 轨道 将 不 会 回 到 设计 半径 上 来 ,而 向 内 旋 入 或 向 外 旋 


出 ,如 图 29-13 所 示 . 
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我 们 通常 用 “相对 梯度 ”或 场 指 数 来 描述 场 的 斜率 : 


_ dB/B 
dr/r 


如 果 这 个 相对 梯度 大 于 一 1, 则 导向 场 就 能 提供 径 向 聚焦 . 


(29. 2) 


至 轨道 中 心 _ De 
中 间 轨 道 
N 
图 29-13 在 一 个 具有 大 的 负 斜 率 的 图 29-14 从 一 个 垂直 于 轨道 的 截面 
磁场 中 粒子 的 径 向 运动 上 来 看 一 个 垂直 方向 的 导向 场 


一 个 径 向 的 场 梯度 也 将 对 粒子 产生 垂直 方向 的 力 . 假设 有 一 个 靠近 轨道 中 心 处 较 强 而 
在 外 面 较 弱 的 场 ,那么 垂直 于 轨道 的 、 磁 体 的 垂直 方向 截面 也 许 会 如 图 29-14 所 示 ( 对 于 质 
子 来 说 ,它们 的 轨道 应 该 是 从 页 面 出 来 ). 如 果 左 边 的 场 比 右边 的 较 强 , 则 磁场 线 必然 如 图 所 
示 的 那样 弯曲 .通过 应 用 自由 空间 里 B 的 环流 等 于 零 的 规律 ,我 们 可 以 明白 情况 必然 会 是 
这 样 . 若 我 们 选取 如 图 所 示 的 那些 坐标 , 则 


(29. 3) 


由 于 已 假定 9B./9z 是 负 的 ,所 以 就 必然 存在 一 个 相等 的 9B,/3z. 如 果 轨 道 的 “ 标 称 " 平 面 是 
一 个 B. = 0 处 的 对 称 平面 , 则 径 向 分 量 B; 在 这 一 个 平面 之 上 为 负 而 在 其 下 为 正 , 场 线 就 必 
须 弯 曲 成 如 图 所 示 的 那个 样子 . 

像 这 样 的 一 个 场 将 具有 垂直 方向 的 诊 焦 特性 . 试想 象 一 个 质子 正在 与 中 间 轨 道 近 平平 
行 但 却 在 其 上 面 运 动 ,B 的 水 平分 量 将 对 它 施 一 向 下 的 力 . 如 果 质 子 是 在 该 中 间 轨 道 之 下 运 
动 , 则 力 会 颠倒 过 来 . 因此 ,就 有 一 个 朝向 该 中 间 轨 道 的 “恢复 力 ”. 根据 我 们 的 论证 ,将 有 一 
个 垂直 方向 的 聚焦 作用 ,只 要 该 重 直 方向 场 随 半 径 的 增 大 而 减 小 . 但 如 果 这 个 场 的 梯度 为 
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正 , 则 将 有 一 “垂直 方向 的 去 焦 " 作 用 . 因此 ,对 于 垂直 方向 聚焦 来 说 ,该 场 指数 ”必须 小 于 
零 . 上 面 我 们 已 求 得 对 于 径 向 聚焦 ”必须 大 于 一 1, 这 两 个 条 件 结合 在 一 起 就 给 出 总 条 件 


一 1 天 ?< 0， 


若 要 把 粒子 维持 在 稳定 的 轨道 上 , 则 要 满足 上 述 条 件 . 在 回旋 加 速 器 中 , 常 采用 非常 接近 于 
零 的 ” 值 , 而 在 电子 回旋 加 速 器 和 同步 加 速 器 中 , 则 一 般 采 用 ”= 一 0.6 的 数值 . 


$ 29-7 交 变 梯度 聚焦 法 


像 这 么 小 的 nn 值 只 会 给 出 相当 “ 弱 ” 的 聚焦 作用 . 很 清楚 ,一 个 有 效 得 多 的 径 向 聚焦 作用 
应 该 由 一 个 大 的 正 梯 度 (n 污 1) 来 提供 ,但 这 时 甜 直方 向 力 就 将 产生 一 个 强大 的 去 焦作 用 . 同 
理 ,大 的 负 和 斜率 (n<< 一 1) 会 给 出 一 个 较 强 的 垂直 方向 力 , 但 却 会 引起 径 向 的 去 焦作 用 . 然而 ， 
约 十 年 前 就 已 经 认识 到 ,在 强 聚 焦 与 强 去 焦 之 间 的 交 变 力 仍然 能 够 产生 一 个 净 的 聚焦 力 . 

为 解释 交 变 梯度 聚焦 法 是 如 何 起 作用 的 ,我 们 将 首先 描述 一 个 四 极 透 镜 的 工作 情况 , 它 
以 上 述 相同 的 原理 为 基础 . 试 设想 一 个 匀 负 磁场 加 于 图 29-14 中 的 场 上 ,使 其 强度 调整 至 在 
轨道 处 的 场 为 零 . 合成 的 场 一 一 对 于 与 中 立 点 间 的 小 位 移 来 说 一 一 会 像 图 29-15 所 示 的 场 . 
这 样 一 种 四 极 磁体 称 为 “四 极 透镜 ”. 一 个 在 中 点 之 左 或 右 ( 从 读者 一 边 看 ) 进 入 场 内 的 正 粒 
子 会 被 推 回 中 心 . 如 果 这 个 粒子 是 在 上 面 或 下 面 进 入 的 , 则 将 被 从 中 点 推 开 . 这 是 一 个 平行 
方向 的 聚焦 透镜 . 如 果 水 平 梯度 被 反 向 一 一 正如 可 通过 变换 所 有 磁极 的 极 性 而 做 到 的 那 
样 一 一 则 所 有 力 的 符号 都 将 反 号 ,因而 我 们 就 有 一 个 垂直 方向 的 聚焦 透镜 ,如 图 29-16 所 
示 . 对 于 这 样 一 种 透镜 , 场 强 一 一 因而 焦 聚 力 一 一 会 随 着 离 轴 的 透镜 距离 线性 地 增 大 . 


2 三、 


图 29-15 水 平方 向 聚焦 的 四 极 透镜 图 29-16 季 直 方向 聚焦 的 四 极 透镜 


现在 设想 有 两 个 这 样 的 透镜 串联 安放 着 . 若 一 粒子 从 与 轴 心 有 某 个 水 平 位 移 的 地 方 
进入 场 中 ,如 图 29-17(a) 所 示 , 则 它 在 第 一 个 透镜 中 将 被 朝 轴 的 方向 偏转 . 当 抵达 第 二 个 
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透镜 时 , 它 距 离 轴 已 较 近 ,因而 向 外 的 力 较 小 ,向 外 的 偏转 也 就 较 小 . 所 以 有 一 个 朝 轴 向 
的 净 弯 曲 ,平均 效应 是 水 平方 向 的 聚焦 作用 . 另 一 方面 , 若 我 们 考察 一 个 在 进 场 时 在 垂直 
方向 上 就 离开 轴 的 粒子 , 则 其 路 径 将 如 图 29-17(b) 所 示 . 该 粒子 初时 被 偏转 以 致 离开 轴 ， 
但 之 后 在 较 大 位 移 时 到 达 那 第 二 个 透镜 ,在 那里 它 会 感觉 到 一 个 较 强大 的 力 ,因而 被 次 
向 轴 . 净 效 应 再 次 为 聚焦 作用 . 这 样 一 对 四 极 透 镜 独 立地 对 于 水 平方 向 和 垂直 方向 的 运 
动 起 作用 一 一 十 分 像 一 个 光学 透镜 . 四 极 透镜 被 用 来 形成 并 控制 粒子 束 ,与 光学 透镜 用 于 
控制 光束 的 方法 十 分 相似 . 

还 应 该 指出 ,一 个 交 变 梯度 系统 并 不 总 会 产生 聚焦 作用 . 如 果 梯 度 太 大 (相对 于 粒子 动 
量 或 两 透镜 的 间隔 来 说 ) , 则 净 效应 可 能 是 一 个 去 焦作 用 . 你 若 设想 图 29-17 那 两 个 透镜 的 
距离 增 大 了 三 或 四 倍 ,就 会 看 清楚 这 种 作用 可 能 是 怎样 发 生 的 了 . 

现在 就 让 我 们 回 到 同步 加 速 器 的 导向 磁体 上 来 . 可 以 认为 , 它 由 释 加 了 均匀 场 的 “ 正 ”、 
“ 负 ” 透 镜 交 蔡 序列 构成 的 . 平均 来 说 匀 强 磁场 用 来 把 粒子 弯曲 成 一 个 水 平 圆 周 (对 于 垂直 方 
向 运动 不 起 作用 ) ,而 该 交 透 镜 组 对 任何 也 许 已 走 错 了 路 的 粒子 会 起 作用 
(在 平均 上 ) 推 向 中 间 轨 道上 去 . 


始终 把 它们 


离开 轴 的 

水 平方 向 位 移 
4 距离 

水 平方 向 雍 焦 场 水 平方 向 去 您 声 
(a) 

离开 轴 的 

垂直 方向 位 移 
0 

是 离 


垂直 方向 去 焦 场 垂直 方向 栾 焦 场 
(b) 
图 29-17 利用 一 对 四 极 透镜 而 得 到 的 水 平方 向 聚焦 和 图 29-18 一 副 配 有 振动 轴 的 摆 , 可 以 使 位 
垂直 方向 聚焦 于 轴 上 的 摆 锤 有 一 个 稳定 位 甸 


有 一 套 漂亮 的 机 械 模拟 器 ,可 以 用 来 演示 在 “聚焦 " 力 与 “去 焦 " 力 之 间 交 蔡 变 换 着 的 力 
能 够 产生 一 个 净 的 “聚焦 "效应 . 试想 象 一 副 机 械 摆 , 它 含有 一 根 末端 装 有 重 物 的 坚固 棱 , 该 
棒 悬 挂 在 一 个 被 安排 好 的 轴 上 , 轴 由 一 部 电动 机 驱动 着 的 曲柄 带动 而 使 其 迅速 做 上 下 振动 . 
像 这 样 的 摆 会 有 两 个 平衡 位 置 , 除 了 正常 的 下 垂 悬 挂 位 置 外 ,该 摆 还 有 一 个 “向 上 悬挂 "着 的 
平衡 位 置 一 一 摆 锤 高 居于 轴 上 ! 这 样 的 摆 如 图 29-18 所 示 . 
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通过 下 述 论 证 我 们 能 够 看 出 轴 的 垂直 方向 运动 相当 于 一 个 交 变 聚焦 力 . 当 轴 向 下 加 速 


图 29-19 轴 的 向 下 加 速 会 
引起 皖 朝 着 垂直 方向 运动 


时 , 摆 锤 倾向 于 向 内 运动 ,如 图 29-19 所 示 . 当 摆 锤 向 上 加 速 
时 ,这 效应 就 被 反 转 . 促使 摆 锤 恢复 朝向 轴线 的 力 虽 然 在 交替 
变换 着 ,但 其 平均 效应 仍然 是 一 个 朝向 轴线 的 力 . 所 以 这 个 摆 
将 会 围绕 正常 平衡 位 置 正 对 面 的 中 立 位 置 来 回 摆动 . 

当然 ,可 用 一 种 容易 得 多 的 办 法 来 保持 一 副 摆 倒 悬 着 , 那 
就 是 把 它 玫 衡 于 你 的 手指 之 上 ! 不 过 你 还 可 试 一 试 ,在 同一 只 
手指 上 平衡 两 根 互 为 独立 的 棒 ! 或 者 把 你 的 眼睛 掩 闭 着 而 试 
着 平衡 一 根 棒 ! 平衡 含有 对 即将 出 现 的 错误 进行 改正 的 意思 ， 
而 一 般 说 来 ,倘若 同时 有 几 件 事情 都 发 生 错误 的 话 , 平 衡 是 不 
可 能 的 . 在 一 部 同步 加 速 器 中 有 数 以 亿 计 的 粒子 同时 在 环行 ， 
其 中 每 一 个 都 可 能 从 不 同 的 “误差 出 发 . 我 们 刚才 描述 的 那 种 
案 焦 作用 对 它们 就 都 有 效 . 


$ 29-8 在 交叉 的 电场 和 磁场 中 的 运动 


迄今 为 止 我 们 谈论 了 只 在 电场 或 只 在 磁场 中 的 粒子 . 当 这 两 种 场 同时 存在 时 就 会 有 某 
些 有 趣 的 效应 . 假设 有 一 个 匀 强 磁场 B 和 一 个 电场 E 正 交 . 凡 垂直 于 B 出 发 的 粒子 都 将 沿 
如 图 29-20 所 示 的 曲线 运动 (这 是 一 条 平面 曲线 ,而 
不 是 一 条 螺旋 线 ). 我 们 能 够 定性 地 理解 这 一 运动 . 当 一 一 
(假定 带 正 电 的 ) 粒 子 在 巨 的 方向 运动 时 , 它 会 增加 速 总 


率 , 因 而 被 磁场 弯曲 得 较 小 . 当 其 逆 着 电场 运动 时 , 它 
减少 速率 ,因而 被 磁场 连续 弯曲 得 多 些 . 净 效 应 就 是 
它 有 一 个 沿 EX 8B 方 向 的 平均 “漂移 ”. 


“Or 


事实 上 ,我 们 能 够 证 明 , 上述 运动 是 由 一 个 匀速 


贺 周 运动 合 加 于 一 个 以 速率 w = ELB 进行 着 的 横向 


图 29-20 在 交叉 的 电场 和 磁场 中 一 个 
粒子 的 路 径 


匀速 运动 之 上 的 合 运动 一 -图 29-20 中 的 那 条 轨道 
就 是 一 条 旋 轮 线 . 试想 象 一 个 以 恒定 速率 向 右 运动 的 观察 者 ,在 他 的 参照 系 上 ,我 们 的 磁场 
会 变换 成 一 个 新 的 磁场 再 加 上 一 个 方向 朝 下 的 电场 . 如 果 他 恰巧 具有 正确 的 速率 , 则 他 的 总 
电场 将 为 零 ,因而 他 将 看 到 电子 在 做 圆周 运动 . 因此 ,我 们 所 看 到 的 乃 是 一 个 圆周 运动 加 上 
一 个 以 漂移 速率 v = E/B 进行 的 平 动 . 电子 在 交 义 的 电场 和 磁场 中 的 运动 就 是 磁 控 管 一 一 
即 用 来 产生 微波 能 量 的 振荡 器 一 一 的 基础 . 

关于 在 电场 和 磁场 中 粒子 的 运动 还 有 许多 其 他 的 有 趣 例子 ,诸如 被 捕获 在 范 艾 仑 (Van 
Allen) 带 中 的 电子 和 质子 的 轨道 ,可惜 我 们 这 里 没有 时 间 来 一 一 讨论 . 


第 30 章 ”晶体 的 内 康 儿 何 


§ 30-1 晶体 的 内 其 几何 


我 们 已 经 结束 了 关于 电磁 基本 定律 的 学 习 , 现 在 要 来 学 习 实 物 的 电磁 性 质 了 . 我们 将 从 
描述 固体 一 一 即 晶 体 一 一 开始 . 当 物 质 中 的 原子 运动 得 并 不 太 厉害 时 ,它们 逐渐 粘 在 一 起 并 
把 它们 自己 安排 在 一 个 尽 可 能 低 的 能 量 位 形 中 . 如 果 某 处 的 原子 已 找到 了 一 个 似乎 具有 低 
能 量 的 图 样 ,那么 在 别处 的 原子 大 概 也 会 做 出 同样 的 安排 . 为 了 这 些 缘故 ,在 固体 材料 中 我 
们 就 有 重复 的 原子 图 样 . 

换 句 话说 ,晶体 中 的 情况 是 这 样 的 :晶体 里 某 一 特定 原子 的 周围 环境 具有 某 种 安排 ,而 
倘若 你 在 更 向 前 的 另 一 处 又 看 到 一 个 相同 种 类 的 原子 ,那么 你 将 会 发 现 它 的 环境 与 前 面 的 
完全 相同 . 如 果 你 再 向 前 同样 的 距离 选取 一 个 原子 ,你 将 会 发 现 情况 又 是 完全 相同 . 这 图 样 
将 一 次 又 一 次 地 重复 一 一 这 当然 是 在 三 维 之 中 . 

试想 象 设计 一 张 墙 纸 或 花 布 ,或 平面 上 的 某 种 几何 图 案 一 一 你 假定 将 有 一 个 一 次 又 一 
次 地 重复 着 的 设计 单元 ,以 致 你 可 以 制 成 一 个 任意 大 的 面积 ,这 就 是 将 要 在 三 维 中 求解 的 最 
体 问 题 的 一 个 二 维 类 比 . 例如 ,图 30-1(a) 显 示 一 张 常见 的 糊 墙纸 的 设计 图 样 . 在 图 样 中 有 
一 个 能 够 永远 重复 的 单元 . 若 仅仅 考虑 其 重复 性 质 而 不 理会 花 杀 本 身 的 几何 图 形 或 其 艺术 
价值 , 则 这 种 墙纸 图 样 的 几何 特性 可 用 图 30-1(b) 来 表述 . 你 若 从 任 一 点 出 发 ,使 可 通过 沿 
箭头 1 的 方向 移动 距离 a 而 找到 一 个 对 应 点 . 如 果 沿 另 一 个 箭头 方向 移动 距离 5, 那 么 你 也 
可 获得 一 对 应 点 . 当然 ,还 有 许多 其 他 方向 , 例如 ,你 可 以 从 a 点 至 有 点 而 达到 一 个 对 应 点 ， 
但 这 样 的 一 步 可 认为 是 这 样 两 步 的 组 合 , 即 沿 方向 1 的 一 步 , 接 着 又 沿 方向 2 的 一 步 . 这 个 
图 样 的 一 种 基本 性 质 就 是 可 以 由 达到 邻近 同样 位 置 的 两 个 最 短 步 长 来 描述 . 所 谓 “ 同 样 " 位 
置 我 们 指 的 是 若 你 站 在 其 中 任 一 个 位 置 上 而 晃 望 你 的 周围 ， 你 将 看 到 的 事情 与 你 站 在 另 一 
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(b) 
图 30-1 在 二 维 中 的 一 个 重复 图 样 
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个 位 置 上 所 看 到 的 完全 相同 ,这 就 是 晶体 的 基本 性 质 . 唯一 不 同 在 于 ,晶体 是 一 种 三 维 排 
列 ,而 不 是 二 维 排列 ;而 其 格 点 的 每 个 基 元 自然 就 不 是 那些 花 洒 ,而 是 某 些 原子 一 一 也 许 
是 六 个 氨 原 子 和 二 个 碳 原子 一 一 在 某 个 图 样 中 的 某 种 排列 . 晶体 中 原子 的 图 样 在 实验 上 
可 以 通过 X 射线 衍射 而 找到 . 由 于 以 前 我 们 曾 简短 地 提 到 过 这 种 方法 ,并 且 对 于 大 多 数 
简单 晶体 和 某 些 相当 复杂 的 晶体 来 说 ,它们 的 原子 在 空间 中 的 精确 排列 都 已 经 被 计算 出 
来 ,现在 就 不 再 歼 述 了 . 

晶体 的 内 在 图 样 会 在 不 同方 面 显示 出 来 . 首先 ,原子 在 某 些 方向 的 结合 强度 往往 比 其 他 方 
向 的 要 强 , 这 意味 着 通过 晶体 的 某 些 平 面 会 比 另 一 些 平 面 更 易于 裂 开 ,它们 被 称 为 解 理 面 . 如 
果 你 用 一 小 刀刃 劈 裂 一 块 晶 体 , 它 往往 会 沿 这 样 的 面 破裂 开 来 . 其 次 ,根据 晶体 的 形成 方式 ,其 
内 部 结构 还 往往 表现 在 其 表面 上 . 试想 象 晶 体 正 从 溶液 中 淀 积 出 来 . 有 一 些 原 子 会 在 溶液 里 各 
处 漂浮 ,而 最 后 当 它 们 找到 一 个 能 量 最 低 的 地 方 时 就 淀 积 
下 来 (这 好 像 墙纸 逐渐 制 成 的 情形 , 花 打 到 处 漂浮 ,直到 其 
中 一 水 偶尔 漂 到 一 个 地 方 而 给 逐渐 粘 绊 住 ,之 后 一 个 又 一 
个 花 朱 都 给 粘 住 ,使 得 该 图 样 逐渐 生长 起 来 ). 你 将 体会 
到 ,其 中 一 些 方向 的 生长 速率 与 其 他 方向 的 不 同 ,因而 长 
成 某 种 几何 形状 . 由 于 这 种 效应 ,许多 晶体 的 外 表 就 会 呈 
现 原子 内 部 排列 的 某 些 特征 . 

例如 ,图 30-2(a) 显 示 一 块 典型 石英 晶体 的 形状 , 它 
的 内 部 图 样 为 六 角形 . 如 果 你 仔细 地 考察 这 样 一 块 晶 体 ， 
你 将 会 注意 到 , 它 的 外 表 并 不 会 形成 很 好 的 六 边 形 ,因为 
那些 边 并 非 完 全 等 长 一 一 事实 上 ,它们 往往 很 不 一 敏 . 但 
在 一 个 方面 石英 晶体 却 是 十 分 完美 的 六 边 形 ,两 面 间 所 
形成 之 角 恰 好 是 120 . 很 清楚 , 任 一 个 特定 面 的 大 小 是 生 
长 中 的 一 个 偶发 事件 ,但 角度 却 是 其 内 裹 几何 的 一 种 表 
示 . 所 以 每 一 块 石英 晶体 各 有 其 不 同形 状 ,即使 各 对 应 面 
之 间 的 角度 总 是 相同 的 . 

一 块 毛 化 钠 晶 体 的 内 咎 几何 ,从 其 外 表 形 状 来 看 ,也 
是 很 显然 的 .图 30-2(b) 表 示 一 块 典型 食盐 的 形状 . 这 种 
晶体 不 再 是 理想 立方 体 ,但 其 表面 间 却 严格 互相 垂直 . 

一 种 更 为 复杂 的 晶体 是 云母 , 它 的 形状 示 如 图 
30-2(c) 所 示 . 它 是 一 种 高 度 各 向 异性 的 晶体 ,并 从 这 么 
一 个 事实 就 容易 看 得 出 来 , 即 如 果 你 试图 在 一 个 方向 
(图 中 的 水 平方 向 ) 上 拉 断 它 , 它 表现 出 十 分 坚韧 ,但 在 
男 一 个 方向 (垂直 方向 ) 上 就 很 容易 把 它 拉 裂 开 来 . 它 
常 被 用 来 获得 十 分 坚韧 的 薄片 . 云母 和 石英 是 两 种 含有 
硅 的 天 然 矿物 样品 . 第 三 种 含 硅 矿 物 样品 则 是 石棉 , 它 
具有 这 么 一 种 有 趣 性 质 , 即 在 两 个 方向 上 它 很 容易 被 拉 
图 30-2 天 然 晶 体 :(a) 石 英 ;(b) 氯 天 ,但 在 第 三 个 方向 上 就 不 是 这 样 » 它 表现 为 由 十 分 坚 

化 钠 ;(c) 云 母 韧 的 线 状 纤维 构成 的 ， 
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$ 30-2 晶体 中 的 化 学 键 


晶体 的 机 械 性 质 显然 取决 于 原子 间 化 学 成 键 的 类 型 . 云母 沿 不 同方 向 明显 不 同 的 强度 
取决 于 在 不 同方 向 原子 间 成 键 的 类 型 . 无 疑 ,你 已 经 在 化 学 中 学 到 了 不 同 种 类 的 化 学 键 . 首 
先 ,有 离子 键 ,正如 我 们 对 于 氧化 钠 所 做 过 的 讨论 . 一 般 说 来 , 钠 原子 失去 了 一 个 电子 而 变 成 
正 离子 , 氧 原子 则 获得 了 一 个 电子 而 变 成 负离子 . 这 些 正 离子 和 负离子 给 安排 在 一 个 三 维 的 
棋盘 内 并 由 电力 把 它们 维系 在 一 起 . 

共 价 键 一 一 其 中 电子 为 两 个 原子 所 共有 一 一 更 为 常见 而 且 一 般 非 常 强 . 例如 ,在 金刚 石 
中 , 碳 原子 在 到 其 最 近邻 的 所 有 四 个 方向 上 都 有 共 价 键 , 因 而 这 种 晶体 确实 十 分 坚硬 . 在 石英 
晶体 中 , 硅 与 氧 问 也 有 共 价 成 键 ,但 那里 的 键 实 际 上 只 是 部 分 共 价 . 由 于 不 存在 电子 的 完全 共 
有 性 ,所 以 那些 原子 部 分 带电 ,因而 该 晶体 有 点 是 离子 性 的 了 . 大 自然 并 不 像 我 们 试图 要 它 变 
成 那么 简单 就 那么 简单 ,实际 上 ,在 共 价 键 与 离子 键 之 间 还 有 一 切 可 能 的 (成 键 ) 层 次 . 

糖 晶 体 还 有 另 一 种 成 键 类 型 ,其 中 存在 大 型 分 


子 ,大 型 分 子 中 的 原子 通过 共 价 键 强 有 力 地 结合 

一 起 ,因而 每 个 分 子 就 是 一 个 坚固 的 结构 . 但 由 于 那 
些 强 键 都 已 完全 被 满足 ,所 以 就 只 存在 分 开 的 、 各 个 
分 子 之 间 的 相对 微弱 的 吸引 力 了 . 在 这 种 分 子 晶 体 
中 ,分 子 们 会 保持 它们 单独 的 身分 ,而 其 内 部 排列 也 
许 像 图 30-3 所 示 . 由 于 分 子 间 并 不 彼此 强 有 力 地 互 
相 维系 着 ,这 种 晶体 就 很 容易 破裂 . 它们 与 金刚 石 很 
不 相同 ,后 者 实际 上 是 一 个 巨大 分 子 , 如 果 不 破坏 其 


蜡 是 分 子 晶体 的 另 一 个 例子 . 

分 子 唱 体 的 一 个 极端 例子 存在 于 一 种 像 固 态 氨 的 物质 中 . 这 种 物质 的 原子 之 间 只 有 十 分 微 
弱 的 吸引 力 一 一 每 个 原子 就 是 一 个 完全 饱和 的 单 原子 分 子 . 但 在 非常 低 的 温度 下 , 热 运动 十 分 微 
弱 , 因 而 原子 间 微 小 的 力 就 能 导致 原子 淀 积 成 像 一 堆 紧 密 堆积 起 来 的 球体 那样 整齐 排列 . 

金属 构成 一 类 完全 不 同 的 物质 ,其 成 键 属于 完全 不 同 的 类 型 . 在 金属 中 ,成 键 并 非 在 相 
邻 原子 间 进 行 , 而 是 整个 晶体 的 一 个 炉 性 . 那些 价 电子 并 不 是 附属 于 -- 个 或 一 对 原子 而 是 为 
整个 晶体 所 共有 . 每 一 原子 对 公共 的 电子 海 贡献 出 一 个 电子 ,而 那些 原子 型 的 正 离子 则 驻 留 
在 这 个 负电 子 海里 . 这 个 电子 海 像 某 种 胶 质 一 样 把 离子 结合 在 一 起 . 

在 金属 中 ,由 于 不 存在 任何 特殊 方向 上 的 特别 的 键 , 所 以 在 成 键 中 就 不 会 有 强 有 力 的 方 
向 性 . 然而 ,它们 仍然 是 晶体 ,因为 当 那 些 原子 型 离子 被 安排 成 某 个 确定 的 阵列 时 其 总 能 量 
最 低 一 一 尽管 这 个 优选 排列 的 能 量 往往 不 会 比 其 他 可 能 的 排列 的 能 量 低 得 太 多. 对 于 一 级 
近似 来 说 ,许多 金属 的 原子 就 好 像 是 尽 可 能 紧密 地 堆积 起 来 的 一 堆 小 球 . 


$30-3 晶体 生长 


试想 象 地 球 中 晶体 的 自然 形成 情况 . 在 地 球 表面 存在 着 各 种 各 样 原子 组 成 的 巨大 混合 
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物 , 它 们 不 断 受 到 火山 活动 、 风 和 水 的 搅拌 一 一 不 断 地 被 激 起 运动 及 互相 混合 . 可 是 ,通过 某 
种 方法 , 硅 原 子 逐 渐 开 始 找到 它 的 伙伴 ,并 找到 了 和 氧 原子 ,而 形成 石英 .每 次 当 一 原子 加 进 其 
他 原子 之 中 而 建立 晶体 时 一 一 混合 体 就 变 成 不 混合 了 . 而 在 附近 某 处 , 钠 原子 和 和 氯 原子 又 会 
互相 彼此 找到 而 建立 起 食盐 的 晶体 来 . 

当 晶体 一 旦 开始 形成 ,就 只 允许 一 种 特殊 类 型 的 原子 继续 参加 进去 ,这 是 怎么 回 事 呢 ? 
之 所 以 会 这 样 , 乃 由 于 整个 系统 正在 寻找 最 低 的 可 能 能 量 . 一 块 正在 生长 的 晶体 将 接受 一 个 
新 原子 ,只 要 它 使 得 能 量 尽 可 能 低 . 但 这 块 生长 中 的 晶体 怎么 会 知道 当 一 个 硅 原 子 一 一 或 一 
个 氧 原子 一 一 处 在 某 一 特定 位 置 时 就 会 导致 最 低 的 可 能 能 量 呢 ?这 是 通过 尝试 法 而 做 到 
的 .在 液体 中 ,所 有 原子 都 处 在 永恒 的 运动 之 中 . 每 一 原子 对 其 邻居 每 秒 约 要 碰撞 10* 次 . 如 
果 它 撞 在 生长 晶体 的 正确 位 置 上 ,倘若 能 量 低下 , 那 它 再 跳出 来 的 机 会 就 比较 小 . 在 数 百 万 
年 以 上 的 时 间 中 通过 每 秒 10” 次 连续 不 断 的 尝试 ,原子 们 便 会 在 那些 它们 发 现 能 量 最 低 的 
地 方 逐渐 堆积 起 来 . 最 后 ,它们 生长 成 一 大 块 晶体 . 


$30-4 晶 格 


晶体 中 原子 的 排列 一 一 晶 格 一 一 可 以 取 许 多 种 几何 形态 . 我 们 愿意 先 来 描述 那些 最 简单 
的 晶 格 ,它们 是 大 多 数 金 属 以 及 由 惰性 气体 所 形成 的 固体 的 特征 . 它们 是 能 够 以 两 种 形式 存在 
的 立方 晶 格 :如 图 30-4(a) 所 示 的 体 心 立方 ,与 如 图 30-4(b) 所 示 的 面 心 立方 . 当然 ,图 上 所 示 
的 只 是 晶 格 中 的 一 个 立方 ,你 得 想象 这 种 图 样 在 三 维 中 被 无 限 地 重复 着 . 并 且 , 为 了 使 画面 比 
较 清楚 ,只 表示 了 原子 的 中 心 . 但 在 一 实际 晶体 中 ,原子 更 像 是 互相 接触 着 的 球体 . 图 中 的 实心 
球 和 空心 球 ,一般 说 来 ,可 以 代表 异类 原子 ,也 可 代表 同类 原子 . 例如 , 铁 在 低温 时 具有 体 心 立 
方 晶 格 ,但 在 高 温 时 则 形成 面 心 立方 晶 格 . 在 这 两 种 结晶 形态 中 其 物理 性 质 很 不 相同 . 


反 


(a) 
图 30-4 立方 品 体 的 晶 胞 :(a) 体 心 立方 ;(b) 面 心 立方 


这 样 的 形态 是 怎样 得 来 的 呢 ? 试 设想 你 有 一 个 要 把 球形 原子 堆积 成 尽 可 能 紧密 的 问 
题 . 一 种 办 法 可 能 是 开始 通过 造成 一 个 “六 角 密 堆积 排列 "中 的 一 层 , 如 图 30-5(a) 所 示 . 然 
后 你 就 会 建立 与 第 一 层 相 似 的 第 二 层 , 但 在 水 平方 向 上 作 位 移 , 如 图 30-5(b) 所 示 . 此 后 ,你 
还 可 放 上 第 三 层 . 但 要 注意 ! 安放 第 三 层 有 两 种 显然 不 同 的 方式 . 若 你 通过 放 一 个 原子 于 图 
30-5(b) 的 A 处 而 开始 第 三 层 , 则 这 个 第 三 层 中 的 每 一 原子 就 正好 位 于 底层 的 一 个 原子 之 
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上 . 另 一 方面 ,如 果 你 通过 放 一 个 原子 于 位 置 B 而 开始 第 三 层 , 则 这 个 第 三 层 的 原子 将 恰恰 
被 置 在 由 底层 的 三 个 原子 所 形成 的 三 角形 的 中 心 点 上 方 . 任何 其 他 的 初始 位 置 都 相当 于 A 


或 B, 从 而 就 只 有 这 两 种 安放 第 三 层 的 方式 . 


~ 
、 


图 30-5 建立 一 个 六 角 密 排 点 阵 


如 果 第 三 层 有 一 个 原子 位 于 B 点 , 则 这 种 晶 格 就 是 面 心 立方 


不 过 是 从 一 个 角度 


去 看 . 似乎 很 有 趣 , 本 来 你 是 从 一 个 六 角形 开始 的 ,但 到 头 来 却 得 到 一 个 立方 体 . 可 是 要 


注意 , 若 从 角 隅 去 看 ,一 个 立方 体 就 会 有 六 角形 的 轮廓 . 比 
方 ,图 30-6 就 可 以 代表 一 个 平面 上 的 入 角形 或 一 个 透视 中 
的 立方 体 ! 

如 果 第 三 层 是 通过 把 一 个 原子 放 在 A 点 上 而 亚 加 于 图 
30-5(b) 上 , 则 不 会 有 立方 结构 ,这 个 晶 格 此 时 只 有 六 角 对 
称 , 很 清楚 ,我 们 刚才 所 述 的 这 两 种 可 能 性 都 是 属于 密 堆 积 . 

某 些 金属 一 一 诸如 铀 和 银 一 一 选择 第 一 种 可 能 性 , 即 面 
心 立方 . 其 他 一 一 例如 钼 和 镁 一 一 则 选取 另 一 种 可 能 性 , 它 
们 形成 六 角 晶 体 . 很 明显 ,将 出 现 哪 一 种 晶 格 ,不 能 仅仅 取决 
于 小 球 的 堆积 ,也 必须 部 分 地 由 其 他 因素 确定 . 特别 是 ,这 有 
赖 于 原子 间作 用 力 的 少量 剩余 的 角 依存 关系 (或 对 于 金属 而 
言 , 则 有 赖 于 该 电子 海 的 能 量 ). 你 无 疑 会 在 化 学 课 中 学 到 所 
有 这 些 东 西 . 


$30-5 二 维 对 称 性 


图 30-6 从 一 个 角 上 去 看 ,这 
是 个 六 角形 还 是 个 立方 体 ? 


我 们 现在 愿意 从 内 京 对 称 性 的 观点 来 讨论 晶体 的 某 些 性 质 . 晶体 的 一 个 主要 特点 是 :车 
你 从 某 一 原子 出 发 而 移 过 一 个 晶 格 单位 到 达 一 个 对 应 原子 , 则 你 将 再 处 在 同样 一 种 环境 中 ， 
这 是 基本 命题 . 但 假如 你 是 一 个 原子 ,也 许 还 有 另 一 种 变化 能 够 把 你 再 带 到 同样 一 种 环 
境 一 一 这 就 是 说 ,存在 另 一 种 可 能 的 “对 称 性 ”. 图 30-7(a) 显 示 另 一 种 可 能 的 “墙纸 型 "设计 
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( 虽 则 你 可 能 从 未 见 过 ). 假设 我 们 要 来 比较 A 和 B 两 点 的 环境 . 起 初 , 你 也 许 认 为 它们 彼此 
相同 一 一 但 又 不 完全 相同 . C 和 两 点 与 A 是 等 效 的 ,但 B 点 的 环境 只 有 在 经 过 了 倒转 , 诸 
如 在 镜面 中 的 反射 , 才 会 像 A 的 环境 . 

在 这 一 图 样 中 还 有 其 他 类 型 的 “等 效 "点 .比如 ,点 正和 下 ,除了 一 点 相对 另 一 点 转 过 
90 之 外 ,它们 具有 “相同 "环境 . 这 一 图 样 很 特别 . 环绕 顶点 诸如 A 旋转 90° 或 90" 的 任 一 整 
数 倍 ,会 再 给 出 一 个 完全 相同 的 图 样 . 一 块 具有 这 种 结构 的 晶体 在 其 外 表 看 来 该 有 正方 的 棱 
角 , 但 其 内 部 比 简单 立方 稍微 复杂 . 

现在 已 描述 了 某 些 特殊 例子 ,让 我 们 尝试 算出 晶体 具有 的 一 切 可 能 的 对 称 性 . 首先 ,我 
们 考虑 在 一 个 平面 上 发 生 的 情况 . 一 个 平面 晶 格 可 以 通过 两 个 所 谓 基 矢 来 定义 ,这 两 个 矢 最 
是 从 唱 格 中 的 一 点 指向 两 个 最 邻近 的 等 效 点 的 .图 30-1 中 那 两 个 矢量 1 和 2 就 是 该 晶 格 的 
基 矢 .图 30-7(a) 中 的 a 和 4b 两 矢量 则 是 那 种 图 样 的 基 矢 . 当然 ,我 们 尽 可 以 用 一 a 来 代替 
a ,或 用 一 b 来 代替 4b 的 . 由 于 a 和 4b 的 大 小 相等 并 互相 垂直 ,所 以 90" 角 的 转动 会 将 a 变 成 
b ,并 将 b 变 成 一 2, 这 又 给 出 相同 的 晶 格 . 

我 们 看 到 存在 一 些 具有 “四 次 "对称 性 的 晶 格 ,而 前 面 则 已 描述 了 一 种 密 堆积 排列 , 它 是 
以 具有 六 次 对 称 性 的 六 角形 为 基础 的 . 对 于 图 30-5(a) 中 排列 的 圆圈 ,环绕 任何 一 个 圆心 做 


图 30-7 一 个 高 对 称 性 的 图 样 
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一 个 60" 角 的 转动 将 会 把 该 图 样 转 回 到 原来 样子 . 

还 有 哪些 其 他 类 型 的 转动 对 称 性 呢 ? 比方 ,能 否 有 五 次 或 八 次 转动 对 称 性 呢 ? 很 容易 
看 出 那 是 不 可 能 的 . 多 于 四 次 的 唯一 一 种 对 
称 性 就 是 六 次 对 称 . 首先 ,让 我 们 来 证 明 多 于 AR 
六 次 的 对 称 是 不 可 能 的 . 假设 我 们 试图 想象 
一 种 晶 格 ,其 中 的 两 个 等 长 初 基 矢 做 成 小 于 
60" 的 内 角 , 如 图 30-8(a) 所 示 . 我 们 必须 假 
定 :B 和 C 两 点 各 等 效 于 A, 而 a 和 4b 便 是 从 
A 点 至 其 等 效 邻 点 的 两 个 最 短 矢量 . 但 这 显 
然 是 错误 的 ,因为 在 B 与 C 两 点 间 的 距离 比 
从 其 中 任 一 点 至 A 点 的 距离 还 要 短 . 因此 就 
必定 有 一 个 与 A 点 等 效 的 \ 而 较 B 点 或 C 点 
近 的 邻 点 D. 我 们 本 来 就 应 当选 取 br 作为 我 
们 的 初 基 矢 之 一 ,所 以 两 个 基 矢 所 夹 之 角 必 
然 是 60" 或 更 大 . 八 次 对 称 根本 没有 可 能 . 

关于 五 次 对 称 又 怎么 样 呢 ? 若 我 们 假定 
该 初 基 矢 a 和 b&b 具有 相等 长 度 , 并 且 做 成 一 
个 等 于 2x/5 = 72° 的 角度 , 如 图 30-8(b) 所 
示 , 那 么 在 D 处 也 就 应 有 一 个 等 效 格 点 与 C 。 图 30-8 (a) 多 于 六 次 的 转动 对 称 是 不 可 能 的 ; 
作成 72* 角 . 但 此 时 从 EE 至 DD 的 矢量 b’ 比 b (b) 五 次 转动 对 称 性 也 没有 可 能 
短 , 因 而 b 就 不 是 一 个 初 基 矢 了 ,这 样 五 次 对 
称 就 不 可 能 存在 . 不 至 于 使 我 们 陷入 这 类 困难 中 去 的 可 能 性 只 有 0 = 60", 90° 或 120". 0° 或 
180 显然 也 都 可 能 . 对 上 述 结果 的 一 种 提 法 是 :通过 转动 一 个 整 圈 ( 即 完全 不 变动 )、 半 圈 三 
分 之 一 、 四 分 之 -或 六 分 之 一 图 ,图 样 能 够 保持 不 变 . 而 这 些 就 是 在 一 个 平面 上 所 有 可 能 的 
转动 对 称 性 一 一 总 共有 五 种 . 如 果 9 == 2x/n, 我 们 就 说 这 是 一 个 “n 次 ( 度 )” 对 称 性 . 我们 说 ， 
一 个 n 等 于 4 或 6 的 图 样 比 一 个 n 等 于 1 或 2 的 图 样 具 有 “ 较 高 的 对 称 性 ”. 

回 到 图 30-7(a) ,我 们 看 到 这 个 图 样 具 有 四 次 转动 对 称 性 . 在 图 30-7(b) 中 曾 画 出 一 个 
与 图 (a) 具 有 相同 对 称 性 的 另 一 个 图 样 . 那些 像 逗 点 模样 的 小 图 形 是 用 来 在 每 个 方块 中 定义 
该 图 样 对 称 性 的 一 个 不 对 称 的 东西 . 注意 在 相 邻 方块 中 的 逗 点 都 是 彼此 反 转 的 ,因而 单 胞 比 
每 一 方块 要 大 . 假如 没有 那些 逗 点 ,该 图 样 仍然 会 有 四 次 对 称 , 但 单 胞 就 会 小 些 . 图 30-7 的 
图 样 也 还 有 别 的 对 称 性 . 例如 ,对 任何 虚线 R-R 的 反映 会 再 产生 相同 的 图 样 来 . 

图 30-7 的 图 样 还 有 另 一 类 对 称 性 . 若 该 图 样 对 Y-Y 线 反 映 并 向 右 ( 或 向 左 ) 移 过 一 个 
方块 , 则 我 们 将 得 到 原来 的 图 样 . 这 YY 线 称 为 “ 滑 移 ” 线 . 

这 些 就 是 在 二 维 中 所 有 的 可 能 对 称 性 . 还 有 一 种 空间 对 称 操作 , 它 与 在 二 维 中 的 180” 
转动 等 效 , 但 在 三 维 中 却 是 一 个 很 特殊 的 操作 ,这 就 是 反 演 . 所 谓 反 演 我 们 意 指 从 某 一 原点 
[比方 ,图 30-9(b) 中 的 A 点 ] 做 出 的 位 移 矢 量 R 所 指 的 任 一 点 被 移 至 一 R 的 另 一 点 . 

图 30-9 的 图 样 (a) 通 过 反 演 产生 出 一 个 新 的 图 样 ,但 图 样 (b) 的 反 演 又 再 产生 出 相同 
的 图 样 . 对 于 一 个 二 维 图 样 来 说 (正如 你 可 以 从 图 上 看 出 来 的 ) ,通过 A 点 对 图 样 (b) 的 反 
演 与 环绕 同一 点 做 180 的 转动 等 效 . 然而 ,假设 通过 想象 将 每 一 小 逗 点 都 各 加 上 一 个 从 
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页 面 上 指出 来 的 “箭头 "以 便 使 图 30-9(b) 的 图 样 变 成 个 三 维 的 图 样 . 在 经 历 了 三 维 中 的 
反 演 之 后 ,所 有 的 箭头 都 将 倒 向 ,因而 该 图 样 就 不 会 再 现 . 若 我 们 分 别 用 点 和 叉 来 代表 箭 
头 和 箭 尾 , 则 能 造成 一 个 如 图 30-9(c) 所 示 的 那 种 三 维 图 样 , 它 是 在 反 演 之 下 不 对 称 的 ， 
或 者 造成 一 个 像 图 (d) 所 示 的 图 样 , 那 就 具有 反 演 对 称 性 了 . 注意 ,用 转动 的 任何 组 合 来 
模拟 三 维 中 的 反 演 是 不 可 能 . 


图 30-9 反 演 对 称 性 . 若 把 R 变 成 一 R, 图 样 (b) 将 保持 不 变 ,但 图 样 (a) 却 将 改变 . 在 三 维 中 ， 


图 样 (d) 具 有 反 演 对 称 性 而 图 样 (c) 则 没有 


如 果 我 们 用 刚才 所 描述 的 那些 类 型 的 对 称 操作 来 标志 一 个 图 样 一 一 或 晶 格 一 一 的 “对 
称 性 ” ,那么 结果 弄 清楚 ,对 于 二 维 可 能 有 17 种 不 同 的 图 样 . 我 们 曾 在 图 30-1 中 画 出 一 个 对 
称 性 可 能 最 低 的 图 样 ,而 在 图 30-7 中 又 画 出 一 个 对 称 性 高 的 图 样 . 把 17 种 可 能 图 样 都 画 出 
来 ,作为 游戏 留 给 你 们 . 

在 这 17 种 可 能 的 图 样 中 ,只 有 密 密 几 种 才 被 用 来 制作 墙纸 和 织物 , 那 是 有 点 奇怪 的 . 人 
们 始终 只 看 到 那 三 四 种 基本 图 样 . 这 是 因为 设计 者 缺乏 想象 力 , 还 是 因为 许多 可 能 的 图 样 都 
不 悦目 呢 ? 


$30-6 三 维 对 称 性 


迄今 我 们 所 谈 到 的 都 只 是 有 关 二 维 的 图 样 . 然而 ,我 们 实际 感 兴趣 的 却 是 三 维 中 的 原子 
图 样 . 首先 ,很 明显 的 就 是 一 块 三 维 晶体 将 具备 三 个 基 矢 .于 是 ,如 果 我 们 问 起 在 三 维 中 的 可 
能 的 对 称 操作 , 则 将 发 现 共 有 230 种 不 同 的 可 能 对 称 性 ! 为 了 某 些 目的 ,这 230 种 类 型 还 可 
归纳 成 七 类 ,它们 绘 在 图 30- 10 中 . 那 对 称 最 少 的 一 种 晶 格 称 为 三 斜 类 , 它 的 单 胞 是 平行 六 
面体 . 基 矢 的 长 度 各 不 相同 ,而 它们 间 的 夹 角 也 不 会 有 任何 两 个 相等 ,所 以 没有 任何 转动 或 
反映 对 称 的 可 能 . 然而 ,仍然 有 两 种 可 能 的 对 称 性 一 一 即 通过 对 顶点 的 反 演 能 使 单 胞 改变 或 
不 改变 [在 三 维 中 所 谓 反 演 我 们 的 意思 仍然 是 空间 位 移 R 由 一 R 代替 一 一 换 句 话说 ,就 是 从 
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(z，y，z) 变 成 (一 z， 一 y， 一 z)]. 因 此 ,三 斜 品格 就 只 有 两 种 可 能 的 对 称 性 ,除非 在 那些 基 
矢 之 间 存 在 某 种 特殊 关系 . 例如 ,车 所 有 的 基 矢 长 度 都 相等 SEE 
并 以 相同 角度 分 隔 开 , 则 人 们 便 有 图 中 所 示 的 三 角 晶 格 . 这 
个 图 形 可 以 有 一 个 附加 的 对 称 性 ,通过 对 体内 的 长 对 角 线 9 / / 
的 转动 它 可 以 保持 不 变 . 二 

如 果 其 中 一 个 基 矢 ,比如 说 ec, 垂直 于 其 他 两 个 , 则 我 们 三 
得 到 一 个 单 斜 的 单 胞 . 一 个 新 的 对 称 性 成 为 可 能 一 一 就 是 
围绕 着 c 转 过 180". 六 角 单 胞 是 一 种 其 中 a 和 两 矢量 长 度 
相等 而 其 夹 角 则 为 60" 的 特殊 情况 ,因而 围绕 着 e 所 作 的 
60 ，120 "或 180" 转 动 就 重复 相同 的 最 格 ( 对 于 某 些 内 店 对 
称 性 而 言 ). 

如 果 所 有 三 个 基 矢 都 互 成 直角 ,但 长 度 不 同 , 则 将 得 
到 一 个 正 交 单 胞 . 这 一 图 形 在 环绕 那 三 根 轴 中 任 一 根 轴 转 
过 180 "时 都 是 对 称 的 . 对 于 其 中 三 个 基 矢 都 互相 正 交 而 其 
中 又 有 两 个 彼此 等 长 的 四 方 单 胞 , 则 可 能 有 较 高 级 的 对 称 
性 . 最 后 ,还 有 立方 单 胞 , 那 就 是 所 有 晶体 之 中 对 称 性 最 多 
的 了 . 

全 部 关于 对 称 性 的 这 种 讨论 其 要 点 在 于 晶体 的 内 诸 对 
称 性 ,有 了 时 会 以 巧妙 的 方式 表现 在 晶体 的 宏观 物理 性 质 中 . 
例如 ,晶体 一 般 都 有 一 个 张 最 性 电极 化 率 , 如 果 我 们 用 极 化 
椭 球 来 描写 该 张 量 , 则 应 当 预 期 某 些 晶 体 对 称 性 也 可 能 会 
表现 在 该 椭 球 中 . 例如 ,立方 晶体 相对 于 围绕 三 个 正 交 方向 
之 一 的 90" 转 动 都 是 对 称 的 . 很 明显 ,具有 这 种 性 质 的 唯一 
椭 球 就 是 圆 球 . 因而 立方 晶体 就 必然 是 各 向 同性 的 电介质 . 

男 一 方面 ,四 方 晶 体 具 有 四 次 转动 对 称 性 ,所 以 它 的 
椭 球 就 必定 具有 两 个 等 长 的 主轴 ,而 其 第 三 根 轴 必 与 晶 轴 
平行 . 同 理 ,由 于 正 交 晶体 对 三 根 正 交 轴 都 有 二 次 转动 对 
称 性 ,所 以 它 的 这 些 轴 就 必然 与 极 化 椭 球 的 轴 相 合 . 与 此 
相似 , 单 斜 晶体 中 的 一 根 轴 必 然 平行 于 这 一 椭 球 的 三 根 主 
轴 之 一 ,尽管 我 们 对 其 他 两 轴 不 能 说 些 什么 . 由 于 三 斜 晶 
体 不 具有 转动 对 称 性 ,所 以 其 椭 球 就 可 以 具有 完全 任意 的 
取向 了 . 

正如 你 所 能 见 到 的 ,对 算出 各 种 可 能 对 称 性 并 将 其 与 
各 种 可 能 的 物理 张 量 联系 起 来 ,我 们 可 以 进行 一 场 大 的 游 
戏 . 刚才 仅仅 考虑 了 极 化 张 量 ,但 对 于 其 他 张 量 一 一 比如 弹 
性 张 量 一 一 事情 就 会 变 得 更 加 复杂 . 有 一 门 称 为 “ 群 论 ”的 
数学 分 支 就 是 与 这 些 课题 打交道 的 ,但 通常 用 常识 也 能 解 
决 你 所 需要 的 问题 . 图 30-10 七 大 类 晶 格 
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$30-7 金属 强度 


我 们 已 经 说 过 ,金属 通常 具有 一 种 简 立 方 的 晶体 结构 ,现在 要 来 讨论 它们 的 力学 性 


质 


那 是 与 这 一 结构 有 关 的 . 一 般 而 言 金 属 十 分 “柔软 ”, 因 为 很 容易 使 金属 晶体 中 的 一 层 


在 另 一 层 上 滑动 ,你 可 能 会 认为 :" 那 是 滑 稳 可 笑 的 ,金属 很 强硬 旷 . "这 可 不 然 ,因为 金属 音 
晶 是 很 容易 变形 的 . 


1 2 3 4 
人 
到 
(a) (b) 


图 30-12 一 小 
块 铜 晶体 受 拉 伸 
之 后 的 照片 


铜 晶 体 在 受到 拉 伸 后 的 照片 ,你 能 够 看 到 滑 移 发 生 
的 那些 不 同 平面 . 

如 果 你 把 一 根 其 中 存在 一 些 大 晶体 的 细 锡 线 
拿 到 耳 边 ,并 拉 伸 它 时 , 则 个 别 晶 面 的 突然 滑 移 会 
很 明显 . 当 那 些 滑 移 面 一 个 接着 一 个 路 地 一 声 移 至 
一 个 新 的 位 置 上 去 时 ,你 会 听 到 一 大 堆 咬 嘴 声 . 

在 一 排 原子 中 出 现 一 个 “空位 "的 问题 也 许 比 


图 30-11 品 面 滑 移 


假设 我 们 考察 晶体 中 受 切 向 力作 用 的 两 层 , 如 30-11 的 简 图 所 
示 . 起 初 你 也 许 会 想到 , 整 层 原子 会 阻碍 运动 直到 所 施 之 力 大 到 足以 
推动 整 层 “越过 隆起 ”, 从 而 向 左 移 过 一 个 峡谷 . 尽管 滑 移 的 确 会 沿 一 
个 平面 发 生 , 但 实际 却 不 是 那样 的 (假如 是 那样 的 话 ,你 会 算出 金属 
比 实际 的 强度 要 强 得 多 ). 实际 发 生 的 情况 更 像 是 每 次 只 有 一 个 原子 
在 移动 ,首先 左边 那个 原子 跳 了 过 去 ,然后 又 轮 到 第 二 个 、 第 三 个 等 
等 ,如 图 30-11(b) 所 示 . 事实 上 ,是 两 个 原子 间 的 空 穴 迅速 跑 到 右边 ， 
而 净 结 果 则 是 整个 第 二 层 都 已 移 过 了 一 个 原子 间隔 . 滑 移 就 是 这 样 
进行 的 ,因为 每 次 要 把 一 个 原子 抬 高 越过 一 个 隆起 所 需 的 能 量 远 低 
于 把 整 排 原 子 都 抬 起 来 所 需 的 能 量 . 一 旦 力 足以 发 动 这 一 过 程 ,其 余 
的 就 进行 得 非常 快 了 . 

结果 证 明 : 在 一 实际 晶体 中 , 滑 移 将 在 一 个 平面 上 重复 发 生 , 然 后 就 
在 那里 停顿 下 来 , 却 又 在 某 另 一 
个 面 上 开始 . 滑动 为 什么 会 开始 
和 停止 ,其 细节 十 分 神秘 . 事实 
上 , 滑 移 相 继 发 生 的 区 域 ,往往 
被 相当 均匀 地 分 隔 开 ,这 就 很 奇 
怪 了 .图 30-12 显示 一 块 细 长 的 


按照 图 30-11 所 示 的 情形 较 难 实现 . 当 有 更 多 的 层 图 30-13 品 体 中 的 一 个 位 错 
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时 ,情况 就 必然 有 点 像 图 30-13 所 示 的 那样. 晶体 中 这 样 的 一 种 不 完整 性 叫做 位 错 . 推测 这 
种 位 错 或 是 在 晶体 形成 时 就 存在 ,或 是 在 其 表面 的 某 些 切口 或 裂 颖 处 产生 ,一旦 它们 产 牛 
了 ,就 能 够 相当 自由 地 在 晶体 里 移动 . 由 于 大 量 这 样 的 位 错 的 运动 就 形成 了 宏观 的 畸变 . 

位 错 能 够 自由 运动 一 一 这 就 是 说 ,它们 要 求 极 少量 的 额外 能 量 一 “只 要 晶体 的 其 余部 
分 都 具有 理想 晶 格 . 但 如 果 位 错 磁 到 晶体 中 别 种 缺陷 的 话 可 能 会 给 “ 粘 住 ”. 车 要 位 错 通过 这 
种 缺陷 则 需要 很 大 能 量 , 否则 运动 就 会 停 软 . 这 恰好 就 是 赋予 不 完整 金属 晶体 以 强度 的 机 
制 . 纯 铁 本 来 很 软 ,但 微小 浓度 的 杂质 原子 就 可 以 引起 足够 多 的 缺陷 来 有 效 地 束缚 住 位 错 . 
正如 你 所 知道 的 , 钢 基本 上 就 是 铁 , 却 十 分 坚硬 . 要 炼 成 钢 ,就 把 小 量 碳 溶解 在 铁水 中 了 ,如 
果 这 熔 体 迅速 冷却 , 碳 便 会 淀 积 成 小 晶 粒 ,在 晶体 里 引起 了 许多 微观 畸变 . 位 错 不 能 再 到 处 
移动 ,因此 金属 就 变 硬 . 

纯 铜 十 分 柔软 ,但 可 以 进行 “加 工 硬化 ”. 这 是 通过 锤 打 或 来 回 弯曲 而 做 到 的 . 在 这 种 情 
况 下 ,许多 新 的 各 类 位 错 形成 了 ,从 而 彼此 互相 干扰 ， 
减低 了 它们 的 可 动 性 . 也 许 你 曾 看 过 这 样 一 种 特技 , 取 
一 条 “ 极 软 "的 铜 带 轻 轻 地 将 其 弯曲 成 围绕 在 某 人 腕 上 
的 手镯. 在 这 一 过 程 中 , 铜 镯 受到 加 工 硬化 , 便 不 能 轻 
易 地 再 被 伸 直 ! 像 铜 这 样 受过 加 工 硬化 的 金属 ,可 以 
通过 高 温 退 火 而 再 变 软 . 原子 的 热 运动 把 那些 位 错 都 
“ 丑 平 "了 ,并 再 形成 一 些 大 块 单 晶 . 我们 迄今 仅仅 描述 
了 那 种 所 谓 滑 移 位 错 . 还 有 许多 其 他 种 类 ,其 中 之 一 就 
是 如 图 30-14 所 示 的 那 种 螺旋 位 错 . 这 种 位 错 经 常 在 
晶体 生长 中 起 着 重 归 作用 . 图 30-14 螺旋 位 错 


$ 30-8 位 错 与 晶体 生长 


长 期 以 来 一 个 重大 难题 就 是 晶体 如 何 才能 合理 生长 . 我 们 已 描述 过 每 一 原子 也 许 
是 在 经 过 了 反复 试验 之 后 才 决定 是 否 最 好 加 入 到 晶体 中 去 . 但 这 就 意味 着 每 个 原子 必 
须 找 到 一 个 能 量 低 的 地 方 . 然而 ,被 置 在 一 个 新 的 表面 上 的 原子 只 受到 来 自 其 下 面 的 
一 个 或 两 个 化 学 键 结合 ,而 不 会 具有 与 被 放 在 一 个 角落 里 受到 三 面 原子 包围 时 所 具有 
的 相同 能 县 . 假设 我 们 把 一 块 正在 生长 的 晶体 想象 为 如 图 30-15 所 示 的 一 堆 木 块 . 若 
试图 把 新 的 一 块 放置 在 比如 A 的 位 置 上 , 它 将 仅 有 最 终 可 能 得 到 的 六 个 邻居 中 的 一 
个 . 既然 缺少 那么 多 的 键 ,因此 它 的 能 最 便 不 会 很 低 . 但 若 放 在 位 置 B 上 那 就 会 好 得 
多 ,那里 已 具备 全 部 化 学 键 的 一 半 份 额 . 晶体 的 确 是 通过 把 新 的 原子 吸附 在 像 B 那样 
的 位 置 上 而 生长 起 来 的 . 

然而 , 当 这 一 行 完成 后 又 将 如 何 呢 ? 为 开始 新 的 一 行 ,结果 一 个 原子 必须 仅 由 两 个 附着 
的 侧面 来 承担 ,而 这 又 不 太 可 能 了 . 即使 真 的 是 这 样 , 当 全 层 结束 了 又 该 如 何 呢 ? 怎 能 开始 
一 个 新 的 层 呢 ? 一 个 答案 是 :晶体 喜爱 在 位 错 处 生长 ,比如 围绕 一 个 如 图 30-14 所 示 的 那 种 
螺 型 位 错 生长 . 当 一 些 块 块 加 到 晶体 之 上 时 ,总 会 有 这 样 的 地 方 , 那 里 存在 三 个 可 资 用 的 化 
学 键 . 因此 ,晶体 喜欢 同 内 部 的 位 错 生长 在 一 起 . 这 种 生长 的 螺旋 形 图 样 如 图 30-16 所 示 , 屠 
是 一 块 石蜡 单 晶 的 照片 . 
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图 30-15 品 体 生 长 图 30-16 一块 曾 围绕 着 一 个 螺 型 位 错 而 生长 起 来 的 石蜡 晶体 


$ 30-9 布拉格 - 奈 晶 体 模型 


我 们 当然 不 能 看 到 各 个 原子 在 晶体 中 所 经 历 的 过 程 . 并 且 , 正 如 你 现在 所 认识 的 ， 有 许 
多 复杂 现象 是 不 容易 作 定 量 处 理 的 . 布拉格 杉 士 和 奈 曾 想 出 一 种 方案 来 制作 金属 晶体 的 模 
型 * ,这 种 模型 能 以 令 人 惊奇 的 方式 表现 出 许多 据 信 和 是 在 实际 金属 中 发 生 的 现象 


关 原 书 复制 了 这 种 模型 的 原始 文献 (Proceedings of the Royal Society of London, Vol. 190, Septem- 
ber 1947, pp. 474~481). 由 于 此 附件 过 于 繁复 ,没有 译 出 . 译 者 注 


第 31 章 张 量 


$31-1 极 化 张 量 


物理 学 家 总 有 这 人 么 一 种 习惯 , 即 取 任 何 现象 的 最 简单 例子 并 称 之 为 "物理 学 ”, 而 把 那些 
更 复杂 的 例子 留 给 其 他 学 科 一 一 诸如 应 用 数学 、 电 工学 、 化 学 、 最 体 学 等 一 一 去 处 理 . 其 至 固 
体 物理 几乎 只 算得 半 个 物理 学 ,因为 它 对 一 些 特殊 物质 操心 得 太 多 . 所 以 在 这 些 讲演 中 我 们 
将 常常 漏 掉 许 多 有 趣 的 东西 . 例如 ,晶体 一 一 或 大 多 数 物质 一 一 的 重要 性 质 之 一 就 是 它 的 电 
极 化 率 在 不 同方 向 上 并 不 相同 . 如 果 你 在 任 一 方向 加 上 电场 , 则 原子 的 电荷 将 会 移动 一 点 点 
而 产生 出 一 个 电 偶 极 矩 , 可 是 这 偶 极 矩 的 大 小 在 很 大 程度 上 却 取 决 于 场 的 方向 . 当然 ,这 是 
相当 复杂 的 . 但 在 物理 学 中 我 们 一 般 通 过 谈论 极 化 率 在 一 切 方 向 都 相同 的 特殊 情况 开始 , 目 
的 在 于 使 生活 过 得 容易 些 . 其 他 情况 则 都 留 给 别 的 部 门 .因此 ,在 这 一 章 中 将 要 论 及 的 东西 ， 
对 于 我 们 今后 的 工作 来 说 完全 不 需要 . 

张 量 数 学 对 于 描述 性 质 随 方向 而 变 的 那些 物质 性 质 特别 有 用 一 一 尽管 这 只 是 其 用 途 的 
一 个 方面 . 由 于 你 们 中 大 多 人 不 准备 成 为 物理 学 家 ,但 将 会 进入 各 种 事态 都 与 方向 密切 相关 
的 现实 世界 中 ,所 以 你 们 迟早 需要 用 到 张 量 .为 了 不 遗漏 任何 东西 ,我 们 即将 描述 张 量 ,即使 
不 是 十 分 详尽 也 罢 . 你 们 要 有 物理 学 处 理 问 题 是 完整 的 那 种 感觉 . 例如 ,我 们 的 电动 力学 是 
完整 的 一 一 正如 同 任何 电磁 学 课程 甚至 研究 院 课程 那么 完整 . 我 们 的 力学 不 够 完整 ,因为 当 
过 去 学 习 力学 时 ,你们 还 不 具备 高 水 平 的 数学 技巧 ,因而 不 能 讨论 像 最 小 作用 原理 、 拉 格 朗 
日 函数 哈密 顿 函 数 等 那 类 课题 ,这些 都 是 描述 力学 的 更 精致 的 方法 . 然而 ,除了 广义 相对 论 
之 外 ,我 们 的 确 已 有 了 一 整套 力学 定律 .我 们 的 电磁 学 是 完整 的 ,而 一 大 堆 其 他 东西 也 很 完 
整 . 自然 ,量子 力学 还 谈 不 上 一 一 我 们 得 留 一 些 东西 在 后 头 . 可 是 , 你 至 少 应 该 知道 张 
量 是 什么 . 

我 们 曾 在 第 30 章 中 强调 过 ,结晶 物质 的 特性 在 不 同方 向 上 是 不 同 的 一 一 我 们 说 它们 是 
各 向 异性 的 . 感 生 偶 极 矩 随 所 加 电场 的 方向 而 改变 的 情况 ,只 是 我 们 将 作为 张 量 应 用 的 一 个 
例子 .我们 讲 , 对 于 某 个 给 定 方向 的 电场 ,单位 体积 内 的 感 生 偶 极 矩 与 这 外 加 电场 E 的 强 
度 成 正比 (如 果 巨 不 太 大 ,这 对 于 许多 物质 来 说 都 是 个 很 好 的 近似 ). 我 们 将 称 这 个 比例 常 
数 为 a* .现在 要 来 考虑 a 与 外 加 场 方向 有 关 的 那 类 物质 ,诸如 像 方解石 那样 的 晶体 , 当 你 通 
过 它 看 物体 时 会 看 到 双 像 . 

假定 在 某 一 特定 晶体 中 ,我 们 已 发 现在 xz 方向 的 电场 E, 在 .z 方 向 产生 一 个 极 化 强度 


* 在 第 10 章 中 ,我 们 曾 按照 通常 惯例 并 写 出 P= cr, 而 称 k(“khi" ) 为 “电极 化 率 ". 这 里 采用 一 个 单 
独 字 母 将 更 方便 ,所 以 就 把 oox 写成 a. 对 于 各 向 同性 的 电介质 来 说 , a = (< 一 1)co, 其 中 为 介 电 常量 ( 见 
§ 10-4). 
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P,. 然后 又 发 现在 y 方向 有 一 个 与 E, 同等 强度 的 电场 E, 却 在 y 方向 产生 一 个 不 同 的 极 化 

强度 P,. 如 果 我 们 把 电场 置 于 45* 角 上 又 将 如 何 呢 ? 噢 , 那 是 沿 

z 与 沿 y 两 种 场 的 番 加 ,因而 极 化 强度 忆 使 将 是 P, 与 P, 的 矢 

量 和 ,如 图 31-1(a) 所 示 . 极 化 强度 不 再 与 电场 同方 向 了 . 你 可 以 

看 出 这 结果 如 何 才 会 出 现 . 可 能 有 些 电荷 很 容易 上 下 移动 ,但 对 

于 侧 向 运动 则 相当 困难 . 当 力作 用 于 45* 角 时 ,电荷 就 会 向 上 动 

p 得 比 向 侧面 远 一 些 . 位 移 并 不 沿 外 力 方向 ,因为 存在 非 对 称 的 内 
部 弹性 力 . 

当然 ,对 于 45* 并 没有 什么 独特 意义 . 晶体 的 感 生 极 化 强度 

(a 不 在 电场 的 方向 上 是 普遍 正确 的 . 在 上 述 例子 中 ,我 们 碰巧 对 于 

z 和》 轴 做 了 一 个 侥幸 选择 , 即 对 该 两 轴 来 说 P 都 沿 着 E. 要 是 


晶体 相对 于 坐标 轴 有 了 转动 , 则 在 y 方 向 上 的 EE 就 可 能 产生 一 
本 个 含有 工分 量 也 含有 y 分 景 的 极 化 强度 P. 同 理 ,起因 于 xz 方向 
电场 的 极 化 强度 也 会 有 z 和 > 两 个 分 量 . 那么 极 化 强度 就 该 如 
图 31-1(b) 所 示 , 而 不 再 像 (a) 那 种 模样 了 . 事情 变 得 较为 复 

pb 杂 一 一 但 对 于 任何 场 EE 来 说 ,P 的 大 小 仍然 正比 于 E 的 大 小 . 
我 们 现在 要 处 理 最 体 相对 于 坐标 系 有 任意 取向 的 那 种 普遍 


6 情况 . 沿 z 方 向 的 电场 将 产生 一 个 具有 zx, y 和 z 各 分 量 的 极 化 
强度 P ,我 们 可 以 写 为 
图 31-1 在 一 块 各 向 异性 
的 品 体 中 , 极 化 强度 的 矢量 P, = axkE,, P, = ar 已 -，P. = ax 下 (31.1) 
加 纺 这 里 我 们 正在 讲述 的 一 切 就 是 :车 电场 处 在 z 方向 , 则 极 化 
强度 不 一 定 在 同一 方向 ,而 是 含有 x, y 和 xz 各 分 量 一 一 每 个 分 量 都 正比 于 E,. 我 们 分 别称 
这 些 比 例 常数 为 wu , ax 和 waz= (第 一 个 字母 告诉 我 们 P 包含 的 分 量 , 末 一 个 字母 则 表明 电场 
的 方向 ). 
同 理 , 对 于 一 个 沿 y 方 向 的 场 ,我 们 可 以 写成 


P, = ayE,, P, = ayE,, P;: = ayE,; (31.2) 
而 对 于 一 个 沿 z 方 向 的 场 , 则 有 
P, = anE,, P, = awE,, P, = arkE.,. (31. 3) 


原来 我 们 已 经 说 过 , 极 化 强度 线性 地 依赖 于 场 ,因而 若 有 一 个 兼 有 xz 和 y 分 量 的 电场 E, 则 
最 后 得 到 的 P 的 z 分 量 将 等 于 式 (31. 1) 和 (31.2) 的 两 个 P; 之 和 . 如 果 EE 具 有 沿 x+,y, 和 x 
的 各 分 晤 , 则 最 后 得 到 的 P 的 分 量 将 等 于 式 (31.1)、(31.2) 和 (31. 3) 的 三 个 贡献 之 和 . 换 句 
话说 ,P 将 由 下 列 诸 式 给 出 : 


P, = arE, ta,E,+ankE., 
P, = awE, +ayE,+ayE., (31. 4) 


有 an azE. ayE, ,OR 
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于 是 晶体 的 介 电 行为 就 由 这 九 个 量 (ac , a, a ,a ，…) 完 整地 描述 ,我 们 可 用 mw 这 
个 符号 来 作 代表 (每 个 下 脚 标 i 和 j 各 代表 三 个 可 能 字母 z,y 和 z 中 的 任 一 个 ). 一 个 任意 
电场 E 可 以 分 解 为 分 量 E,，E, 和 EE,, 从 这 些 我 们 就 能 够 用 a; 来 求 出 P,P, 和 P, ,它们 一 
起 给 出 总 极 化 强度 P. 由 这 九 个 系数 a 构成 的 一 组 数 称 为 张 量 一 在 本 例 中 , 即 指 极 化 张 
景 .正如 我 们 所 说 三 个 数 (E, ，E,，E. ) 会 “形成 矢量 E” 那 样 ,我 们 也 可 讲 这 九 个 数 (a.， 
oo ，…) “形成 张 量 a”. 


§ 31-2 张 量 分 量 的 变换 


你 知道 , 当 我 们 变换 到 另 一 个 坐标 系 xz’, y , x 时 ,E 矢量 的 分 量 E., Ey 和 将 完全 
不 同 P 的 分 量 也 是 如 此 . 所 以 对 于 不 同 坐 标 系 , 系 数 w 将 不 相同 . 事实 上 ,你 可 以 通过 
用 适当 办 法 改变 EE 和 P 的 分 量 看 出 那些 a 应 该 怎样 被 改变 ,因为 如 果 我 们 在 该 新 坐标 系 上 
描述 同一 个 物理 的 电场 ,就 仍 应 得 到 同一 个 极 化 强度 . 对 于 任 一 个 新 的 坐标 系 ,P; 是 P.， 
P, 和 P, 的 一 个 线性 组 合 : 


P: = aP,+ bP, tcP.,, 

而 对 于 其 他 各 分 量 也 是 如 此 . 如 果 你 利用 式 (31. 4) 由 那些 EE 来 代替 P,，P, 和 P., 则 可 获得 

Ps = a(lanE, t+ ayE, tarE.)+ bo(axwE;, ayE,…)++ ce(arE, + 二). 
然后 再 用 Es , Ey 和 Es 来 写 出 E,, E, 入, ,例如 

E,=aE, + bE, + cE,, 

式 中 a,c 与 a, 5, 。 有关, 但 彼此 不 相等 . 因此 你 就 有 了 以 分 量 EF，Ey 和 EE, 表示 的 
Pz 的 式 子 , 也 就 是 说 ,你 已 有 一 套 新 的 aj. 这 一 步骤 相当 繁复 ,但 却 十 分 直截了当 . 

当 谈论 改变 坐标 轴 时 ,我 们 正 假定 晶体 在 空间 保持 不 动 . 若 晶体 跟着 坐标 轴 转 动 , 则 那 
些 a 就 不 会 改变 .反之 ,假如 晶体 的 取向 相对 于 坐标 轴 变 了 , 则 我 们 就 理应 有 一 套 新 的 a. 但 
如 果 这 些 a 对 于 晶体 的 任何 取向 为 已 知 , 则 对 于 任何 其 他 取向 就 都 可 以 通过 刚才 所 述 的 那 
种 变换 求 得 . 换 句 话说 ,最 体 的 介 电 性 质 可 以 通过 给 出 相对 于 任 意 选 定 的 坐标 系 的 极 化 率 张 
其 a6 而 做 出 守 整 的 描述 . 正如 我 们 可 以 把 一 矢量 速度 v 二 (wv,， wy, vw) 与 一 个 粒子 联系 起 
来 那样 ,只 要 改变 坐标 轴 就 知道 这 三 个 分 量 将 按照 某 一 特定 方式 改变 ,所 以 对 于 晶体 来 说 ， 
我 们 也 将 它 与 它 的 极 化 张 量 ww 联系 起 来 ,如 果 坐 标 系 改 变 , 则 这 九 个 分 量 将 按照 某 一 规定 
方式 变换 . 

式 (31.4) 中 所 写 出 的 P 与 E 间 的 关系 可 以 用 更 简洁 的 符号 表示 : 


P; = PasE,, (31.5) 


这 里 应 理解 i 代表 zx, y 或 = ,而 在 求 和 符号 中 的 ) 则 取 j = zx,y 和 >z. 为 了 与 张 量 打 交道 ,已 
经 发 明了 许多 种 独特 的 符号 表示 法 ,但 每 一 种 方法 只 对 于 有 限 几 类 问题 较 方便 . 一 个 共同 的 
惯例 是 省 略 掉 式 (31. 5) 中 的 求 和 符号 ( >)), 而 留 下 一 个 默认 :每 当 同一 个 下 脚 标 (这 里 是 
7) 出 现 两 次 时 ,就 要 对 它 求 和 . 由 于 我 们 对 张 量 用 得 那么 少 ,所 以 就 无 需 去 关心 采用 任何 这 
种 独特 的 符号 表示 法 或 规则 了 . 
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$31-3 能 量 椭 球 


现在 想 要 取得 有 关 张 量 的 某 些 经 验 . 假定 我 们 提出 一 个 有 趣 问题 :要 使 晶体 极 化 需要 多 

少 能 量 ( 除 了 我 们 已 知 的 电场 中 单位 体积 能 量 eoE*/2 以 外 )? 暂时 考虑 那些 正在 发 生 位 移 
的 原子 电荷 . 使 电荷 移动 距离 dz 所 做 的 功 为 gE:dx, 而 倘若 单位 体积 中 有 N 个 电荷 , 则 所 
做 总 功 为 gqE:Ndxz. 但 gqNdz 又 是 单位 体积 中 的 偶 极 矩 变化 dP. ,因而 单位 体积 所 需 的 能 量 
就 是 

EdP.. 
把 场 的 三 个 分 量 所 做 的 功 合 起 来 ,就 可 得 到 单位 体积 的 功 为 

E. dP. 


由 于 P 了 的 大 小 正比 于 E, 因 此 在 使 P 从 0 增 大 至 P 时 对 单位 体积 所 做 的 功 就 是 对 E. dP 的 
积分 . 把 这 个 功 叫 作 如 ,就 可 写 出 


up = 3E.P= 2)EP.. (31. 6) 
现在 可 以 根据 式 (31.5) 用 EE 表示 P, 因 而 有 
1 
up 一 22 DasEE,. (31.7) 


这 能 量 密度 uz 是 一 个 与 坐标 轴 的 选择 无 关 的 数值 ,因此 是 一 个 标量 . 这 样 , 张 量 便 有 这 么 一 
种 性 质 , 即 当 它 对 其 中 一 个 下 脚 标 ( 即 对 一 矢量 ) 求 和 时 ,会 给 出 一 个 新 的 矢量 ;而 当 它 对 两 
个 下 脚 标 ( 即 对 两 个 矢量 ) 都 求 和 时 , 则 会 给 出 一 个 标量 . 

张 量 mw 实际 上 应 称 为 "二 阶 张 量 ", 因 为 它 有 两 个 下 脚 标 . 矢量 一 一带 有 一 个 下 脚 标 一 一 
是 一 阶 张 量 ,而 标量 一 一 完全 没有 下 脚 标 一 一 则 是 零 阶 张 量 . 因此 我 们 讲 , 电 场 E 是 一 阶 张 
量 ,而 up 则 是 零 阶 张 量 . 有 可 能 把 张 量 的 概念 推广 到 三 个 或 四 个 下 脚 标 ,因而 形成 了 高 于 二 
阶 的 张 量 . 

极 化 张 量 的 下 脚 标 取 遍 三 个 可 能 的 数字 ,这 是 三 维 中 的 张 量 . 数学 家 会 考虑 在 四 维 、 
五 维 或 更 多 维 中 的 张 量 . 我 们 在 对 电磁 场 的 相对 论 性 描述 中 已 采用 过 一 个 四 维 张 量 下 。 
(第 26 章 ). 

极 化 张 量 w 具有 一 个 有 趣 的 性 质 , 即 它 是 对 称 的 ,这 就 是 说 , a = a ,而 对 于 任何 
对 下 脚 标 都 是 如 此 (这 是 实际 晶体 的 一 种 物理 性 质 ,而 对 一 切 张 量 并 不 一 定 如 此 ). 你 可 
以 通过 在 下 述 循环 中 计算 晶体 的 能 量变 化 而 自己 去 证 明 那 必然 是 正确 的 :(1) 在 x 方向 
加 一 电场 ;(2) 在 ?方向 加 一 电场 ;(3) 除 去 沿 z 方 向 的 场 ;(4) 除 去 沿 y 方 向 的 场 . 现在 晶 
体 已 回 到 原来 出 发 时 的 那个 状态 ,因而 在 极 化 过 程 中 所 做 的 净 功 必须 回 到 零 . 然而 ,你 能 
够 证 明 ,要 此 事 成 立 ,ass 必 须 等 于 sx. 当然 ,相同 种 类 的 论证 也 可 对 a 等 等 进行 . 因而 极 
化 张 量 是 对 称 的 . 


* 由 电场 产生 极 化 而 做 的 功 ,不 应 与 永 偶 极 矩 po 的 势能 一 me . E 互相 混 清 . 
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这 也 就 意味 着 , 极 化 张 量 可 以 通过 只 测量 在 不 同方 向 上 使 晶体 极 化 所 需 的 能 量 而 加 以 
测定 . 假设 我 们 加 上 一 个 只 有 xz 和 y 分 量 的 E 场 , 那 么 按照 式 (31.7) ,就 有 


ee [lanE? + (Caw Fm) EE, a, Ej, (31. 8) 


仅 用 一 个 E, 场 ,就 可 以 测定 a ; 仅 用 一 个 EE, 场 , 则 可 以 测定 ay ; 若 同时 用 E, 和 EE, 两 者 ， 
还 可 得 到 由 含有 (ao 十 ax ) 这 一 项 而 引起 的 附加 能 量 . 由 于 ao 与 cx 相等 ,所 以 这 一 项 为 
2asy ,并 且 可 以 与 能 量 联系 起 来 . 
式 (31. 8) 的 能 量 表示 式 具有 漂亮 的 几何 解释 . 假设 我 们 问 起 对 应 于 某 一 给 定 能 量 密 
度 一 一 比如 说 w 一 一 该 有 什么 样 的 场 E, 和 EE, , 那 恰 好 就 是 求解 下 列 方程 式 的 数学 问题 : 
anE? 十 2ayE:E, 十 av? = 2u. 


这 是 一 个 二 次 方程 ,因此 如 果 我 们 把 E. 和 EE, 画 成 曲线 , 则 这 一 方程 的 解 便 是 在 一 个 椭圆 
上 的 所 有 各 点 (图 31-2)( 它 必须 是 个 椭圆 ,而 不 是 一 条 抛物 线 或 双 曲 线 , 因 为 任何 场 的 能 量 
总 是 正 的 而 且 是 有 限 的 ). 具有 分 量 E, 和 下 , 的 矢量 E 可 以 从 椭 团 的 原点 画 到 椭 贺 上 , 因 
此 , 像 这 样 的 一 个 “能 量 椭 圆 "就 是 使 极 化 张 量 “形象 化 "的 一 种 巧妙 方法 . 


图 31-2 提供 恒定 极 化 能 的 矢量 图 31-3 极 化 张 量 的 能 量 椭 球 
== (E,, EE,) 的 轨迹 


如 果 我 们 现在 推广 至 包括 所 有 三 个 分 量 的 情况 , 则 所 需 在 任何 方向 提供 单位 能 量 密 度 
的 电场 矢量 E 就 会 在 椭 球 表面 上 给 出 一 点 ,如 图 31-3 所 示 . 这 个 恒定 能 量 椭 球 的 形状 唯一 
地 表示 着 张 量 极 化 率 的 特征 . 

原来 椭 球 具有 这 么 一 个 有 趣 性 质 , 即 它 总 是 可 以 简单 地 通过 给 出 三 个 “主轴 ”方向 以 及 
沿 这 些 轴 的 椭圆 直径 而 加 以 描述 . “主轴” 就 是 最 长 直径 与 最 短 直 径 的 方向 以 及 与 两 者 都 正 
交 的 另 一 方向 . 它们 由 图 31-3 中 a, 5b 和 c 三 条 轴 所 标明 . 相对 于 这 些 轴 , 椭 球 具有 特别 简单 
的 方程 

QeaE! + aay E? 十 ace 已: = 2u. 

因此 ,相对 于 这 些 轴 , 介 电 张 量 就 只 有 三 个 不 等 于 零 的 分 量 :w。， ass 和 a.. 这 就 是 说 ,不 

管 晶体 如 何 复杂 ,总 能 够 选取 一 组 坐标 轴 ( 不 一 定 是 晶体 本 身 的 轴 ) ,在 其 中 极 化 张 量 只 有 三 
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个 分 量 . 用 这 样 一 组 轴 , 式 (31. 4) 便 简单 地 变 成 
P, = awsE,, Ps = awkE,, P, = acE.. (31. 9) 


沿 任何 一 个 主轴 的 电场 将 产生 沿 同 一 个 轴 的 极 化 ,当然 这 三 条 轴 的 系数 可 能 是 不 同 的 . 
人 们 往往 这 样 来 描述 张 量 , 即 把 那 九 个 系数 列 在 一 个 方 括号 内 : 


azz Qzy am 
ax Qyw ax 
rr QQry Qr 


对 于 主轴 a, 和 * 来 说 ,只 有 那些 对 角 线 的 项 才 不 等 于 零 ,这 时 我 们 就 说 “ 张 量 是 对 角 的 ”. 


整个 张 量 为 
Qaa 0 0 
| Qpb 0 | (31. 11) 


重要 之 处 在 于 ,任何 极 化 张 量 (实际 上 ,在 任何 维 数 中 凡 属于 二 阶 的 任何 对 称 张 量 ) 都 可 以 通 
过 选取 适当 的 一 组 坐标 轴 而 写成 这 种 形式 . 
车 对 角形 极 化 张 量 的 三 个 元 素 都 相同 , 即 如 果 


Qaa 一 aib 一 Qe = a, (31. 12) 


则 能 量 椭 球 就 变 成 贺 球 , 极 化 率 在 所 有 方向 都 相同 ,这 种 材料 就 是 各 向 同性 的 . 在 张 量 符号 
表示 法 中 ， 


g (31. 10) 


i (31. 13) 
式 中 5 为 单位 张 量 
1 0 0 
-| 1 ,| (31. 14) 
0 0 1 
当然 ,这 意思 是 : 
1， 者 ;一 六 (31. 15) 


6; 二 0， 若 ;i 尖 让 
这 个 6; 张 量 通 常 称 为 “ 克 罗 内 克 8". 你 可 以 这 样 来 自己 取乐 , 即 证 明 : 若 把 坐标 系 改变 成 
任何 其 他 的 直角 坐标 系 , 则 张 量 式 (31. 14) 仍 然 具 有 完全 相同 形式 . 式 (31. 13) 的 极 化 张 
量 会 给 出 

P; = a 2)65E, = aE.,, 
这 个 式 子 意味 着 与 我 们 关于 各 向 同性 电介质 的 以 前 的 结果 

P=ok 
相间 . 
极 化 椭 球 的 形状 和 取向 有 时 可 与 晶体 的 对 称 特性 联系 起 来 . 我 们 曾 在 第 30 章 中 说 过 ， 
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三 维 晶 格 共有 230 种 不 同 的 可 能 内 部 对 称 性 ,而 对 于 许多 目的 来 说 ,它们 可 以 按照 单 胞 的 形 
状 方便 地 归纳 成 七 类 . 现在 这 极 化 椭 球 就 应 该 分 享 晶体 的 这 些 内 豪 几 何 对称 性 . 例如 ,三 斜 
晶体 具有 低级 对 称 一 一 其 极 化 椭 球 将 有 互 不 等 长 的 轴 ,而 每 一 轴 的 方向 一 般 都 没有 与 晶 轴 
排 成 一 线 . 另 一 方面 , 单 斜 晶体 具有 这 样 的 特性 , 即 如 果 晶 体 对 其 中 的 一 轴 转 过 180", 它 的 
性 质 不 会 改变 . 所 以 在 经 过 了 这 样 一 个 转动 之 后 极 化 张 量 应 仍然 相同 . 结果 是 , 极 化 椭 球 在 
经 过 了 180 转动 后 就 必须 回 到 其 本 身 , 这 只 有 在 该 椭 球 的 一 根 轴 与 晶体 的 对 称 轴 的 方向 相 
同时 才能 发 生 . 除 此 之 外 ,这 个 椭 球 的 取向 和 大 小 都 不 受 限 制 . 

可 是 对 于 正 交 晶 体 , 该 椭 球 的 诸 轴 就 必须 都 对 应 于 各 唱 轴 ,因为 围绕 三 个 轴 中 任 一 轴 的 
180 转动 都 将 重复 同一 晶 格 . 如 果 我 们 涉及 四 方 晶体 , 则 椭 球 必须 具有 相同 的 对 称 性 ,因而 
就 必然 会 有 两 根 相等 的 直径 . 最 后 ,对 于 立方 晶体 来 说 , 椭 球 的 所 有 三 根 直径 都 必须 等 长 , 它 
变 成 了 一 个 球 ,而 晶体 的 极 化 率 在 所 有 方向 就 都 相同 . 

对 晶体 的 一 切 可 能 对 称 性 算出 各 种 可 能 有 的 张 量 类 型 将 是 一 场 大 型 游戏 ,这 称 为 “ 群 
论 "分 析 法 . 但 对 于 极 化 张 量 的 简单 情况 ,要 看 出 其 中 关系 应 该 会 怎么 样 ,还 是 相对 容易 的 . 


§ 31-4 其 他 张 量 ;惯量 张 量 
还 有 许多 其 他 张 量 的 例子 出 现在 物理 学 中 . 例如 ,在 金属 或 任何 导体 中 ,人 们 经 常 发 现 
电流 密度 j 近似 地 正比 于 电场 EE, 比 例 常数 称 为 电导 率 vc; 
j=aE. 


可 是 ,对 于 晶体 来 说 ,7 与 的 关系 就 比较 复杂 了 ;电导 率 并 非 在 所 有 方向 都 是 一 样 的 . 电导 
率 乃 是 一 个 张 量 ,因而 可 以 写成 


i x Da,E,. 


物理 张 量 的 男 一 个 例子 是 转动 惯量 . 在 第 1 卷 第 18 章 中 我 们 曾经 见 过 ,一 块 固体 绕 某 
一 固定 轴 旋 转 时 就 有 一 个 与 角速度 w 成 正比 的 角 动 量 工 (而 我 们 叫 这 个 比例 因数 为 了 , 即 转 
动 惯量 ) : 


L= I. 
对 一 任意 形状 的 物体 ,转动 惯量 与 物体 相对 于 转动 轴 的 取向 有 ow 
关 . 例如 ,一 块 矩形 贩 对 于 它 的 三 个 正 交 轴 的 转动 惯量 就 各 不 相 
同 . 现在 角速度 w 和 角 动 量 工 两 者 都 是 矢量 . 对 于 绕 每 一 根 对 称 L 


轴 的 转动 ,它们 彼此 互相 平行 . 但 如 果 对 于 三 根 主轴 转动 惯量 各 
不 相同 , 则 一 般 说 来 ,o 和 LL 就 不 会 在 同一 个 方向 上 (图 31. 4). 它 
们 以 类 似 于 EE 和 P 间 关 系 的 方式 互相 联系 着 . 一 般 说 来 ,我 们 应 
当 写 出 
上 zx = Tw Tyw, tT Tw:, 一 一 


= A (31.16) 图 31-4 一 般 说 来 一块 


固体 的 角 动 量 志 并 不 平 
L, = Jo- 十 To 十 [os， 行 于 其 角速度 w 
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这 九 个 系数 态 称 为 惯量 张 量 , 按照 与 极 化 的 类 似 性 ,任何 角 动 量 的 动能 理应 为 角速度 分 量 
wz，wy 和 w: 的 某 种 二 次 型 : 
KE 一 到 对 Do (31. 17) 
我 们 可 利用 能 量 来 定义 惯量 椭 球 . 并 且 , 关 于 能 量 的 论证 也 可 用 来 让 明 该 张 最 是 对 称 的 , 即 
g TO 
中 所 有 粒子 的 总 动能 . 一 个 质量 为 m 而 速度 为 v 的 粒子 具有 动能 二 mo ,而 总 动能 就 不 过 是 
对 该 物体 中 所 有 粒子 的 动能 求 和 
3 Fm". 

每 个 粒子 的 速度 v 与 固体 的 角速度 w 有 关 . 现在 假定 ,物体 在 绕 我 们 认为 静止 的 质心 旋转 . 
那么 , 若 r 是 从 质心 到 粒子 的 位 移 , 则 其 速度 v 由 w Xr 给 出 .因此 总 动能 为 

KE = 对 Sm(w xr)’. (31. 18) 
眼前 必须 做 的 就 是 用 w:, w,, w: 各 分 量 和 xz,y, z 写 出 w Xr, 并 将 这 一 结果 与 式 (31. 17) 
做 一 比较 ,通过 识别 各 项 以 找 出 态 . 在 进行 代数 运算 时 ,我 们 写 出 


(OXr)’ = (Xr)it+(wXr) + (wxr): 


= (wz — wy) (wr — wz) (wy — wr)? 


= 二 wz’ —2wywzy toy + owlr’ — 2wwrrzt wr’ towsy’ — 2wwyyT wir’. 


对 这 一 方程 乘 以 m/2, 对 所 有 的 粒子 求 和 ,并 同 式 (31. 17) 做 比较 ,我 们 见 到 ,例如 I 由 下 式 
给 出 : 
Is = Dm(y’ + zx). 


这 就 是 我 们 以 前 (第 1 卷 第 19 章 ) 曾 经 得 到 过 的 关于 物体 绕 x 轴 的 转动 惯量 公式 . 由 于 
天 = 了 王 十 多 十 地 ,也 可 将 这 一 项 写成 


Te = Dm(r: —z’). 
算出 所 有 其 他 各 项 , 则 惯量 张 量 便 可 以 写成 
Smee my me 
B=| — mr Dmry) — Dmyz |. (31. 19) 
一 2 mez — Dmy Dm(r— xz) 
如 果 你 乐意 的 话 ,还 可 以 按 “ 张 量 符 号 表示 法 ”写成 
1; = Dm(r6; —rr;), (31. 20) 


式 中 x; 是 某 个 粒子 位 置 矢量 的 (x, y, z) 分 量 ,而 2) 则 意味 着 对 所 有 粒子 求 和 . 于 是 转动 
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惯量 就 是 一 个 二 阶 张 量 , 其 中 各 项 代表 物体 的 一 种 属性 ,并且 通过 下 式 将 工 与 @ 联系 起 来 : 


Je 一 >) Lywy. (31. 21) 
J 


对 于 不 管 什么 形状 的 任何 物体 ,我 们 都 能 够 找到 惯量 椭 球 ,从 而 找到 三 个 主轴 . 对 于 这 
些 轴 来 说 ,该 张 量 将 是 对 角 的 ,所 以 对 于 任何 物体 就 总 存在 三 个 互相 正 交 的 轴 , 绕 这 些 轴 的 
角速度 与 角 动 量 互相 平行 . 它们 被 称 为 惯量 主轴 . 


$31-5 又 积 


我 们 应 当 指出 ,从 第 1 卷 第 20 章 我 们 就 已 经 应 用 过 二 阶 张 量 了 . 在 那里 ,我 们 曾 用 下 式 
定义 过 “平面 上 的 转 矩 ”, 诸 如 ro : 


ry = ZF, — yF.,. 
推广 到 三 维 的 情况 ,可 以 写成 

Ph = riF, —rF,. (31. 22) 
友 这 个 量 就 是 一 个 二 阶 张 量 . 为 了 看 清楚 这 个 张 量 就 是 这 样 的 形式 ,一 种 办 法 就 是 通过 把 
三 同 某 个 矢量 相 结 合 , 比 方 说 按照 下 式 同 单位 矢量 相 结 合 ， 


Dre,. 
了 


如 果 这 个 量 是 一 矢量 , 则 mw 必然 会 像 张 量 那样 变换 ,这 是 我 们 关于 张 量 的 定义 . 把 有 关 mw 的 
式 子 代入 , 便 得 


Drse, 一 DriFje; 一 > riejF， =r(F.e)—(r.e)F.. 
7 7 


由 于 那些 点 积 都 是 标量 ,所 以 右边 两 项 都 是 矢量 ,因而 它们 之 差 也 是 矢量 . 因此 六 就 是 一 个 
张 量 ， 
但 5 是 一 种 特殊 类 型 的 张 量 , 它 是 反对 称 的 , 即 


Ty =— Tis 


所 以 它 只 有 三 个 不 等 于 零 的 项 一 ry , cx 和 re. 在 第 1 卷 第 20 章 中 我 们 已 能 够 证 明 ,这 三 
项 几乎 是 由 于 “偶然 " 才 会 像 矢量 的 三 个 分 量 那样 变换 ,以 至 我们 可 以 定义 : 


PT= (EB te) = (ty, THs Toy) 


我 们 所 以 说 “偶然 ", 是 因为 它 只 发 生 于 三 维 中 . 例如 ,在 四 维 中 ,一 个 二 阶 的 反对 称 张 量 就 有 
六 个 不 等 于 零 的 项 ,因而 肯定 不 能 由 具有 四 个 分 量 的 矢量 来 代替 它 . 

正如 轴 矢 量 + 二 rXF 实际 上 是 一 个 张 量 那样 ,所 以 每 个 由 两 个 极 矢量 构成 的 叉 积 也 是 
张 量 一 一 与 上 述 相 同 的 一 切 论证 也 都 适用 . 可 是 ,出 自 幸运 ,它们 也 可 用 矢量 (实际 上 是 一 种 
府 矢 ) 来 表达 ,因而 数学 就 给 我 们 带 来 了 方便 . 

从 数学 方面 讲 , 若 a 和 4b 是 任意 两 个 矢量 , 则 那 九 个 量 ab 会 形成 一 个 张 量 (尽管 它 可 
能 没有 任何 有 用 的 物理 目的 ). 这 样 ,对 于 位 置 矢量 ~ 来 说 ,rir, 就 是 一 个 张 最 ,而 由 于 5; 也 
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是 一 个 张 量 ,我 们 便 明白 式 (31. 20) 的 右边 确 是 一 个 张 量 . 同样 , 式 (31. 22) 也 是 一 个 张 量 , 因 
为 其 右边 的 两 项 都 是 张 量 . 


$31-6 应 力 张 量 


迄今 我 们 所 描述 的 对 称 张 量 都 是 在 一 个 矢量 与 另 一 个 矢量 建立 联系 的 过 程 中 作为 系数 
产生 的 . 现在 我 们 很 想 考察 一 个 具有 不 同 物理 意义 的 张 量 一 一 应 力 张 量 . 假设 有 一 块 被 施 以 
各 种 力 的 固体 ,我们 说 其 内 部 会 有 各 种 "应力 ”, 这 意思 是 指 ,在 材料 中 的 相 邻 部 分 间 存 在 一 
些 内 力 . 当 我 们 在 $ 12-3 中 考虑 被 伸展 的 膜 中 的 表面 张力 时 ,就 曾 稍微 谈 及 在 二 维 情况 下 
的 这 种 应 力 . 现在 将 看 到 ,在 三 维 物体 的 材料 中 内 力 可 以 由 一 个 张 量 来 描述 . 

考虑 某 种 弹性 材料 一 一 比如 说 是 一 大 块 果 子 冻 一 一 的 物体 . 如 果 把 这 块 材料 切 开 , 则 切 
面 每 一 边 的 物质 一 般 都 会 受到 内 力作 用 而 引起 位 移 . 在 切 开 前 ,材料 中 的 两 部 分 间 必 然 有 力 
把 材料 维持 在 其 固定 位 置 ,我 们 可 以 用 这 些 力 来 定义 应 力 . 假设 我 们 正在 考察 一 块 垂直 于 x 
轴 的 假想 平面 一 一 像 图 31-5 中 的 ve 面 一 一 并 询问 在 这 个 面 上 穿 过 小 面积 Ay Az 的 力 . 设 在 
这 一 面积 左边 的 材料 施 力 AF, 于 其 右边 的 材料 ,如 图 (b) 所 示 . 当然 ,还 有 一 个 反作用 力 
一 AF 施 于 左边 的 材料 上 . 如 果 该 面积 足够 小 , 则 我 们 预期 AF, 与 面积 AyAz 成 正比 . 


AF, 
FAF, 
(b) 
图 31-5 平面 左边 的 材料 穿 过 面积 图 31-6 穿 过 与 zx 轴 正 交 的 面积 元 Ay Az 的 力 
Ay Az 施 力 AF, 于 该 平面 右边 的 材料 上 AF, 可 分 解 成 三 个 分 量 AF ,AF, 和 AF 


你 已 经 熟悉 了 应 力 中 的 一 种 一 -静止 液体 中 的 压强 . 在 那里 , 力 等 于 压强 乘 面积 并 与 面 
积 元 垂直 . 对 于 固体 一 一 也 对 于 运动 中 的 恭 洁 性 液 休 一 一 来 说 , 力 就 不 一 定 与 该 面 垂直 , 除 
了 压强 ( 正 的 或 负 的 ) 之 外 还 会 有 剪 切 力 (所 谓 *“ 剪 切 力 ”, 指 的 是 穿 过 面 的 力 的 切 向 分 量 ). 力 
的 所 有 三 个 分 量 都 必须 计算 在 内 . 也 应 该 注意 ,如 果 我 们 在 某 个 其 他 取向 的 平面 上 切割 , 则 
这 些 力 将 不 相同 . 对 于 内 应 力 的 完整 描述 需要 有 一 个 张 量 . 

我 们 按照 下 述 办 法 对 应 力 张 量 下 定义 :首先 ,我 们 想象 一 个 垂直 于 z 轴 的 切面 并 把 穿 
过 这 切面 上 的 力 AF, 分 解 成 它 的 分 量 AFa ，AF, 和 AF.。 ,如 图 31-6 所 示 . 这 些 力 对 面积 
Ay Az 的 比值 ,分 别 被 称 为 S- ，S- 和 S-. 例如 ， 
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_ AF, 
” Ay Az 
第 一 个 下 脚 标 y 指 力 的 分 量 方向 ;第 二 个 下 脚 标 z 指 垂直 于 该 面积 的 方向 . 如 果 你 愿意 ,还 
可 以 把 该 面积 Ay Az 写成 Aa: ,表明 是 一 个 垂直 于 z 轴 的 面积 元 . 于 是 


其 次 ,我们 设想 一 个 垂直 于 y 轴 的 想象 的 切面 . 穿 过 一 小 面积 AxAz 将 有 力 AF;. 再 把 这 个 
力 分 解 成 三 个 分 量 ,如 图 31-7 所 示 ,并 定义 三 个 应 力 分 量 S,,, S,, , S.,, 作为 在 那 三 个 方向 
上 单位 面积 的 力 . 最 后 ,我们 做 一 个 垂直 于 z 轴 的 想象 切面 并 定义 三 个 分 量 S- ，S< 和 S。. 
因此 ,我 们 就 有 了 九 个 数值 : 


S= 
-| (31. 23) 


图 31-7 穿 过 垂直 于 > 轴 的 面积 元 图 31-8 把 穿 过 N 面 (其 单位 法 线 
的 力 被 分 解 成 三 个 互相 垂直 的 分 量 为 四 的 力 F, 分 解 成 各 分 基 


现在 要 来 证 明 , 这 九 个 数值 足以 完整 地 描述 应 力 的 内 部 状态 ,而且 S, 的 确 是 一 个 张 量 . 
假设 我 们 想 知道 穿 过 一 个 以 某 个 任意 角度 取向 的 面积 的 力 ,能 否 从 S; 求 得 它 呢 ? 能 ,只 要 
按照 下 述 办 法 :试想 象 一 个 小 小 的 立体 图 形 , 在 另 加 的 面 内 有 一 个 N 面 ,而 其 他 各 面 则 都 重 
直 于 坐标 轴 . 假如 这 个 N 面 碰巧 平行 于 z 轴 , 则 会 有 如 图 31-8 所 示 的 那个 三 角 图 形 (这 是 
有 些 特殊 的 情况 ,但 将 足以 充分 说 明 普 遍 的 方法 ). 既然 作用 于 图 31-8 中 那个 小 三 角 体 上 的 
各 应 力 是 平衡 的 (至 少 在 无 限 小 尺寸 的 极限 内 ) ,因而 施 于 其 上 的 总 力 就 必须 等 于 零 . 我 们 直 
接 从 Sy 知道 了 在 垂直 于 各 坐标 轴 的 那些 面 上 的 力 ,它们 的 矢量 和 就 应 等 于 作用 在 N 面 上 
的 力 , 因 而 我 们 可 用 S; 来 表示 这 个 力 . 

关于 作用 在 该 小 三 角形 体积 上 的 表面 力 处 于 平衡 这 一 假设 ,其 中 我 们 忽略 了 任何 可 能 
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会 存在 的 其 他 一 些 彻 体力 ,诸如 重力 或 庚 力 ,如 果 我 们 的 坐标 系 不 是 一 个 惯性 坐标 系 的 话 就 
会 存在 座 力 . 然而 ,应 该 注意 ,这 种 彻 体力 将 与 那个 小 三 角 体 的 体积 、 因 而 也 与 AxAyAz 成 正 
比 , 而 所 有 的 表面 力 则 均 与 诸如 ArAy, AyAz 等 面积 成 正比 . 所 以 ,如 果 我 们 把 模 形 物 的 尺 
寸 取 得 足够 小 , 则 同 表面 力 相 比 彻 体力 就 总 是 可 以 被 忽略 的 . 

现在 让 我 们 把 施 于 该 小 栋 形 物 上 的 力 都 相 加 起 来 . 首先 考虑 x 分 量 , 那 是 五 个 部 分 之 
和 一 一 从 每 一 个 面 各 有 一 部 分 . 然而 ,如 果 Az 足够 小 ,那么 作用 于 (与 z 轴 垂 直 的 ) 那 两 个 
三 角形 上 的 力 就 会 相等 相反 ,因而 可 以 将 其 忘却 掉 . 作用 于 底面 矩形 上 的 力 其 z 分 量 为 


AF,, -> S,, AXAz. 


作用 于 垂直 和 矩形 上 的 力 为 
| AF- = Sz AyAz. 
上 述 两 力 必 须 等 于 穿 过 N 面向 外 的 力 的 xz 分 量 . 令 普 为 垂直 于 N 面 的 单位 矢量 ,并 令 作 用 
于 此 面 上 的 力 为 F, ,于 是 我 们 有 
AF,, = S..AyAz 十 S.,AzAz. 
穿 过 这 个 平面 的 应 力 的 x 分 量 S。 等 于 AF.. 除 以 面积 AzVAz’ 十 Ay, 即 
8 
VAT + Ay: VAz 十 Ay 
由 于 Az/VAx’ 十 Ay 就 是 n 与 y 轴 间 夹 角 6 的 余弦 ,如 图 31-8 所 示 , 因 而 我 们 可 把 它 写成 
ny;, 即 nn 的 y 分 量 . 同 理 , Ay/VAx 十 Ay 就 是 sin9 = n,. 我 们 便 可 将 上 式 写成 
S- 一 Sans tt Sn,. 

如 果 现 在 推广 至 一 个 任意 表面 元 ,就 该 得 到 

s, Sr = Sunst San,+ San:, 
或 一 般 地 ， 

Si = 2)Ssn,. (31. 24) 


我 们 能 够 求 得 以 S; 表示 的 穿 过 任何 面 元 的 力 ,因而 S; 的 确 完整 
地 描述 了 材料 内 部 的 应 力 状态 . 

式 (31. 24) 表 明 , 张 量 Sy 使 力 S, 与 单位 矢量 n 相 联 系 ,就 好 
像 ;使 P 与 E 有 关 那 样 .既然 n 和 S$, 都 是 矢量 ,所 以 S; 的 各 分 
量 就 必然 像 张 量 那样 随 坐 标 系 的 改变 而 作 变 换 . 因此 , 5; 的确 是 
一 个 张 量 , 

我 们 也 可 通过 考察 作用 于 一 个 小 立方 体 材料 上 的 力 来 证 明 
S; 是 一 个 对 称 张 量 . 假设 取 一 个 小 立方 体 ,使 其 各 个 面 的 取向 平 
行 于 我 们 的 坐标 轴 , 并 从 一 个 截面 上 去 考察 它 , 如 图 31-9 所 示 . 


图 31-9 作用 于 一 小 单位 
立方 体 的 四 个 面 上 的 < 力 车 令 这 个 立方 体 的 每 个 边 长 为 一 个 单位 , 则 作用 于 与 z+ 和 y 轴 


和 y 力 正 交 的 那些 面 上 的 力 的 x 和 > 分 量 就 可 能 如 图 上 所 示 . 如 果 该 
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立方 体 很 小 , 则 一 个 面 上 的 应 力 就 不 会 与 其 相对 的 面 上 的 应 力 有 显著 的 不 同 ,因而 力 的 分 量 
就 如 图 所 示 的 那样 大 小 相等 而 方向 相反 . 现在 对 于 该 立方 体 必然 不 会 有 转 矩 作用 ,否则 它 就 
会 开始 转动 . 环绕 中 心 点 的 总 转 矩 为 (Sx 一 S,, )( 乘 以 立方 体 的 单位 边 长 ), 而 由 于 这 总 转 
矩 为 零 ,S* 就 应 等 于 S。 ,因而 这 应 力 张 量 就 是 一 个 对 称 张 量 . 

既然 % 是 一 个 对 称 张 量 ,因此 它 就 可 以 用 一 个 具有 三 根 主轴 的 椭 球 来 加 以 描述 . 对 于 
与 这 些 轴 正 交 的 面 来 说 ,应 力 特别 简单 一 一 它们 相当 于 与 这 些 面 正 交 的 压力 或 拉力 ,因而 沿 
这 些 面 上 就 不 会 有 剪 切 力 了 . 对 于 任何 应 力 来 说 ,我 们 总 能 够 选择 坐标 轴 使 其 各 切 向 分 量 为 
等 . 如 果 这 椭 球 是 一 圆 球 , 则 在 任何 方向 就 只 有 法 向 力 . 这 相当 于 流体 静 压 强 ( 正 的 或 负 的 ). 
因此 ,对 于 流体 静 压 强 来 说 ,这 个 张 最 就 是 对 角 的 ,而 且 所 有 三 个 分 最 都 相等 ,实际 上 ,它们 
刚好 等 于 压强 p, 即 可 以 写成 


S; = 1,. (31. 25) 


应 力 张 量 一 一 因而 还 有 它 的 椭 球 一 一 一 般 将 在 一 块 材料 中 逐 点 变化 ,要 描述 整 块 材料 ， 
就 需要 给 出 作为 位 置 函数 的 S 的 每 一 分 量 . 因此 ,应 力 张 量 就 是 一 个 场 . 我 们 已 经 有 过 标量 
场 , 像 温度 T(x, y, x) ,它们 在 空间 每 一 点 都 给 出 一 个 数值 ,以 及 矢量 场 , 像 E(xz, y, z) , 它 
们 对 每 一 点 给 出 三 个 数值 . 现在 我 们 又 有 了 张 量 场 ,它们 对 空间 每 一 点 给 出 九 个 数值 一 或 
对 于 对 称 张 量 S; 来 说 ,实际 上 是 六 个 数值. 在 一 块 任意 畸变 的 固体 中 ,对 其 内 力 的 完整 描述 
需要 六 个 各 含有 x,y 和 z 的 函数 . 


$31-7 离 阶 张 量 


应 力 张 量 5; 描 述 了 物质 中 的 内 力 . 如 果 材 料 是 弹性 的 ,用 另 一 个 张 量 T; 一 一 称 为 应 变 
张 量 一 一 来 描述 其 内 部 畸变 就 较 方便 . 对 于 像 金属 棒 那 样 的 简单 物体 ,你 知道 长 度 的 改变 
AL 与 作用 力 近 似 成 正比 ,因而 我 们 说 它 服从 胡 克 定律 : 


AL = yF. 
对 于 受 了 任意 畸变 的 固态 弹性 体 来 说 ,应 变 T; 与 应力 Sy 是 由 一 组 线性 方程 相 联系 的 ; 
T; = PruSu. (31. 26) 
并 且 ,一 根 弹簧 (或 一 根 棒 ) 的 势能 为 
六 FAL = 立 ?F?. 
对 于 固体 中 的 弹性 能 量 密度 ,可 推广 为 
Uswt = 2) 部 7iuSuSu、 (31. 27) 


因此 晶体 弹性 的 完整 描述 就 必须 用 这 些 系数 yn ,这 带 来 了 一 个 新 的 、 难 以 控制 的 量 , 它 是 
一 个 四 阶 张 量 ,由 于 每 一 个 下 脚 标 可 取 z, y 或 z 中 任何 一 个 ,共有 3 = 81 个 系数 ,但 实际 
上 却 只 有 21 个 不 同 数值 . 首先 ,Sy 是 对 称 的 , 它 只 有 6 个 不 同 的 数值 ,因而 在 式 (31. 27) 中 
就 只 需要 36 个 不 同系 数 . 可 是 ,Ss 和 Sw 可 以 互相 交换 而 不 改变 能 量 ,所 以 交换 六 和 &l 时 
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Yi 必定 是 对 称 的 ,这 样 就 把 不 同系 数 的 数目 又 减少 至 21 个 .所 以 对 于 可 能 的 对 称 性 是 最 低 
的 晶体 来 说 ,要 描述 它 的 弹性 就 需要 21 个 弹性 常数 ! 当然 ,对 于 较 高 对 称 的 晶体 ,这 一 数目 
还 可 以 减少 . 例如 ,立方 晶体 只 有 三 个 弹性 常数 ,而 各 向 同性 物质 则 只 有 两 个 弹性 常数 . 

这 后 者 的 真实 性 可 以 这 样 理解 . 如 同一 块 各 向 同性 物质 必然 会 对 称 那 样 ,xi 的 各 分 量 
怎么 可 能 与 坐标 轴 的 方向 无 关 呢 ? 答案 是 :只 有 当 它 们 可 用 张 量 6; 表达 时 ,它们 才能 是 与 
坐标 无 关 的 . 有 两 个 可 能 的 表示 式 :6564 和 56a6x 十 6z6x ,它们 都 具备 所 需 的 对 称 性 ,因而 65x 
就 必须 是 它们 的 线性 组 合 . 因此 ,对 于 各 向 同性 材料 来 说 ， 

Yur = a(sdn) od + rd )， 


所 以 这 种 材料 就 需要 两 个 常数 a 和 4 来 描述 它 的 弹性 . 而 立方 晶体 仅 需要 三 个 常数 ,我 们 将 
把 它 留 给 你 们 去 证 明 . 

作为 最 后 一 个 例子 ,我们 举 出 压 电 效应 ,这 次 是 属于 一 个 三 阶 张 量 . 在 应 力作 用 下 ,晶体 
会 产生 一 个 正比 于 这 个 应 力 的 电场 ,因此 ,一 般 说 来 ,其 规律 是 


E; = DPuSi, 
[| 


式 中 E; 为 电场 ,而 Pi 为 压 电 系数 一 一 或 压 电 张 量 . 你 能 否 证 明 , 若 晶体 有 一 个 反 演 中 心 
(在 从 x, y, zx 一 一 +, 一 y,， 一 z 的 变换 上 保持 不 变 ) , 则 所 有 压 电 系 数 都 等 于 零 ? 


§ 31-8 电磁 动量 的 四 维 张 量 


在 这 一 章 中 ,迄今 所 考察 过 的 所 有 张 量 都 是 与 三 维 空 间 有 关 的 ,它们 被 定义 为 在 空间 
转动 下 具有 某 种 变换 性 质 .在 第 26 章 中 ,我 们 曾 有 机 会 用 到 在 四 维 相对 论 性 时 空中 的 一 
个 张 量 一 一 电磁 张 量 F. 这 样 一 个 四 维 张 量 的 各 分 量 在 洛 伦 兹 的 坐标 变换 之 下 以 我 们 
算出 的 特殊 方式 变换 着 (尽管 我 们 并 未 那样 做 ,但 我 们 可 能 已 经 把 洛 伦 兹 变换 认为 是 在 
叫 作 闵可夫 斯 其 空间 的 “四 维 空间 ”里 的 一 种 转动 ,那么 与 我 们 这 里 正在 做 的 做 个 类 比 ， 
就 会 更 加 清楚 了 . ) 

作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 想 要 考虑 在 相对 论 四 维 (:, z，y, zx) 中 的 另 一 个 张 量 . 当 我 们 
在 上 面 写 出 应 力 张 量 时 ,我们 曾 把 S; 定义 为 穿 过 单位 面积 的 力 的 分 量 . 可 是 力 等 于 动量 的 
变化 率 ,因此 ,不 说 “S,, 是 穿 过 垂直 于 y 的 单位 面积 力 的 zx 分 量 ” ,而 同样 可 以 说 “S,, 是 穿 过 
垂直 于 y 的 单位 面积 动量 的 x 分 量 的 变化 率 ”. 换 名 话说 ,Sy 的 每 一 项 也 各 代表 通过 垂直 于 
i 方向 的 单位 面积 动量 的 i 分量 流 . 这 些 是 纯 空间 分 量 , 但 它们 却 是 在 四 维 (jy 和 v = 1 ,x， 
2，z) 中 含有 像 S- ,Sy, , S, 等 附加 分 量 的 一 个 “ 较 大 " 张 量 S,, 的 一 些 部 分 ,我们 现在 就 试图 
找 出 这 些 附加 分 量 的 物理 意义 . 

我 们 知道 ,那些 空间 分 量 代 表 动 量 流 . 我 们 可 以 从 研究 男 一 种 “ 流 " 一 一 电荷 流 一 一 来 获 
得 如 何 把 它 推广 至 时 间 那 一 维 上 去 的 线索 . 对 于 标量 电荷 来 说 ,其 变化 率 (通过 垂直 于 流 的 
单位 面积 ) 就 是 一 空间 矢量 一 一 电流 密度 j. 我 们 已 经 看 到 ,这 个 流 矢量 的 时 间 分 量 就 是 那 
些 流 动物 质 的 密度 . 例如 ,j 可 以 同一 个 时 间 分 量 j, = p 一 一 即 电 荷 密度 一 一 相 结 合 而 构成 
一 个 四 维 矢量 j, = (p, 了) ,也 就 是 说 , 当 j, 中 的 w 取 t, zx, ?或 z 各 值 时 , 它 指 的 是 标量 电 
荷 的 “密度 ,在 zz 方向 的 流动 速率 ,在 y 方 向 的 流动 速率 ,在 方向 的 流动 速率 "， 
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现在 ,与 刚才 所 做 的 关于 一 个 标量 流 的 时 间 分 量 的 说 法 相 类 似 ,我 们 也 许 会 期 待 , 同 用 
来 描述 动量 x 分 量 流 的 Ss ，S。 ，S:- 一 起 ,就 应 该 有 一 个 时 间 分 最 S- , 它 应 代表 正在 流动 
的 那 种 东西 的 密度 ,也 就 是 说 , S;, 应 该 是 x 方向 动量 的 密度 . 所 以 我 们 就 能 够 沿 水 平方 向 
把 我 们 的 张 量 推广 到 包含 一 个 :分量 . 我 们 得 


Ss 一 工 动量 密度 ， 

Se 一 工 动量 的 zx 向 流 ， 
S。 一 工 动量 的 > 向 流 ， 
Sz: 二 工 动量 的 z 向 流 . 


同 理 , 对 于 动量 的 y 分 量 我 们 有 三 个 流动 分 量 一 一 S* ，S,, ，S; 一 一 此 外 还 应 加 入 一 个 第 
四 项 : 


S,, 二 y 动量 密度 . 
而 当然 ,在 S- ，S。 ，S- 之 外 我 们 也 应 该 加 上 
S,, 二 z 动量 密度 . 


在 四 维 中 还 有 一 个 动 服 的 :分量 ,我 们 知道 那 就 是 能 量 , 因此 , 张 量 S; 应 该 在 垂直 方向 
上 “用 S.: ,Si, 和 S,: 来 推广 ,其 中 


Su 二 能 量 的 工 向 流 ， 
S。 二 能 量 的 y 向 流 ， (31. 28) 
,: 二 能 量 的 z 向 流 . 


这 就 是 说 ,Se 是 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 z 轴 单 位 面积 的 能 流 ,等 等 . 最 后 ,为 使 张 量 达到 完 
整 ,还 需要 5,, , 那 该 是 能 量 密度 . 我 们 已 把 三 维 的 应 力 张 量 S; 推广 成 四 维 的 应 力 - 能 量 张 量 
S…. 那 下 脚 标 w 可 以 取 四 个 值 :, x, > 和 =, 它 们 分 别 指 "密度 " “在 zx 向 单位 面积 的 流动 ”、 
“在 y 向 单位 面积 的 流动 " “在 z 向 单位 面积 的 流动 ”. 同样 地 ,v 取 t, zx, y, z 四 个 值 就 告诉 
我 们 什么 在 流动 , 即 “ 能 量 "“ 沿 z 向 的 动量 "“ 沿 y 向 的 动量 "和 “ 沿 = 向 的 动量 ”. 

作为 一 个 例子 ,我 们 将 讨论 不 是 在 实物 中 ,而 是 在 一 个 存在 着 电磁 场 的 自由 空间 区 域 里 
的 一 个 张 量 . 我 们 知道 ,能 流 就 是 坡 印 亭 矢 量 S = oc*EXB. 因此 ,S 的 x, y 和 z 分 量 ,从 相 
对 论 的 观点 来 看 ,就 是 我 们 的 四 维 应 力 -能 量 张 基 的 分 量 S。, Ss, 和 S,.. 张 量 S 的 对 称 性 也 
同样 移 到 了 : 分 最, 因而 四 维 张 量 5,, 是 对 称 的 : 

Si = ,Ss (31. 29) 

换 名 话说 ,代表 xz, y 和 z 动量 密度 的 S:.，S ，S: 也 等 于 坡 印 亭 矢量 $S , 即 能 流 的 zx, > 和 = 
分 量 一 一 正如 我 们 在 前 面 一 章 中 曾 用 不 同 的 论证 所 证 明 过 的 那样 . 

这 电磁 应 力 张 量 S, 的 其 余 各 分 量 也 可 用 电磁 场 E 和 B 来 表示 . 这 就 是 说 ,必须 把 应 
或 较 少 神秘 性 地 说 成 是 动量 流 一 一 纳入 电磁 场 之 中 . 在 第 27 章 中 与 式 (27. 21) 有 关 


力 


* ”这 表明 是 一 个 与 x, y, z 各 轴 都 “ 正 交 ”的 方向 , 即 :方向 . 


译 者 注 
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的 地 方 我 们 曾 对 此 有 所 讨论 ,但 还 未 将 其 细节 算出 , 
那些 想 要 在 四 维 张 量 方面 锻炼 本 领 的 人 们 , 也 许 乐 于 见 到 用 场 来 表示 的 关于 S 的 
公式 : 
《0 于 
S. = $ (BFF a DroFe), 


其 中 对 于 a, 8 的 求 和 是 指 对 于 上 , z，>y,， z 的 求 和 ,不 过 (如 同 在 相对 论 中 经 常 做 的 那样 ) 我 
们 采用 关于 求 和 符号 》) 与 符号 6 的 特别 含义 .在 总 和 中 有 关 zx，y, z 的 项 都 要 去 掉 , 并 且 
6 一 1, 6 一 6» 二 62 二 一 1, 对 于 jp 关 v 则 5,, = 0. 你 能 否 证 实 ( 令 c = 1) 它 会 给 出 能 量 
密度 S,, = (0/2)(E? 十 B:) 和 坡 印 亭 矢量 eoE XB? 你 能 否 证 明 : 在 B= 0 的 静电 场 中 ,应力 
的 主轴 在 电场 的 方向 ,而 且 有 一 个 张 应 力 (eo/2) 巨 沿 电场 方向 ,还 有 一 个 相等 的 压强 垂直 
于 电场 方向 ? 


第 32 章 ”稠密 材料 的 折射 率 


$32-1 物质 的 极 化 


我 们 现在 要 来 讨论 由 稠密 材料 所 引起 的 光 的 折射 一 一 因而 也 包括 光 的 吸收 一 一 现象 . 
在 第 1 卷 第 31 章 中 ,我 们 曾 讨 论 过 折射 率 理论 ,但 那 时 由 于 我 们 的 数学 能 力 有 限 ,就 不 得 不 
局 限于 只 是 找 出 诸如 气体 那样 的 低 密度 材料 的 折射 率 . 然而 ,产生 折射 率 的 物理 原理 却 已 经 
弄 清 楚 了 . 光波 中 的 电场 使 气体 里 的 分 子 极 化 ,产生 了 振动 着 的 电 偶 极 矩 . 这 些 振动 电荷 的 
加 速度 又 会 辐射 出 新 的 场 波 . 这 种 新 的 场 与 昌 的 场 相干 ,就 会 产 牛 一 个 变化 了 的 场 , 它 相当 
于 原来 的 波 受 到 某 个 相 移 ,由 于 这 相 移 与 该 材料 的 厚度 成 正比 ,所 以 这 一 效应 就 相当 于 在 材 
料 里 有 不 同 的 相 速 度 . 以 前 考察 这 一 课题 时 ,曾经 略 去 了 诸如 新 波 会 改变 振动 偶 极 子 所 在 处 
的 场 这 些 效应 所 引起 的 复杂 性 . 我 们 曾 假定 施 于 原子 中 电荷 上 的 力 仅 来 自 那 个 入 射 波 ,而 事 
实 上 ,它们 的 振动 不 仅 由 入 射 波 驱动 ,而 且 也 由 所 有 其 他 各 原子 的 辐射 波 所 推动 . 当时 要 把 
这 种 效应 包括 进去 ,对 于 我 们 来 说 会 有 困难 ,因而 仅仅 研究 了 稀薄 气体 ,在 那里 上 述 效 应 变 
成 无 关 紧要 的 了 . 

然而 ,现在 我 们 将 发 现 ,通过 利用 微分 方程 来 处 理 这 个 问题 非常 容易 . 这 一 办 法 掩盖 了 
折射 率 的 物理 起 源 (如 来 自 再 辐射 波 与 原来 波 的 相干 作用 ) ,但 却 使 $ 关 稠密 材料 的 理论 简 
单 得 多 . 本 章 将 从 以 前 的 工作 中 拼 集 大 量 材料 . 实际 上 我 们 将 选取 所 需要 的 一 切 东西 ,因而 
在 引进 的 概念 中 属于 全 新 的 相对 来 说 就 不 多 . 由 于 你 可 能 需要 重新 想起 我 们 将 要 用 的 东西 ， 
因此 我 们 提供 一 个 关于 即将 用 到 的 公式 及 其 出 处 的 清单 ( 表 32-1). 在 大 多 数 例子 中 ,我 们 
将 不 再 花 时 间 去 提供 物理 论证 ,而 只 是 要 利用 那些 公式 . 


表 32-1 本 章 的 工作 将 建立 在 下 列 这 些 包含 在 以 前 各 章 中 的 材料 的 基础 上 


阻尼 振动 第 1 卷 第 23 章 maz( 工 十 zz 十 olz) 一 下 


气体 折射 率 第 1 卷 第 31 章 na 1+ 二 二 证 二 


4 
等 到 本 二 和 


迁移 率 第 1 卷 第 41 章 mz 二 pz 一 下 


电导 率 第 1 卷 第 43 章 p= 工 io= ME 


极 化 性 第 2 卷 第 10 章 pc 一 一 WP 


在 电介质 内 部 第 2 卷 第 11 章 玉 局 坟 =E+iP 


我 们 从 回忆 气体 折射 率 的 机 制 着 手 . 假定 单位 体积 内 共有 NN 个 粒子 ,而 每 个 粒子 的 行 
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为 像 一 个 谐振 子 , 并 采用 这 样 的 原子 或 分 子 模型 :其 中 的 电子 被 正比 于 其 位 移 的 力 束缚 住 
(好 像 被 弹簧 维持 在 其 位 置 上 似 的 ). 我 们 曾经 强调 ,这 并 非 原子 的 正统 经 典 模型 ,但 以 后 将 
证 明 , 正 确 的 量子 力学 理论 (在 一 些 简 单 情况 中 ) 会 给 出 等 效 于 这 一 模型 的 结果 . 在 以 往 的 处 
理 中 ,我 们 从 未 将 原子 振子 中 的 阻尼 力 那 种 可 能 性 包括 进去 ,但 现在 就 要 这 样 来 做 . 这 种 力 
相当 于 对 运动 的 阻力 ,也 就 是 与 电子 速度 成 正比 的 力 .于 是 运动 方程 为 

F=qE = m(Y+y+ wr), (32.2) 


式 中 工 是 平行 于 EE 方向 的 位 移 (我 们 正 假设 一 种 各 向 同性 的 振子 ,其 恢复 力 在 一 切 方 向 都 
相同 . 并 且 ,我 们 目前 也 在 考虑 一 个 线 偏 振 波 ,以 致 E 不 改变 方向 ). 如 果 作 用 于 原子 上 的 电 
场 随时 间 正 弦 式 地 变化 , 则 可 以 写 出 


E= Ee™'. (32.2) 
于 是 位 移 将 以 同样 的 频率 振动 ,因而 可 令 
T= zoe™. 
将 三 = iwz 和 之 = 一 wz 代入 式 (32. 1) ,就 能 够 用 瓦 来 解 出 二 : 
区 qe/m 
+i a 


如 果 已 经 知道 位 移 , 则 可 算出 加 速度 ,并 求 得 引起 折射 率 的 辐射 波 . 这 就 是 以 前 在 第 1 卷 
第 31 章 中 曾经 计算 过 折射 率 的 那 种 办 法 . 

然而 ,现在 想 要 采取 一 种 不 同 的 计算 方法 . 原子 的 感 生 偶 极 矩 p 为 gx, 或 利用 式 
(32. 3) , 即 得 


= ge/m 
, —w Tiyw+w Dd 
由 于 p 与 E 成 正比 ,所 以 我 们 可 写成 
Pp = eal(w)E, (32. 5) 
式 中 a 称 为 原子 极 化 宁 * . 采用 这 一 定义 ,得 
wm (32.6) 


关于 原子 中 电子 运动 的 量子 力学 解 给 出 除了 下 述 一 些 修 正之 外 的 相似 结果 . 每 一 种 原 
子 “ 具 有 若干 个 固有 频率 ,而 每 个 频率 有 其 本 身 的 阻尼 常数 >. 并 且 , 每 种 振动 模式 的 有 效 
“强度 "各 不 相同 ,这 可 用 每 个 频率 的 极 化 率 乘 以 强度 因子 了 来 表示 ,我 们 预期 /是 数量 级 
为 1 的 数值 . 对 于 每 个 振动 模式 ,用 ww, 为 和 f 代表 那 三 个 参数 w, y 和 了 ,并 对 不 同 的 模 


* 在 整个 本 章 中 我 们 将 遵照 第 1 卷 第 31 章 中 的 那 种 符号 表示 法 ,并 令 a 代表 原子 极 化 率 ,如 在 这 里 所 
定义 的 .在 上 一 章 中 我 们 曾 利 用 a 代表 体积 极 化 率 一 一 即 P 对 EE 的 比率 ,在 本 章 的 记 法 中 则 应 该 是 P = 
NacoE, 见 式 (32. 8). 

*# ”这 里 按 原文 只 是 “The atoms" ,我 们 将 其 改 成 “每 一 种 原子 ”, 似 较 确 切 些 . 一 一 译 者 注 


第 32 章 稠密 材料 的 折射 率 435 


式 全 部 求 和 , 则 我 们 可 把 式 (32. 6) 修 改 成 : 
a(w) = £3 RN (32.7) 


om — ow 十 iyso 十 ai 
如 果 NN 是 在 该 材料 内 单位 体积 的 原子 数 , 则 极 化 强度 P 就 恰好 是 Np = wo NaE, 并 正 
沾 于 吾 : 
P= ,Nal(w)E. (32.8) 


换 句 话说 , 当 有 一 正弦 式 电 场 作用 于 材料 上 时 ,就 有 一 个 正比 于 该 电场 的 单位 体积 感 生 偶 极 
矩 一 一 我 们 要 强调 比例 常数 a 与 频率 有 关 . 当 频 率 非常 高 时 ,a 很 小 , 即 响 应 不 厉害 . 然而 ， 
在 低频 时 ,就 可 能 存在 较 强 的 响应 . 并 且 ,这 个 比例 常数 是 一 复数 ,这 意味 着 极 化 强度 并 不 完 
全 跟随 着 电场 变化 ,而 是 相位 在 某 种 程度 上 可 能 被 移动 了 . 无 论 如 何 ,总 会 有 一 个 其 大 小 正 
比 于 电场 强度 的 单位 体积 极 化 强度 . 


$ 32-2 在 电介质 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 


物质 中 极 化 现象 的 存在 意味 着 材料 内 部 有 了 极 化 电荷 和 极 化 电流 ,而 为 了 求 场 就 应 该 
把 它们 放 进 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 中 .我 们 这 回 要 在 这 种 情况 下 求解 麦克 斯 韦 方程 组 , 即 其 
中 的 电荷 和 电流 不 像 在 真空 里 那样 各 等 于 零 ,而 是 由 极 化 矢量 所 隐蔽 地 给 出 . 第 一 步 是 明确 
地 找 出 电荷 密度 p 和 电流 密度 j ,它们 是 对 我 们 过 去 定义 P 时 所 考虑 的 相同 尺度 的 小 体积 
平均 过 的 .于 是 ,我 们 所 需要 的 p 和 j 能 够 从 极 化 强度 获得 . 

我 们 已 在 第 10 章 中 见 到 , 当 极 化 强度 P 逐 处 变化 时 ,就 存在 由 下 式 给 出 的 电荷 密度 : 


put 一 一 V. 卫 . (32.9) 


虽然 我 们 当时 处 理 的 是 静 场 , 但 同样 的 公式 也 适用 于 随时 间 变 化 的 场 . 可 是 , 当 P 随时 间 变 
化 时 ,就 有 电荷 在 运动 ,因而 也 存在 极 化 电流 . 每 个 振动 电荷 贡献 的 电流 等 于 其 电荷 gq 乘 以 
其 速度 w, 设 单位 体积 共有 N 个 这 样 的 电荷 , 则 电流 密度 j 为 


j 一 Ng.w. 


既然 我 们 知道 v = dx/di, 那么 j = Ng.(dx/di) ,这 恰好 就 是 dP/di. 因此 ,由 变化 着 的 极 化 
强度 引起 的 电流 密度 为 
J 级 化 二 至 . (32. 10) 
我 们 的 问题 现在 既 直 接 而 又 简单 . 利用 式 (32.9) 和 (32. 10) ,我 们 要 用 由 表示 的 电荷 
密度 和 电流 密度 来 写 出 麦克 斯 韦 方 程 组 (假定 在 该 材料 中 并 没有 旭 的 电流 和 电荷 ). 然后 再 
用 式 (32.5) 把 P 与 E 联系 起 来 ,并 对 EE 和 B 求解 方程 ,寻找 波动 解 . 
在 做 此 事 之 前 ,我 们 想 要 做 一 个 历史 性 的 注解 . 麦克 斯 韦 原来 写 出 的 方程 式 在 形式 上 与 
我 们 现在 所 用 的 不 同 . 由 于 这 些 方程 在 过 去 许多 年 中 曾 被 写成 这 种 不 同形 式 一 一 而 且 目 前 
还 有 许多 人 按照 那样 来 写 一 一 我 们 将 解释 其 中 的 区 别 . 在 早期 , 介 电 常量 机 制 还 未 受到 充分 
和 清楚 的 认识 . 原子 的 本 性 既 未 被 理解 ,材料 的 极 化 也 不 清楚 . 因此 人 们 并 未 认识 到 对 电荷 
密度 e 会 有 来 自 V ' 己方 面 的 贡献 .他们 仅 赁 那些 不 受 原子 束缚 的 电荷 (诸如 在 导线 中 流动 
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的 电荷 或 从 表面 上 擦 去 的 电荷 ) 来 思考 问题 . 
今天 ,我 们 更 喜欢 让 p 代表 总 电荷 密度 ,包括 被 束缚 的 原子 电荷 所 产生 的 那 部 分 . 若 我 
们 把 这 一 部 分 称 为 pak , 则 可 以 写 出 
P 一 0 级 化 十 C 共 他 ， 
式 中 px 他 就 是 支 克 斯 韦 曾 经 考虑 过 的 电荷 密度 ,而 且 是 指 那些 不 会 被 束缚 于 个 别 原子 上 的 
电荷 .于 是 可 写 出 


把 式 (32. 9) 代 入 og#k ,得 


或 
V. (coE 十 P) = prw. (32. 11) 
在 麦克 斯 韦 方程 组 中 有 关 V XB 的 电流 密度 ,一 般 也 有 来 自 受 末 细 的 原子 电流 的 贡献 ， 
因此 可 以 写 出 
了 一 jg 化 十 JK 人 地， 
而 帮 克 斯 韦 方 程 则 变 成 


VXB- +i + (32. 12) 

利用 式 (32. 10) ,我 们 得 
wc VXB= jx +(oE+P). (32.13) 

现在 你 可 以 明白 ,假如 由 下 式 定义 一 个 新 的 矢量 D: 

D=wE+P, (32. 14) 

则 两 个 场 方程 就 会 变 成 
Ve (32. 15) 

和 

oe VXB= jng+y. (32. 16) 


这 些 实际 上 就 是 麦克 斯 韦 对 于 电介质 所 用 的 形式 . 他 的 其 余 两 个 方程 则 是 


-_3B 
VxE= ET 


和 
VvV.B8B=0, 
这 些 与 我 们 目前 所 用 的 相同 . 


麦克 斯 韦 以 及 其 他 早期 工作 者 还 过 到 一 个 与 磁性 材料 (我 们 不 久 即 将 加 以 考虑 ) 有 关 的 
问题 . 由 于 他 们 还 不 知道 导致 原子 磁性 的 环行 电流 ,因此 他 们 所 使 用 的 电流 密度 还 缺少 这 另 


第 32 章 ”稠密 材料 的 折射 率 437 
一 部 分 . 他 们 实际 上 写 出 的 并 非 式 (32. 16) ,而 是 


vxH= 了 + 字 ， (32. 17) 


式 中 的 卫 与 (oc*B 不 同 之 处 在 于 后 者 已 包括 了 原子 电流 的 效应 "(于 是 六 就 代表 剩 下 的 其 
余 电流 ). 所 以 麦克 斯 书 拥有 四 个 场 拓 量 E, D, B 和 H,D 和 HH 是 不 关心 材料 内 部 正在 进行 
着 的 过 程 的 一 种 隐蔽 方法 ,你 会 在 许多 地 方 找 到 用 这 种 方式 写 出 的 方程 组 . 

为 了 求解 该 方程 组 ,有 必要 把 D 和 与 其 他 的 场 联系 起 来 ,而 人 们 往往 写成 


D=E 和 B = yH. (32. 18) 


然而 ,这 些 关 系 式 对 于 某 些 材料 只 是 近似 地 正确 ,而 且 即 使 如 此 也 只 有 在 场 随时 间 变 化 不 太 
迅速 时 才 行 (对 于 按 正弦 式 变化 的 场 ,人 们 往往 能 够 通过 使 和 A 成 为 频率 的 复 变 函 数 而 将 
式 子 按照 这 样 写 出 ,但 对 于 场 的 任意 时 间 变 化 那 就 不 行 ). 所 以 在 求解 这 些 方程 时 往往 受到 
各 种 形式 的 欺骗 .我们 认为 ,正确 的 办 法 乃 是 用 目前 所 理解 为 基本 的 那些 量 来 保持 那些 方程 
式 一 一 而 这 正 是 我 们 一 贯 做 的 . 


$32-3 电介质 中 的 波 


我 们 现在 想 要 求 出 : 哪 种 类 型 的 电磁 波 才能 在 这 样 的 电介质 中 存在 ,其 中 除了 束缚 于 原 
子 中 的 电荷 外 就 无 其 他 附加 电荷 ,为 此 我 们 取 p = 一 .P 和 j = 3P/ai. 这 样 ,麦克 斯 韦 方程 
组 变 成 
(a)v. E=—E, (b)eVxB= (E+E), 
a (32. 19) 


(c) VXE=—3, (d)Vv.B=0. 


可 按照 以 前 做 过 的 那样 来 求解 这 些 方程 式 , 即 从 取 式 (32. 19c) 的 旋 度 开始 : 


Vx (VxE) = 一 元 YXB 
其 次 ,利用 矢量 恒等式 
Vx (VXE)= VV.E)—VE, 
利用 式 (32. 19b) 并 代替 VX B, 便 得 


VE=—. Ll 29P_19E 
be a cocz Ot ce? oar. 


*” 这 说 法 从 式 子 的 表面 看 似乎 是 对 的 ,因为 式 左边 只 出 现 HH( 而 不 出 现 B), 右 边 只 出 现 六 (而 不 出 现 
让 ). 但 实际 上 HH 是 不 包括 原子 电流 效应 的 ,这 可 从 式 (36. 12) 看 出 .D 也 是 不 包括 极 化 电荷 的 效应 的 ,但 由 
于 pat 二 一 V*P, 在 减 去 此 方面 的 效应 时 , 负 负 为 正 得 了 在 中 间 的 一 个 正 号 ( 即 D = wE 十 P). 只 有 EE 才 
是 包括 一 切 电荷 的 电场 ,又 只 有 B 才 是 包括 一 切 电流 的 磁场 . 这 些 正确 观点 在 本 书 中 各 处 都 由 作者 经 常 加 
以 反复 强调 . 译 者 注 
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对 于 V .EE 则 利用 式 (32. 19a) ,因而 得 


2 
ViE— toE—— 二 VCV， 中 2 (32. 20) 


所 以 我 们 现在 所 得 到 的 并 非 是 波动 方程 ,而 是 达 朗 贝尔 算 符 作 用 于 E, 等 于 含有 极 化 强度 P 
的 两 项 . 
然而 ,由 于 P 取决 于 E, 所 以 方程 式 (32. 20) 可 能 仍 存在 波动 解 . 现在 我 们 将 限于 各 向 同 
性 电介质 中 ,因而 了 始终 与 E 同 向 . 让 我 们 尝试 找 出 沿 = 方向 行进 的 波 的 解 , 这 样 电场 也 许 
会 按 st- 所 变化 . 我 们 也 将 假定 波 是 在 工 方向 偏振 的 , 即 电场 只 有 一 个 天 分 量 . 我 们 写 出 
E. = 已 etwP) ， (32. 21) 


你 知道 , 任 一 个 (z 一 vw) 的 函数 代表 一 个 以 速率 v 传 播 的 波 . 式 (32. 21) 的 指数 可 以 写成 


= 沁 (s 一 人 
因而 式 (32. 21) 就 代表 一 个 具有 如 下 相 速 的 波 : 
Vi 二 w/k. 
折射 康 n 是 通过 令 


UV 相 


而 被 定义 的 ( 见 第 1 卷 第 31 章 ). 这 样式 (32. 21) 就 变 成 
E, = 已 en ao。 


因此 ,我 们 可 以 先 求 出 要 使 式 (32. 21) 满 足 适 当 的 场 方程 所 需 的 上 值 ,然后 再 应 用 下 式 求 


出 2: 
ee (32. 22) 


w 


由 于 在 各 向 同性 的 材料 中 ,常常 只 有 极 化 的 一 个 z+ 分 量 ,于 是 P 不 会 随 z 坐标 发 牛 变化 ,所 
以 V.P = 0, 这 样 便 消除 了 式 (32. 20) 右 边 的 第 一 项 . 并 且 , 由 于 我 们 现在 假定 电介质 是 线 
性 的 ,所 以 已 可 能 按 ew 变化 ,而 3:P;/9t = 一 w*P,. 这 样 , 式 (32. 20) 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 简 
单 地 变 成 2¥E./9zx? 一 一 外 下。, 因而 得 到 


党 2 
一 外 E: 十 拖 E, = 一 上 7P,. (32. 23) 
(oC 


现在 让 我 们 暂时 假定 ,由 于 五 按照 正弦 形式 变化 ,所 以 可 以 令 王 正比 于 五 ,犹如 式 
《32.5) 那 样 (以 后 我 们 将 要 回来 讨论 这 一 假定 ). 因而 写 出 
P, = eo NakE,. 


这 样 ,从 式 (32. 23) 中 除去 E, ,从 而 求 得 


2 
一 点 (1 二 Na) (32. 24) 
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我 们 已 经 发 现 一 个 像 式 (32. 21) 那 样 的 波 , 其 波 数 & 由 式 (32. 24) 所 给 出 ,该 波 将 满足 各 个 场 
方程 .利用 式 (32. 22), 则 折射 率 将 由 下 式 给 出 : 
n= 二 1 十 Na. (32. 25) 
让 我 们 把 这 一 个 式 同 在 气体 折射 率 的 理论 (第 1 卷 第 31 章 ) 中 所 得 到 的 式 子 做 比较 . 在 
那里 ,我们 曾经 得 到 式 (31. 19), 即 
一 -一 一 一 . (32.26) 


由 式 (32.6) 取 a, 则 式 (32.25) 应 给 出 


Na 1 


2 一 一 一 一- 一 
dt 


(32.27) 


首先 ,这 里 有 一 个 新 项 iyw, 这 是 由 于 我 们 正 把 振子 的 损耗 包括 进去 的 缘故. 其 次 ,前 一 个 式 
子 左边 是 n 而 不 是 w*, 所 以 又 有 一 个 附加 因数 1/2. 但 要 注意 ,如 果 N 足够 小 以 致 接近 于 
1( 如 在 气体 中 的 情况 ) , 则 式 (32. 27) 表 明 ww 等 于 1 加 上 一 个 小 数目 : w* = 1 十 < 于 是 可 以 
写成 "一 VI 干 > 1 十 c/2, 而 且 两 个 表示 式 也 就 彼此 等 价 . 这样, 我 们 的 新 方法 对 于 气体 给 
出 与 以 前 相同 的 结果 . 

现在 ,你 或 许 认为 , 式 (32. 27) 也 应 给 出 稠密 材料 的 折射 率 , 然而 ,由 于 以 下 几 个 原因 它 
需要 做 修正 . 首先 ,关于 这 个 式 子 的 推导 曾 假定 作用 于 每 个 原子 的 极 化 场 是 场 已. 然而 ,这 
一 假定 并 不 正确 ,因为 在 稠密 材料 中 也 还 有 附近 其 他 原子 所 产生 的 、 与 E, 相差 不 多 的 场 . 
当 我 们 过 去 学 习 电 介质 中 的 静电 场 时 也 曾 考虑 过 相似 的 问题 ( 见 第 11 章 ). 你 会 记得 ,我 们 
当时 通过 想象 将 一 个 单独 原子 置 于 周围 电介质 的 一 个 球形 空 穴 中 而 估计 它 所 在 处 的 场 . 在 
这 样 一 个 空 穴 的 场 一 -我们 曾 称 为 局 部 电场 一 比 起 平均 场 来 要 超出 P/(3)( 然 而 ,应 
该 记 住 ,这 一 结果 只 有 在 各 向 同性 材料 一 一 包括 立方 品 体 的 那 种 特殊 情况 一 一 中 才 是 严格 
正确 的 ). 

相同 的 论证 对 于 波 中 的 电场 也 会 适用 ,只 要 波长 比 原子 间距 大 得 多 便 行 . 在 这 种 限制 情 


况 下 ,我 们 可 以 写 出 网 


Enw = E 十 并. (32. 28) 
这 局 部 电场 应 该 就 是 用 于 式 (32.3) 中 的 巨 场 ,也 就 是 说 , 式 (32.8) 应 重新 写成 
P= .NaERy. (32. 29) 
应 用 式 (32. 28) 的 Ess , 求 得 
P=aNa (E+ 所) 
或 
P= 人 所 (32. 30) 


”1 二 (Nxz3) 


换 句 话说 ,在 稠密 材料 中 P 仍旧 正比 于 已 (对 正弦 变化 的 场 来 说 ). 然而 ,比例 常数 却 不 是 
% Na[ 如 在 式 (32.23) 下 面 的 式 中 我 们 曾 写 出 的 那样 ] ,而 应 该 是 coNa/[1 一 (Na/3)]. 因此 就 
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必须 将 式 (32. 25) 改 正 为 
Na 


1 三 1 十 TI 一 (Nz73J (32. 31) 
如 果 把 这 个 式 写 成 如 下 形式 , 那 就 更 加 方便 : 
3 1 Ne, (32. 32) 


pr 


在 代数 上 上 两 式 是 等 价 的 ,这 就 是 大 家 熟悉 的 克 劳 修 斯 - 莫 索 提 方程 . 

在 稠密 材料 中 还 有 另 一 种 复杂 性 . 由 于 相 邻 原子 如 此 靠近 ,它们 之 间 便 有 强烈 的 相互 作 
用 . 因此 ,那些 内 部 的 振动 模式 改变 了 . 原子 振动 的 固有 频率 因 这 些 相 互 作用 而 被 扩大 了 ,所 
以 它们 往往 受到 很 严重 的 阻尼 一 一 阻力 系数 变 得 很 大 . 因此 ,固体 中 的 那些 wm。 和 yy 与 在 自 
由 原子 中 的 相 比 就 很 不 相同 . 虽然 有 这 些 限制 ,但 我 们 仍然 至 少 可 以 近似 地 利用 式 (32. 7) 来 
表示 a. 于 是 就 有 


no—l_ Na: fs 
3 meo > —w 二 iyw + wi” ee 


最 后 一 个 复杂 性 . 如 果 稠 密 材料 是 几 种 成 分 的 混合 物 , 则 每 一 种 成 分 都 对 极 化 有 贡献 . 
总 的 a 就 等 于 这 混合 物 中 每 种 成 分 贡献 之 和 [除了 对 有 序 晶 体 中 局 部 场 近似 式 (32. 28) 的 不 
准确 性 一 一 过 去 分 析 铁 电 体 时 我 们 就 曾 讨论 过 的 效应 一 一 外 ]. 把 每 种 成 分 单位 体积 的 原子 
数 写成 N, , 便 可 用 下 式 代替 式 (32. 32): 


3( 夺 3)= 对 Nm,， (32. 34) 


其 中 每 个 a 将 由 像 式 (32. 7) 那 样 的 表示 式 给 出 . 于 是 式 (32. 34) 就 完成 了 我 们 关于 折射 率 
理论 的 工作 . 3( 一 1)/(w 十 2) 这 个 量 由 频率 的 某 个 复 变 函数 给 出 ,而 这 个 函数 就 是 平均 
原子 极 化 率 a(w). 关于 稠密 物质 中 a(w) 的 准确 计算 ( 即 要 求 出 六 ,xx 和 wor) 是 量子 力学 中 
的 困难 问题 ,只 对 于 几 种 特别 简单 的 物质 才 根 据 第 一 性 原理 完成 了 这 种 计算 . 


$32-4 复 折射 率 


现在 要 来 考察 上 述 结果 , 即 式 (32. 33). 首先 ,我 们 注意 到 a 是 一 复数 ,因而 折射 率 ” 也 
必 将 是 一 复数 . 这 意味 着 什么 呢 ? 现在 让 我 们 试 将 n 写成 实 部 与 虚 部 之 和 ;: 


n= nrg 一 ii， (32. 35) 


其 中 nr 和 nm 都 是 w 的 实数 函数 . 我们 在 im 之 前 写 上 一 负 号 ,因此 在 所 有 普通 光学 材料 中 
m 将 是 一 正 值 (在 普通 非 活动 性 材料 一 一 不 像 激光 器 或 光源 本 身 那样 的 材料 一 一 中 y 是 正 
数 ,而 使 得 n 的 虚 部 为 负 ). 式 (32. 21) 所 表示 的 平面 波 可 以 用 ” 写 出 ,为 


E> > 已 est- 一 0 
将 写成 像 式 (32. 35) 中 的 那样 , 则 有 
E, = Eoe "ew "RV. (32. 36) 


第 32 章 ”稠密 材料 的 折射 率 441 


项 ez 表示 以 速率 c/nr 传播 的 波 , 因 而 na 就 代表 我 们 正常 所 认为 的 折射 率 , 但 这 个 波 
的 振幅 为 

Ere™"i 
它 随 z 指数 式 地 减弱 . 对 于 nt ~ ng/(2x) 的 情况 ， 
在 某 一 时 刻 , 电 场 强度 作为 z 的 函数 曲线 如 图 32-1 
所 示 . 至 于 折射 率 的 虚 部 则 表示 由 于 在 原子 振子 中 
的 能 量 损耗 而 引起 的 波 的 衰减 . 波 的 强度 与 波幅 的 
平方 成 正比 ,因而 

强度 oc [me 
这 往往 被 写成 

强度 cc ee ， 
其 中 B= 2wmive 称 为 吸收 系数 . 这 样 在 式 (32. 33) 
中 我 们 就 不 仅 得 到 了 材料 的 折射 率 理论 ,而且 同 样 7 
也 有 了 材料 吸收 光 的 理论 . 人 

在 通常 我 们 认为 是 透明 的 材料 中 , 量 / (wm) Re 

具有 长 度量 纲 一 一 比 起 该 材料 的 厚度 来 是 很 大 的 量 


§32-5 混合 物 的 折射 率 


关于 折射 率 埋 论 还 有 男 一 个 可 以 用 实验 来 进行 核对 的 预言 . 假设 我 们 考虑 一 个 含有 两 
种 材料 的 混合 物 . 这 混合 物 的 折射 率 并 非 是 两 种 折射 率 的 平均 值 ,而 应 当 按 式 (32. 34) 所 示 
的 那样 由 两 个 极 化 率 之 和 来 给 出 . 如 果 我 们 问 起 (比如 说 ) 糖 溶液 的 折射 率 ,那么 总 极 化 率 就 
是 水 与 糖 的 两 个 极 化 率 之 和 . 当然 ,每 个 极 化 率 必 须 用 该 种 物质 单位 体积 内 的 分 子 数 作为 
六 来 计算 . 换 句 话说 , 若 给 定 溶液 中 有 Ni 个 极 化 率 为 wm 的 水 分 子 和 N: 个 极 化 率 为 w 的 
蔗糖 (Cs HzOu ) 分 子 , 则 应 该 有 


2 
让 
3( 天 地)= Niai 十 Nzaz， (32. 37) 


可 以 通过 测量 不 同 浓度 的 蔗糖 水 溶液 的 折射 率 , 应 用 此 式 对 照 实验 结果 来 检验 我 们 的 
理论 . 然而 ,这 里 我 们 得 做 几 种 假设 . 上 面 的 公式 假定 当 芒 糖 溶解 于 水 中 时 并 没有 发 生化 学 
反应 ,而 对 各 个 原子 振子 的 扰动 在 不 同 浓度 中 差异 不 会 太 大 . 所 以 上 述 结果 肯定 只 是 近似 
的 .不 管 怎 样 ,还 是 让 我 们 来 看 看 这 个 式 子 到 底 如 何 有 效 . 

选取 芒 糖 溶液 这 一 例子 是 因为 在 《化 学 与 物理 学 手册 》( Handbook of Chemistry and 
Physics) 中 有 一 个 关于 折射 率 测 量 值 的 很 好 的 表 , 而 且 又 因为 蔗糖 是 一 种 分 子 晶体 ,所 以 在 
其 溶解 过 程 中 并 没有 发 生 过 电离 或 其 他 任何 会 改变 其 化 学 状态 的 事情 . 

我 们 在 表 32-2 的 头 三 行 中 给 出 从 手册 中 查 出 来 的 数据 . A 列 为 芒 糖 按 重量 计 的 百 分 
比 ,B 列 为 测 得 的 密度 (gcm 习 ) ,而 C 列 则 为 用 589. 3 nm 波长 的 光 时 测 得 的 折射 率 . 对 于 纯 
的 糖 ,我 们 已 经 取得 了 糖 晶 体 折射 率 的 测量 值 . 这 种 晶体 并 非 各 向 同性 的 ,因而 所 测 得 的 折 
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射 率 沿 各 方向 是 不 同 的 . 该 手册 给 出 三 个 数值 : 
m = 1.537 6，ma 一 1.5651, ns 一 1.570 5， 


我 们 取 其 平均 值 . 

现在 我 们 可 以 试 着 算出 每 种 浓度 的 ”, 但 不 知道 对 wm 或 w 取 何 值 . 让 我 们 用 这 种 方 
法 米 检验 该 理论 :假定 水 的 极 化 率 (w ) 在 所 有 各 种 浓度 时 都 相同 ,并 利用 n 的 实验 值 及 从 
式 (32. 37) 解 出 az 从 而 算出 芒 糖 的 极 化 率 . 如 果 这 一 理论 正确 , 则 对 于 所 有 浓度 都 应 得 到 
相同 的 wz. 

首先 ,必须 知道 N; 和 N; :让 我 们 用 阿 伏 伽 德 罗 数 Ne 来 表示 它们 . 试 取 1 1(1 000 cms ) 
作为 体积 单位 . 于 是 N;/N。 等 于 每 升 的 重量 除 以 其 分 子 量 . 而 每 升 的 重量 则 是 密度 ( 乘 
1 000 后 获得 每 升 克 数 ) 乘 以 蔗糖 或 水 的 用 分 数 表示 的 重 最 . 就 这 样 ,得 到 了 记 在 该 表 D 和 下 
两 列 中 的 N:/Ne。 和 NANo. 


表 32-2 蔗糖 浴 液 的 折射 率 ,与 式 (32. 37) 的 预言 做 比较 
从 手册 中 查 出 来 的 数据 


亲本 分 玫 全 天 产科 
含量 ( 以 重 克 分 子 释 
航 计 ) (gem 3 (20 C) N2/ No 


a 纯 水 ;b 蔗糖 品 体 ;ic 平均 值 ( 见 书 中 );d 蔗糖 的 分 子 量 一 342ie 水 的 分 子 恕 一 18. 


在 F 列 ,我 们 从 C 列 中 的 实验 n 值 算 出 了 3(2 一 1)/(n 十 2). 对 于 纯 水 来 说 ， 
3( 一 1)/(w? 十 2) 为 0.617, 那 恰好 是 Nia. 然后 我 们 便 能 填 上 G 列 中 的 其 余部 分 ,因为 对 
于 每 一 行 G/E 只 容许 有 相同 的 比值 一 一 即 0. 617 : 55. 5. 从 下 列 减 去 G 列 , 便 得 到 其 糖 的 
Nzaz 那 一 部 分 贡献 ,如 H 列 所 示 . 把 这 些 数 字 用 D 列 中 的 N,/N。 值 来 除 , 我 们 便 得 到 如 J 
列 所 示 的 Noas 的 值 . 

根据 我 们 的 理论 ,应 该 预计 所 有 的 Noa; 值 都 相同 . 它们 虽然 并 不 完全 相同 ,但 也 相当 
接近 . 可 以 得 出 结论 说 ,我 们 的 想法 是 相当 正确 的 . 而 且 ,我 们 还 发 现 糖分 子 的 极 化 率 似乎 与 
其 周围 环境 的 关系 不 是 太 大 一 一 它 的 极 化 率 在 稀 溶液 与 在 晶体 中 几乎 相同 . 


$32-6 金属 中 的 波 
在 本 章 中 我 们 对 固体 材料 所 建立 的 理论 也 可 应 用 于 像 金 属 那 种 良 导体 ,但 要 很 小 的 修正 . 


在 金属 中 , 某 些 电子 缺乏 把 它们 维系 在 任何 特定 原子 上 的 束缚 力 , 而 正 是 这 种 “自由 "电子 才 引 
起 了 导电 性 . 别 的 电子 则 被 受 束缚 着 ,而 上 面 的 理论 对 这 些 电 子 是 直接 适用 的 . 然而 ,这 些 束 缚 


* 克 分 子 量 即 国际 单位 中 的 物质 的 量 ,以 摩尔 为 单位 . 一 译 者 注 
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电子 的 影响 往往 被 那些 传导 电子 的 效应 所 掩 没 ,我 们 现在 将 只 讨论 自由 电子 的 效应 . 
如 果 一 个 电子 没有 受到 局 复 力 作用 一 一 但 对 其 运动 仍 有 某 种 阻力 一 一 则 它 的 运动 方程 

与 式 (32. 1) 的 差别 就 仅 在 于 缺少 wz 那 一 项 . 所 以 在 其 余 的 推导 过 程 中 我 们 所 必须 做 的 一 

切 就 是 令 ow = 0 一 一 此 外 还 有 一 点 不 同 . 过 去 所 以 必须 要 在 电介质 中 区 别 平均 场 与 局 部 

场 ,是 因为 在 电介质 中 每 个 偶 极 子 的 位 置 是 固定 的 ,从 而 与 其 他 偶 极 子 位 置 就 有 确定 的 关 

系 .但 由 于 金属 中 的 传导 电子 到 处 运动 ,作用 于 其 上 的 场 平均 说 来 恰好 是 平均 场 E. 因此 ,我 

们 利用 式 (32. 28) 对 式 (32.5) 所 做 的 修正 ,对 于 传导 电子 就 不 应 该 做 了 . 这 样 ,金属 的 折射 率 

公式 ,除了 应 令 w 等 于 零 之 外 ,看 来 就 应 像 式 (32. 27) , 即 

Na’ 1 

meo —w 十 ix 

这 只 是 来 自传 导电 子 方面 的 贡献 ,但 我 们 将 假定 对 于 金属 来 说 这 是 主要 项 . 
现在 我 们 甚至 知道 了 怎样 去 找 出 用 于 表示 y 的 值 , 因 为 它 与 金属 的 电导 率 有 关 . 在 第 1 

卷 第 43 章 中 就 曾 讨论 过 金属 的 电导 率 如 何 起 源 于 

自由 电子 在 穿越 晶体 中 时 的 扩散 . 这 些 电 子 从 一 次 “me 

散射 至 另 一 次 散射 遵循 的 是 锯 尖 形 路 径 , 而 在 两 

次 散射 之 间 除 了 由 于 任意 的 平均 电场 所 引起 的 加 

速 之 外 ,它们 的 运动 是 自由 的 (如 图 32-2 所 示 ). 


n: 二 1 十 


(32. 38) 


在 第 1 卷 第 43 章 中 ,我们 曾 求 得 平均 漂移 速度 恰 在 两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 为 t 
好 等 于 加 速度 乘 以 两 次 碰撞 间 的 平均 时 间 zt. 加 速 图 32-2 ”一 个 自由 电子 的 运动 
度 为 g.E/m, 因 而 

VU 梁 移 一 2 (32. 39) 


这 一 公式 曾 假定 EE 为 常数 ,从 而 vge 就 是 一 个 恒定 速度 . 由 于 没有 平均 加 速度 ,所 以 阻尼 力 
等 于 外 加 力 . 我们 已 用 ymwv 表示 阻尼 力 [ 见 式 (32. 1)] 而 定义 了 y, 这 个 力 应 当 等 于 gq.E, 因 
此 就 有 
y= 工 . (32. 40) 
T 
虽然 我 们 不 能 轻易 地 直接 测 得 r, 但 仍 可 以 通过 测量 金属 的 电导 率 来 确定 它 . 从 实验 上 
发 现 ,金属 中 的 电场 E 会 产生 一 个 密度 为 j 的 电流 (对 于 各 向 同性 材料 而 言 ) : 
j=akE. 
这 个 比例 常数 o 称 为 电导 率 . 这 恰好 就 是 我 们 从 式 (32. 39) 所 预期 的 ,只 要 令 
j= Ngwvamy. 
于 是 
0 一 一 一 7 (32. 41) 


所 以 一 一 因而 一 一 就 可 以 同 观测 到 的 电导 率 联系 起 来 . 利用 式 (32. 40) 与 (32. 41) ,还 可 
以 把 折射 率 的 公式 (32. 38) 重 新 写成 如 下 形式 : 
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2 g/to 32. 42 
n ll cy (32. 42) 
; 1 
二 
ra (32.43) 


这 是 关于 金属 折射 率 的 一 个 方便 公式 . 
$ 32-7 ”低频 近似 与 高 频 近 似 ; 趋 肤 深度 与 等 离子 体 频率 


上 述 结 果 , 即 关于 金属 折射 率 的 公式 (32. 42) ,预期 对 不 同 频率 的 波 的 传播 会 产生 很 不 
相同 的 特性 . 首先 让 我 们 看 看 在 非常 低频 时 发 生 的 情况 . 若 w 足够 小 , 则 式 (32, 42) 可 以 近 
似 为 : 

n? =—i- (32. 44) 


ow 


现在 ,正如 你 能 够 取 下 式 的 平方 而 加 以 核实 * ， 


sr 
V 一 i V2 ” 


n=Vo/(2e0w) (1—i). (32.45) 


n 的 实 部 与 虚 部 的 大 小 相同 . 由 于 n 既 有 这 么 一 个 大 的 虚 部 ,所 以 波 在 金属 中 就 会 迅速 地 豪 
减 . 参见 式 (32. 36) 可 知 ,在 x 方 向 行进 波 的 波幅 是 按照 下 式 递减 的 : 


所 以 对 于 低频 来 说 ， 


exp[—Vow/ 200 )z]. (32. 46) 
让 我 们 将 此 式 写成 
人 (32.47) 


于 是 ,这 里 的 6 是 波幅 被 削弱 一 个 因子 er = 
1/2.72 或 约 三 分 之 一 一 一 时 波 所 经 过 的 距 
离 . 这 样 一 种 波 的 波幅 作为 z 的 函数 ,如 图 32-3 所 
示 . 由 于 电磁 波 将 透 入 金属 仅仅 这 段 距离 ,所 以 人 
称 为 趋 肤 深度 . 它 由 下 式 给 出 : 


6 = V2e0rc/ (ow). (32. 48) 

ol 3 二 让 一 那么 所 谓 “ 低 ”" 频 指 的 是 什么 呢 ? 考察 式 

表面 (32. 42) 可 以 知道 ,只 要 wr 远 小 于 1, 面 县 oxo/o 也 

图 32-3 一 个 横 电 磁 波 的 波幅 作为 进入 金 远 小 于 1, 则 它 便 可 由 式 (32. 44) 做 近似 这 就 
属 中 距离 的 函数 是 说 ,我 们 的 低频 近似 适用 的 条 件 为 : 


* 或 者 写 出 一 i = ew?， VY 一 i= ew = cos mn/4 一 isin mn/4, 这 会 给 出 相同 的 结果 . 
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wl 
t 


w < (32. 49) 


0 


让 我 们 来 看 看 ,对 于 一 种 像 钢 那样 的 典型 金属 , 与 这 些 条 件 相 当 的 是 什么 频率 . 我 们 利 
用 式 (32. 43) 算 出 r, 并 再 利用 观测 得 的 电导 率 以 求 得 o/co. 从 手册 中 查 出 下 列 数据 : 


o = 5.76 X107 (Qm)-， 
原子 量 = 63. 5 g， 
比重 = 8. 9 gcm;， 
阿 伏 伽 德 罗 常量 = 6. 02 X 102:( 克 原子 量 ) 一 . 
如 果 我 们 假定 每 个 原子 中 有 一 个 自由 电子 , 则 每 立方 米 的 自由 电子 数 为 
N= 8.5 X 102 mr-3， 


利用 
d. 一 1.6X10-3C， 
(oo 一 8.85 X10 2: Fm- ， 
m=9.1]1 X10 kg, 
我 们 得 


rz 一 2.4X10-4 s, 


1 4.1x10" s-， 
Tt 
工 一 6.5 X1018 s-. 
《0 


所 以 对 低 于 约 10 "Hz 的 频率 (这 意思 是 指 ,对 于 自由 空间 波长 大 于 0. 3 mm 的 波 一 一 即 波 
长 二 分 短 的 无 线 电波 ) , 铜 将 具有 如 我 们 刚才 所 述 的 那 种 “低频 ”行为 . 
对 于 这 些 波 ,在 铜 内 的 趋 肤 深 度 为 


让 /0. 028 ms 
对 每 秒 10 000 MHz 的 微波 来 说 (3 cm 波 ) 
6 = 6.7 X 10 cm. 
说 明 这 个 波 仅仅 透 入 十 分 微小 的 一 段 距离 . 
由 此 我 们 可 以 看 出 ,为 什么 在 研究 空 腔 (或 波导 ) 时 ,我 们 只 需 考 虑 空 腔 里 的 场 ,而 不 
需 关 心 金属 里 的 或 在 空 腔 外 面 的 场 . 并 且 ,我 们 也 明白 ,为 什么 通过 用 镀 上 一 薄 层 银 或 金 


就 能 降低 空 腔 里 能 量 的 损失 . 损耗 来 自 电流 ,但 只 有 在 等 于 趋 肤 深度 的 那 一 薄 层 中 它 才 
是 明显 的 . 
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假设 现在 考察 像 铜 一 类 金属 在 高 频 时 的 折射 率 . 对 十 分 高 的 频率 来 说 ,由 于 wr 比 1 要 
大 得 多 ,而 式 (32. 42) 可 很 好 地 近似 为 : 


n=1—_5 (32. 50) 


2 
owrrT 


对 于 高 频 波 来 说 ,金属 的 折射 率 变 成 实数 一 并 小 于 1. 这 从 式 (32. 38) 来 看 也 是 明显 的 ,只 
要 含有 > 的 耗 散 项 可 以 被 忽略 (这 对 于 非常 大 的 w 就 可 以 做 到 ) 就 行 . 式 (32. 38) 给 出 

Na: 
当然 ,这 与 式 (32. 50) 正 好 相同 . 以 前 我 们 曾 见 过 Ng?/(mo ) 这 个 量 , 它 曾 被 称 为 等 离子 体 振 
动 频率 的 平方 (8$ 7-3): 


7 一 ] 一 


(32.51) 


2 

2 _ Ng: 
Wp 一 , 
Com 


因此 就 可 以 将 式 (32. 50) 或 (32. 51) 写 成 


一 1 一 (各 ). 


该 等 离子 体 频率 是 一 种 “临界 "频率 . 

对 于 w<<w，, 金属 的 折射 军 有 一 虚 部 ,因而 波 被 衰减 ;但 若 w 污 w,, 则 折射 率 是 实数 ,此 
时 金属 变 成 透明 的 了 . 你 当然 知道 ,金属 对 于 X 射线 是 相当 透明 的 ,但 有 些 金属 甚至 在 紫外 
光 区 也 是 透明 的 . 表 32-3 中 ,给 出 了 几 种 金属 开始 变 成 透明 时 的 实验 观测 波长 . 在 第 二 列 中 
给 出 了 算出 来 的 临界 波长 Mi* = 2xc/w。. 鉴于 实验 上 的 波长 值 并 非 十 分 确切 ,所 以 理论 与 实 
践 的 这 种 符合 程度 就 是 相当 好 了 . 


表 32-3” 低 于 下 列 各 波长 ,金属 就 变 成 透明 


“转录 自 ;:C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, 2nd ed., 1956, p. 266. 


你 可 能 会 觉得 奇怪 ,为 什么 等 离子 体 频率 会 与 金属 中 电磁 波 的 传播 有 关 . 在 第 7 章 中 ， 
等 离子 体 频率 曾 作为 自由 电子 的 密度 振荡 的 固有 频率 出 现 (一 群 电子 由 于 电力 作用 而 彼此 
互相 排斥 ,又 由 于 这 些 电子 的 惯性 引起 了 一 种 密度 振荡 ). 因此 ,那些 等 离子 体 纵波 会 在 w， 
处 发 生 共振 . 可 是 现在 我 们 所 谈 的 却 是 横 电 磁 波 ,而 又 已 发 现 这 些 横 波 在 低 于 w 的 频率 时 
被 吸收 (这 是 一 个 有 趣 的 然而 并 不 是 偶然 的 巧合 ). 

尽管 我 们 谈论 了 金属 中 波 的 传播 ,但 此 刻 你 会 意识 到 物理 现象 的 普 适 性 一 无 论 是 金 
属 中 的 电子 ,还 是 地 球 外 面 电 离 层 的 等 离子 体 中 的 电子 或 星球 大 气 中 的 电子 ,它们 都 不 构成 
任何 差别 . 为 了 理解 电离 层 中 无 线 电 的 传播 ,我 们 可 以 使 用 同样 的 表示 式 一 一 当然 ,要 采用 
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适当 的 N 和 值 . 现在 我 们 能 够 弄 清楚 ,为 什么 无 线 电 长 波 会 被 电离 层 吸 收 或 反射 ,而 短波 
则 将 一 直 贯 穿 过 去 (如 果 要 同人 造 卫星 通信 ,就 必须 采用 短波 ). 

我 们 已 经 谈论 了 关于 金属 中 波 传播 的 高 频 与 低频 两 种 极端 情况 . 对 于 中 间 频 率 , 那 充分 
发 展 的 式 子 (32. 42) 就 必须 用 到 了 . 一 般 说 来 ,折射 率 具 有 实 部 和 虚 部 , 当 波 传 入 金属 时 会 受 
到 衰减 . 对 于 很 薄 的 层 ,金属 甚至 在 光 频 时 也 有 一 点 透明 . 作为 一 个 例子 ,为 在 高 温 炉 旁 工作 
的 人 们 所 制作 的 特种 护 目镜 就 是 在 玻璃 上 蒸发 一 薄 层 金 制 成 的 . 可 见 光 能 够 相当 好 地 透 过 
它 一 一 带 有 墨绿 色 一 一 但 红外 线 则 强烈 地 被 它 吸收 ， 

最 后 ,读者 肯定 会 注意 到 ,这 里 许多 公式 同 第 10 章 中 所 曾 讨论 过 的 有 关 介 电 常 量 * 的 
那些 公式 在 某 些 方面 相似 . 介 电 常量 量度 了 材料 对 恒定 场 . 即 对 w = 0 的 场 的 响应 . 如 果 你 
仔细 地 考察 x 和 * 的 定义 ,你 就 会 见 到 * 不 过 是 当 w~>0 时 wr 的 极限 . 诚然 ,在 本 章 的 方程 
中 , 若 令 w= 0 和 ww = 一” 就 会 重 现 第 11 章 中 有 关 介 电 常 量 理论 的 那些 方程 . 
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§ 33-1 光 的 反射 与 折射 


本 章 的 主题 是 光 ( 一 般 地 说 即 是 电磁 波 ) 在 表面 上 的 反射 和 折射 . 我 们 曾 在 第 1 卷 第 33 
章 中 讨论 过 反射 与 折射 定律 ,下 面 列 出 曾经 在 那里 得 到 的 一 些 结果 
1. 反射 角 等 于 入 射 角 . 若 采 用 图 33-1 所 规定 的 那些 角 , 则 
0. = 0,. (33， 1) 
2. 对 于 入 射 和 透射 波束 ,乘积 nsin 9 彼此 相 
等 (斯 涅 耳 定 律 ) : 
nisinb, 一 massin lb0. (33.2) 
3. 反射 光 的 强度 取决 于 入 射 角 和 偏振 方向 . 
对 于 王 与 入 射 面 正 交 的 情况 ,反射 系数 R 为 
sin2(b — 0.) 
sin (0 十 0.)" 
对 于 EE 与 入 射 面 平行 的 情况 ,反射 系数 RR 为 


oe I 3 tan (0; — 0.) 
Ri = I tan’(0 二 0.) GW 


R= 子 四 (33. 3) 


图 33-1 在 表面 上 光波 的 反射 与 折射 a ys 
( 流 的 次 撞 方 南 与 上 流浪 帮 痢 ) 4. 对 于 法 向 入 射 (当然 ,不 论 哪 一 种 偏振 !)， 


= (Fe). (33. 5) 


以 前 ,我 们 曾 用 i 代表 入 射 角 ,r 代表 折射 角 . 由 于 不 能 对 “折射 " 角 和 “反射 " 角 两 者 都 用 ~， 
所 以 现在 就 采用 .二 入 射 角 ,0. 二 反射 角 , 而 0. 二 透射 角 . 

我 们 以 前 所 讨论 的 内 容 实际 上 是 任何 人 至 今 正 常 跟 上 这 个 课题 所 需要 的 ,但 我 们 现在 
要 用 一 种 不 同 的 方法 完全 重 做 一 遍 . 为 什么 ? 一 个 原因 是 ,以 前 我 们 假定 折射 率 是 实数 (在 
材料 中 没有 吸收 ). 另 一 个 原因 是 ,你 应 该 知道 怎样 从 麦克 斯 韦 方程 组 的 观点 去 处 理 波 在 表 
面 上 发 生 的 情况 . 我 们 将 得 到 与 以 前 相同 的 答案 ,但 目前 却 是 从 波动 问题 的 一 个 直接 解 ,而 
不 是 从 某 些 聪明 的 论证 得 到 的 . 

我 们 要 强调 ,表面 反射 的 振幅 并 不 像 折 射 率 那 样 是 材料 的 属性 . 它 是 一 个 “表面 特性 ”， 
严格 地 取决 于 该 表面 是 怎样 构成 的 . 在 折射 率 为 mm 和 m 的 两 种 材料 之 间 表面 上 一 薄 层 额 
外 的 杂质 往往 会 改变 反射 的 情况 (这 里 有 各 种 类 型 干涉 的 可 能 性 一 一 像 油 膜 的 五 颜 六 色 . 对 
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某 给 定 的 频率 适当 的 厚度 甚至 可 以 使 反射 波 的 振幅 降低 至 零 , 那 就 是 镀膜 透镜 的 制作 原 
理 ). 我 们 将 要 导出 的 公式 ,只 在 折射 率 的 改变 很 急速 一 一 发 生 在 一 个 与 波长 相 比 很 小 的 距 
离 之 内 一 一 时 才 正 确 . 对 于 光 来 说 ,其 波长 约 为 5 000 A, 从 而 所 谓 “ 光 滑 " 面 我 们 指 的 是 这 样 
一 种 面 :在 面 内 经 过 仅仅 几 个 原子 (或 几 个 和) 的 距离 ,状况 就 改变 . 我 们 的 方程 式 对 于 光 在 
高 度 磨 光 的 表面 上 将 是 有 效 的 . 一 般 说 来 ,如 果 折 射 率 是 在 超过 几 个 波长 的 距离 上 逐渐 改变 
的 , 则 根本 就 很 少 反 射 . 


$ 33-2 稠密 材料 中 的 波 


首先 ,要 向 你 们 提起 曾 在 第 1 卷 第 31 章 中 采用 过 的 描述 平面 正弦 波 的 方便 办 法 . 波 中 
任何 场 分 量 (我 们 用 E 作为 例子 ) 可 以 写成 如 下 形式 : 
E= Ee:r) ， (33. 6) 


其 中 下 表示 上 时 刻 在 (从 原点 算 起 的 ) 点 r 处 的 波幅 . 矢量 指向 波 传播 的 方向 ,而 它 的 大 小 
1k | 二 二 2x/4, 即 是 波 数 . 波 的 相 速 度 为 vn = w/k, 对 于 折射 率 为 上 的 材料 中 的 光波 ， 
z 相 二 Cc/n, 因而 

n 


RR (33.7) 


假设 k 沿 着 z 方向 ,那么 ,k*r 就 恰好 是 kz, 正如 我 们 经 常用 到 的 那样 . 对 于 在 任何 其 他 方 
向 的 ,应当 用 xr; 来 代替 z, 那 是 在 上 方向 上 从 原 
点 算 起 的 距离 ,也 就 是 说 ,应 该 用 er 代替 kz, 前 
者 恰好 是 大，r( 见 图 33-2). 因此 , 式 (33.6) 就 是 波 
在 任何 方向 的 简便 表示 式 . 
当然 ,还 必须 记得 
K.r 一 Ar 十 Ry 十 Rez， 


式 中 心 , 心 和 A 是 沿 三 个 坐标 轴 的 大 分 量 . 事实 
上 ,以 前 曾经 指出 过 :(o, 包 ,A, &.) 是 一 个 四 维 
矢量 ,而 它 与 (:, xz, y, z) 的 标 积 则 是 一 个 不 变 
量 . 因此 , 波 的 相位 是 一 个 不 变量 ,而 式 (33. 6) 可 
以 写成 


E= Eo ep 


| 图 33-2 沿 上 方向 前 进 的 波 ,在 任 一 点 
但 是 我 们 目前 还 不 需要 那样 的 想象 力 . 的 和 位 为 (wt 二。 


对 于 一 个 如 式 (33.6) 所 示 的 那 种 正弦 波形 式 
的 下 来 说 ,3E/at 等 于 iwE, 而 93E/3z 等 于 一 认 :E ,其 他 各 分 量 以 此 类 推 . 你 可 以 看 出 ,为 什 
么 当 与 微分 方程 打交道 时 ,运用 式 (33. 6) 那 种 形式 会 十 分 方便 一 微分 都 被 乘法 代替 了 . 还 
有 男 一 个 有 用 之 处 : 算 符 V=(3/3x, 3/ay, 3/3z) 被 三 个 乘积 (一 ik,， 一 认 ,， 一 论 : ) 所 代替 . 
但 这 三 个 因子 却 按 矢量 kt 的 三 个 分 量变 换 , 因 而 算 符 V 就 由 一 达 所 代替 了 ， 


9 a 
一 一 >iw， 


at 
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V——ik. (33. 8) 
这 对 于 V 的 任 一 种 运算 一 一 不 论 是 梯度 、 散 度 或 旋 度 一 一 都 保持 正确 . 例如 ,VY XE 的 z 分 
量 为 
aE，_aFE。 
ax 9y” 
若 E, 和 EE, 两 者 都 按 e*" 变 化, 则 由 上 式 得 
—i.E, +ik,E,, 


你 明白 这 是 一 kXE 的 x 分量 . 

因此 我 们 就 得 到 非常 有 用 的 普遍 事实 , 即 每 当 你 不 得 不 对 一 个 像 三 维 波 (这 种 波 是 物理 
学 的 一 个 重要 部 分 ) 那 样 变 化 的 矢量 取 梯 度 时 ,你 始终 可 凭 记 住 V 运 算 等 价 于 乘 上 一 达 , 就 能 
够 迅速 地 并 几乎 不 需 思 索 地 取得 那些 微 商 . 


例如 ,法 拉 第 方程 
六 X = 一 ?2 
3 
对 于 波 变 成 
—ikXE = iwB. 
这 告诉 我 们 
B= XE, (33.9) 


上 式 相当 于 以 前 我 们 对 自由 空间 里 的 波 所 求 得 的 结果 一 波 中 的 吾 既 和 直 于 下 ,也 垂直 于 
波 的 传播 方向 (在 自由 空间 中 , w/k = c). 你 可 以 从 大 沿 着 坡 印 亭 矢 量 $S = wc*EXB 的 方向 
这 个 事实 记 住 式 (33. 9) 中 的 符号 . 

如 果 你 对 其 他 麦克 斯 韦 方 程 也 运用 同样 的 规则 , 你 就 会 重新 获得 上 一 章 中 的 那些 结果 ， 
而 特别 是 


k.k= k= 人 et. (33. 10) 


但 既然 我 们 已 经 知道 了 那些 结果 ,就 无 需 再 去 做 它 了 . 

如 果 你 想 要 自己 寻 点 乐趣 ,可 以 尝试 下 述 的 可 怕 问 题 , 回 到 1890 年 代 那 时 研究 生 的 毕 
业 试 题 : 当 极 化 强度 P 与 电场 E 由 一 极 化 率 张 量 相 联 系 时 , 试 解 出 麦克 斯 韦 方程 组 以 求 出 
各 向 异性 晶体 中 的 平面 波 . 当然 ,你 应 该 选取 你 的 坐标 轴 使 其 沿 该 张 量 的 主轴 ,以 致 关系 最 
为 简单 (这 样 P, = a.E,, P, = wE, 和 P, 二 wE。 ) ,但 允许 波 有 任意 的 方向 和 任意 的 偏振 . 
你 应 能 够 求 出 EE 与 B 之 间 的 关系 以 及 k 怎样 随 着 方向 和 波 的 偏振 而 变化 ,那么 你 将 理解 一 
块 各 向 异性 品 体 的 光学 性 质 . 最 好 是 先 从 双 折 射 晶体 一 一 像 方解石 一 一 那 种 较 简单 的 情况 
开始 ,其 中 两 个 极 化 率 相等 (比方 说 ww = a.), 并 看 看 你 是 否 能 理解 为 什么 当 你 通过 这 样 的 
晶体 观察 时 会 得 到 双 像 . 如 果 你 已 能 够 理解 这 些 问题 ,那么 便 可 尝试 那 最 困难 的 情况 , 即 三 
个 a 都 不 相同 的 那 种 情况 . 这 样 ,你 就 会 明白 你 是 否 已 达到 1890 年 代 研 究 生 的 水 平 . 然而 ， 
在 本 章 中 ,我 们 只 希望 讨论 各 向 同性 物质 . 

我 们 从 实验 上 得 知 , 当 一 平面 波 到 达 两 种 不 同 材料 一 比如 说 ,空气 和 玻璃 ,或 水 和 
油 一 一 之 闻 的 界面 上 时 ,就 有 一 个 反射 波 和 一 个 透射 波 . 假设 我 们 除 此 之 外 不 再 假定 有 其 他 
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任何 东西 了 ,并 看 看 能 否 算出 些 什么 . 首先 ,选取 坐标 轴 使 得 yz 面 就 是 该 界面 ,而 xy 耐 垂 
直 于 那些 入 射 波 面 ,如 图 33-3 所 示 . 


图 33-3 关于 入 射 \ 反 射 和 透射 波 的 传播 矢 贡 ,kK 和” 


于 是 入 射 波 的 电 矢 量 就 可 以 写成 
五 ; De Eoe' nn)., (33. 11) 
既然 上 垂直 于 x 轴 , 因 此 
Kk.r= kzr+th,y. (33. 12) 
可 以 把 反射 波 写成 ee 
E. = Be (33. 13) 


以 致 它 的 频率 为 w , 波 数 为 ,而 波幅 为 Eo (当然 我 们 知道 ,频率 以 及 大 的 大 小 分 别 与 入 射 
波 的 相同 ,但 甚至 对 此 也 不 打算 做 假定 .我们 将 让 它 出 自 数 学 机 器 ). 最 后 ,对 于 透射 波 还 可 
以 写 出 


五 , = Ee (33. 14) 
我 们 知道 ,麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 一 个 方程 会 给 出 式 (33. 9) ,因而 对 于 每 个 波 就 有 
B= XE, p= KXE, p— LXE (33. 15) 


并 且 ,如 果 把 那 两 种 媒质 的 折射 率 叫 作 mn 和 ns , 则 由 式 (33. 10) 可 得 
Pe “和 (33. 16) 


由 于 反射 波 是 在 同一 种 材料 中 的 ,因此 


2 ， (C33 177 
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而 对 于 透射 波 则 为 
= (33. 18) 


$33-3 边界 条 件 


迄今 我 们 已 描述 了 三 种 波 ,现在 的 问题 是 要 用 入 射 波 的 各 参数 算出 反射 波 和 透射 波 的 
各 参数 ,我 们 怎样 才能 做 到 这 一 点 呢 ? 上 述 三 个 波 都 满足 在 均匀 材料 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 
但 是 在 两 种 不 同 材 料 的 边界 处 麦 氏 方程 组 也 应 该 被 满足 . 因此 ,现在 就 必须 考察 一 下 正好 在 
边界 处 发 生 的 事情 . 我 们 将 会 发 现 ,麦克 斯 韦 方程 组 要 求 这 三 个 波 应 以 某 种 方式 联系 在 一 起 . 
作为 我 们 意向 的 一 个 例子 ,电场 的 y 分 量 在 边界 两 边 一 定 要 相同 . 这 是 法 拉 第 定律 


YX = 一 3 (33. 19) 


所 要 求 的 ,同样 也 可 以 用 下 述 方法 看 出 . 考虑 一 个 横越 边界 的 小 矩形 回路 忆 ,如 图 33-4 所 
示 . 式 (33.19) 表 明 E 绕 厂 的 线 积分 等 于 通过 该 回路 的 B 通 量 的 变化 率 : 


bE *。 ds 一 一 了 |a ， nda. 
r at 


现在 设想 该 矩形 十 分 狭窄 ,以 致 回路 所 包围 的 面积 
为 无 限 小 . 如 果 B 仍 保持 有 限 大 (没有 什么 理由 使 
它 在 边界 上 应 该 无 限 大 ) , 则 通过 该 面积 的 通 量 为 
等 ,因此 的 线 积分 就 必然 为 零 . 若 已, 和 已 :为 边 
界 两 边 的 场 分 量 , 又 若 盾 形 的 长 度 为 1, 则 得 


El— Esl=0 
或 
E = Ey, (33. 20) 
图 33-4 边界 条 件 Ey 一 Ey! 是 根据 正如 我 们 在 上 面 说 过 的 那样 . 这 向 我 们 提供 了 三 个 
中 E .ds = 0 获得 的 波 的 场 之 间 的 关系 . 


计算 麦克 斯 韦 方 程 组 在 边界 处 的 结果 这 一 步骤 
称 为 “确定 边界 条 件 ”. 一 般 总 是 这 样 做 的 :通过 对 诸如 图 33-4 的 那个 小 矩形 了 或 对 跨越 在 边 
界 上 的 小 高 斯 面 做 的 论证 来 找 出 尽 可 能 多 的 类 似 式 (33. 20) 那 样 的 式 子 . 尽管 那 是 一 种 非常 完 
美的 做 法 ,但 它 给 入 们 的 印象 是 ,对 于 每 一 不 同 的 物理 问题 处 理 边界 问题 的 方法 都 不 相同 . 
例如 ,在 一 个 越过 边界 的 热流 问题 中 ,两 边 的 温度 是 怎样 联系 起 来 的 呢 ? 噢 , 你 可 能 争 
辩 说 ,首先 ,从 一 边 流 进 边界 的 热流 应 该 等 于 从 另 一 边 流出 边界 的 热流 . 由 做 出 这 样 的 物理 
论证 以 求 得 边界 条 件 ,通常 是 可 能 的 ,而且 一 般 也 很 有 用 . 然而 ,有 时 当 你 在 处 理 某 一 问题 时 
你 可 能 只 有 某 些 方程 式 , 而 还 未 能 立刻 看 出 要 采取 什么 样 的 物理 论证 . 所 以 虽然 我 们 目前 感 
兴趣 的 只 在 于 电磁 问题 ,其 中 我 们 能 够 做 出 那些 物理 论证 ,但 是 仍 想 要 给 你 们 指出 一 种 可 用 
于 任何 一 种 问题 的 方法 一 一 一 种 直接 从 微分 方程 求 出 在 边界 上 所 发 生 的 情况 的 普遍 方法 . 
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从 写 出 关于 电介质 的 所 有 麦克 斯 韦 方程 开始 一 一 而 这 次 很 特别 ,将 把 一 切 分 量 都 明显 
地 写 出 : 


gs 
《0 

“了 攻 ! 竺 + 各) 一 攻 ! 归 ?过 ) ea 
vxE- 一 守 

法 到 aE = 学 (33. 22a) 

aE 区 =- 一 学 (33. 22b) 

芝 - 莹 = 一 学 (33.22c) 
V-:.B=0 

9 0 (33. 23) 

“VxB= 二 疆 + 训 

“( 且 -党 )=- 工 孚 + 呈 (33. 24a) 

:( 芝 -和 芝 )- 工 史 + 驼 (33. 24b) 

*( 守 - 副 )= 寺 溉 + 里 (33. 24c) 


现在 这 些 方程 必须 在 区 域 1( 边 界 左 侧 ) 和 区 域 2( 边 界 右 侧 ) 中 全 都 成 立 . 我 们 已 写 出 了 
在 区 域 1 与 区 域 2 中 的 解 .最 后 ,它们 也 应 当 在 边界 内 、 即 在 我 们 称 之 为 区 域 3 中 被 满足 . 虽 
然 人 们 往往 把 边界 想象 成 明显 不 连续 的 区 域 ,事实 却 并 非 如 此 . 物理 性 质 很 迅速 地 变化 ,但 
并 不 是 无 限 快 的 . 在 任何 情况 下 ,我 们 都 可 以 想象 在 一 个 我 们 称 之 为 区 域 3 中 的 短 距离 内 ， 
折射 率 从 区 域 1 至 区 域 2 的 过 渡 是 非常 快 的 ,但 还 是 连续 的 . 并 且 ,任何 像 P,,E, 等 场 量 在 
区 域 3 中 也 将 做 相似 的 一 种 过 渡 . 在 这 区 域 里 ,那些 微分 方程 仍 必须 被 满足 ,而 根据 这 一 区 
域 中 那些 微分 方程 的 结果 我 们 就 能 获得 所 需 的 “边界 条 件 ”. 

例如 ,假设 有 一 个 介 乎 真空 (区 域 1) 与 玻璃 (区 域 2) 之 间 的 边界 . 在 真空 里 没有 什么 
可 极 化 的 东西 ,因而 P, = 0. 假定 在 玻璃 中 有 某 种 极 化 强度 P, ,真空 与 玻璃 之 间 有 一 个 光 
滑 而 迅速 的 过 渡 , 如 果 我 们 考察 已 的 任 一 分 量 ,比方 说 P., 则 它 也 许 会 如 图 33-5(a) 所 示 
的 那样 变化 . 现在 假设 取 第 一 个 方程 式 (33. 21), 它 含有 P 的 分 量 对 于 zx, y 和 = 的 微 商 . 
对 y 和 z 的 微 商 我 们 不 感 兴趣 ,在 那些 方向 上 不 会 发 生 什么 特别 事情 . 可 是 P, 的 工 微 商 
在 区 域 3 中 就 将 有 某 一 很 大 值 ,因为 P; 的 斜率 极 大 . 微 商 9P,/9z 在 边界 处 将 有 一 明显 的 
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尖峰 ,如 图 33-5(b) 所 示 . 如 果 我 们 设想 将 边界 挤 压 成 更 薄 的 一 层 , 则 该 尖峰 便 会 升 得 


图 33-5 处 于 区 域 1 与 区 域 2 的 两 种 不 同 
材料 之 间 的 过 渡 区 域 3 中 的 场 


更 高 . 如 果 对 于 我 们 关心 的 波 边界 的 确 很 陡 , 则 
在 区 域 3 中 3P,/3z 的 大 小 将 大 大 高 于 从 边界 外 
的 波 内 书 的 变化 中 可 能 得 到 的 任何 贡献 一 一 这 
样 就 可 以 忽略 除了 由 于 边界 引起 的 以 外 的 其 他 
一 切 变化 . 

现在 若 在 式 (33. 21) 右 边 存 在 一 个 巨大 的 尖 
峰 , 则 怎么 能 够 被 满足 呢 ? 除非 在 另 一 侧 也 有 一 个 
同样 巨大 的 尖峰 ,在 左边 的 某 种 东西 一 定 也 很 大 . 
唯一 的 选择 物 是 3E./az, 因 为 其 他 随 y 和 随 z 的 
变化 都 只 不 过 是 我 们 刚才 所 说 的 波 中 的 小 效应 . 因 
此 ,一 。(39E,/9z) 必 然 会 如 图 33-5(c) 所 示 的 那 
样 一 一 刚好 是 3P./3z 的 拷贝 . 我们 有 


如 果 把 这 一 方程 对 zx 跨越 区 域 3 积分 , 则 得 出 结论 : 
©o(E,;— E,) DE (P,; — P, ), (33. 25) 


换 句 话说 ,从 区 域 1 至 区 域 2 oE: 的 跃 变 必 然 等 于 
一 卫 . 的 跃 变 . 
可 以 将 式 (33. 25) 重 新 写成 


Go 正 : 二 Py = woE, :下 (33. 26) 


这 说 明 在 区 域 1 和 区 域 2 中 量 (6E, 十 P,) 具 有 相 
等 的 值 . 人 们 说 :越过 边界 面 时 量 (oE. + P.) 是 连 
续 的 . 这 样 ,我们 有 了 一 个 边界 条 件 ， 

尽管 我 们 列举 了 一 个 由 于 区 域 1 是 真空 而 其 
中 P, 是 零 的 情况 ,但 很 清楚 ,这 相同 的 论证 也 适用 


于 在 这 两 个 区 域 中 的 任 两 种 材料 ,因而 式 (33. 26) 是 普遍 正确 的 . 

现在 仔细 检查 其 余 的 麦克 斯 韦 方程 ,并 看 看 它们 中 的 每 一 个 会 告诉 我 们 什么 . 下 一 步 我 
们 将 选取 式 (33. 22a). 这 其 中 并 没有 zz 微 商 ,因而 不 会 告诉 我 们 任何 东西 ( 记 住 场 本 身 在 边 
界 处 不 会 变 得 特别 大 ,只 有 对 于 z 的 微 商 才 可 能 变 得 如 此 巨大 以 致 它们 支配 了 方程 ). 其 
次 ,我 们 考察 式 (33. 22b). 啊 ! 这 里 有 一 个 z+ 微 商 ! 在 左边 有 3E./az, 假 定 它 是 一 个 巨大 数 
值 . 但 请 等 一 等 ! 右 侧 并 没有 什么 东西 与 它 相 配 ,因此 E. 在 从 区 域 1 进 至 区 域 2 时 就 不 能 
有 任何 跃 变 [ 若 果真 有 跃 变 的 话 , 就 会 在 式 (33. 22b) 的 左边 出 现 一 个 尖峰 而 在 右边 则 没有 ， 
因而 该 方程 式 就 是 错 的 了 1. 因此 ,我们 有 这 人 么 一 个 新 的 条 件 : 


通过 同样 的 论证 , 式 (33. 22c) 给 出 


E,. = En (33. 27) 
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E, 二 Ey, (33. 28) 
这 最 后 的 结果 恰好 就 是 根据 线 积分 的 论证 而 获得 的 式 (33. 20). 
我 们 继续 讨论 式 (33. 23). 唯一 可 能 具有 尖峰 的 项 为 3B-/az, 但 在 该 式 右 侧 却 没有 什么 
与 之 相配 ,因而 可 以 断定 
B,, WE B,. (33. 29) 
面临 麦克 斯 韦 方程 组 的 最 后 一 个 了 ! 式 (33. 24a) 不 会 给 出 什么 ,因为 并 没有 = 微 商 . 式 
(33. 24b) 中 有 一 个 z 微 商 , 即 一 c3B./az, 但 仍旧 没有 什么 与 之 相配 . 因而 得 
B. = B,. (33. 30) 
最 后 一 个 方程 与 此 很 相似 ,并 将 给 出 
By = By. (33. 31) 
后 面 三 个 方程 为 我 们 提供 了 B= B. 然而 ,必须 强调 ,只 有 当 边 界 两 侧 的 材料 是 非 磁 
性 材料 一 一 或 宁可 说 , 当 我 们 可 以 忽略 材料 的 任何 磁 效 应 一 一 时 才 会 获得 这 个 结果 . 除了 铁 
磁性 材料 之 外 ,对 于 大 多 数 材料 来 说 往往 是 可 做 到 的 (我 们 将 在 以 后 某 些 章节 中 处 理 材料 的 
磁性 ). 


表 33-1 在 电介质 表面 上 的 边界 条 件 


(woE+P): = (oF + P:): 
(E), = (E;), 


(El): = (E;). 
B = B; 
(界面 是 yz 面 ) 


上 述 计 划 已 使 我 们 获得 关于 在 区 域 1 与 区 域 2 之 间 场 的 六 个 关系 式 ,已 经 将 它们 汇集 
在 表 33-1 中 .现在 可 以 利用 它们 来 匹配 两 个 区 域内 的 波 . 然而 ,还 要 强调 ,刚才 所 用 到 的 那 
种 概念 在 任何 这 样 的 物理 情况 下 都 适用 . 例如 你 有 一 些微 分 方程 ,并 想 要 求 得 方程 跨越 两 区 
域 之 间 ( 那 里 某 种 性 质 发 生 了 改变 ) 一 个 明显 的 边界 的 解 ,对 于 我 们 眼前 的 目标 来 说 ,可 以 利 
用 关于 在 边界 处 通 量 与 环流 的 那些 论证 轻易 地 推导 出 同样 的 方程 (你 或 许 想 要 看 看 能 否 按 
照 那 种 办 法 来 得 到 同样 的 结果 ). 但 现在 你 已 经 看 到 ,每 当 你 遇 到 困难 而 又 不 明白 关于 在 边 
界 上 发 生 的 事情 的 物理 方面 的 任何 简易 论证 时 ,你 们 便 会 有 一 种 行 之 有 效 的 方法 一 一 可 以 
只 处 理 那 些 方程 . 


$33-4 反射 波 与 透射 波 


现在 可 以 把 前 面 的 边界 条 件 应 用 于 § 33-2 中 写 下 的 波 . 我 们 曾 有 : 


E. = Eoe'* th,») 。 (33. 32) 
E, = Ee zz) ， (33. 33) 
E. = Ee yy), (33. 34) 


B, = 2， (33. 35) 
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La 
也 = < (33. 36) 
ww 
LA 
B= (33. 37) 


w 


男 外 ,还 有 一 点 知识 :对 于 每 一 个 波 ,E 垂直 于 其 传播 矢量 大 . 

结果 将 取决 于 该 入 射 波 的 E 矢 量 方向 (偏振 ). 如 果 我 们 把 入 射 波 具有 平行 于 “入 射 
面 "( 即 xy 面 ) 的 E 矢 量 的 情况 与 入 射 波 具有 垂直 于 入 射 面 的 EE 矢量 的 情况 分 开 处 理 , 那 
么 分 析 起 来 就 会 简单 得 多 . 任何 其 他 偏振 的 波 都 不 过 是 这 两 种 波 的 线性 组 合 . 换 句 话说 ， 
反射 与 透射 强度 对 于 不 同 的 偏振 是 不 同 的 ,而 最 容易 做 的 是 选 出 这 两 种 最 简单 的 情况 而 
加 以 分 别处 理 . 

我 们 将 对 一 个 垂直 于 入 射 面 偏振 的 入 射 波 进行 分 析 ,然后 对 另 一 种 情况 只 给 出 结果 . 通 
过 选取 这 种 最 简单 情况 我 们 似乎 未 免 有 点 不 老实 ,但 在 原理 上 两 者 都 是 一 样 的 . 因此 我 们 假 
定 E; 只 有 一 个 z 分 量 , 而 既然 所 有 的 EE 矢量 都 在 同一 个 方向 上 ,就 可 取消 矢量 的 符号 . 

只 要 两 种 材料 都 是 各 向 同性 的 ,那么 材料 里 
电荷 的 感 生 振动 也 将 沿 着 z 方向 ,而 透射 与 辐射 
波 的 EE 场 也 将 各 只 有 一 个 z 分 量 .因此 ,对 于 所 有 
的 波 ,E; 和 巨 , 以 及 P, 和 了 ,都 等 于 零 . 那些 波 的 
E 和 B 矢 最 如 图 33-6 所 示 ( 这 里 对 于 原来 想 要 从 
微分 方程 组 得 到 一 切 的 计划 来 说 我 们 是 抄 了 一 条 
近 路 . 这 些 结果 也 可 从 边界 条 件 得 到 ,但 通过 利用 
物理 论证 我 们 可 以 省 去 许多 代数 运算 . 如 果 你 有 
些 空闲 时 间 ,不 妨 试 试 能 和 否 从 那些 方程 获得 同样 
的 结果 . 很 清楚 ,我们 上 面 所 说 的 一 切 都 与 那些 方 
程 相 一 致 ,只 是 我 们 还 没有 证 明 不 存在 别 的 可 能 
A 性 而 已 ). 

图 33-6 ” 当 入 射 波 的 EE 场 垂直 于 入 射 面 现在 从 式 (33. 26) 至 (33. 31) 的 边界 条 件 给 出 

时 ,反射 波 和 透射 波 的 偏振 情形 区 域 1 与 区 域 2 中 五 和 如 各 分 量 间 的 关系 . 在 区 

域 2 中 只 有 那 透射 波 , 而 在 区 域 1 中 则 有 两 种 波 . 
我 们 要 用 哪 一 种 波 呢 ? 当然 ,在 区 域 1 中 的 场 等 于 入 射 波 与 反射 波 两 个 场 的 每 加 (由 于 每 个 
场 都 满足 麦克 斯 韦 方程 组 ,因而 两 者 之 和 亦 然 ). 所 以 当 我 们 应 用 边界 条 件 时 ,就 必须 用 到 


E = E+E,, E; = E,, 


对 于 B 的 情况 米 说 ,也 与 此 相仿 . 
对 我 们 正在 考虑 的 偏振 而 言 , 式 (33. 26) 和 (33. 28) 不 会 提供 任何 新 的 知识 ,只 有 式 
(33.27) 才 有 用 处 . 它 表明 :在 边界 上 ,也 就 是 在 x = 0 处， 


E+E.,=E.. 


因此 我 们 就 有 
E, i y) 十 Ee >) i E’ ew 4 y) ， (33. 38) 
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上 式 必 须 对 一 切 的 :和 所 有 的 y 都 正确 . 假设 首先 考察 在 y = 0 处 的 情况 ,此 时 我 们 有 
Eoe*' 十 下 0ew( = Eew'. 


这 一 方程 表明 ,两 个 振动 项 之 和 等 于 第 三 个 振动 项 ,这 只 有 当 所 有 的 振动 都 具有 相同 频率 时 
才能 出 现 (三 个 一 一 或 任何 数目 的 一 一 具有 不 同 频 率 的 这 种 项 相 加 在 任何 时 刻 都 为 零 ,这 是 
不 可 能 的 ). 因此 
ww =W = w, (33. 39) 

正如 我 们 过 去 一 直 都 知道 的 那样 ,反射 波及 透射 波 的 频率 与 入 射 波 的 相同 . 

其 实 一 开始 我 们 就 可 以 将 这 一 条 件 放 进去 以 避免 一 些 麻烦 ,但 希望 向 你 们 证 明 它 也 可 
以 从 那些 方程 式 得 出 . 当 你 正在 做 实际 的 问题 时 ,往往 最 好 一 开头 就 把 你 所 知道 的 每 件 事 都 
正确 地 放 到 计算 中 去 ,从 而 使 你 避免 许多 麻烦 . 

根据 定义 ,k 的 大 小 由 &* = nw?w?/e? 给 出 ,因而 也 就 有 


k* kk? Rk 
a (33. 40) 


现在 我 们 来 考察 上 一 0 时 的 式 (33. 38). 再 度 利 用 刚才 所 做 的 相同 类 型 的 论证 ,但 这 一 次 
是 建筑 在 该 方程 必须 对 所 有 y 值 都 满足 这 个 事实 基础 上 的 ,因而 得 
= kk, =k,. (33.41) 
由 式 (33. 40) , 即 &? == 如, 所 以 得 
kr 十 ki? 一 名 十 外 . 
将 此 式 与 (33. 41) 相 结合 ,我 们 有 
ks = ki, 
即 & 二 土 &. 正 号 不 构成 任何 意义 , 它 不 会 给 出 反射 波 , 却 给 出 另 一 个 入 射 波 , 而 我 们 一 开 
始 就 说 过 正在 解 只 有 一 个 入 射 波 的 问题 ,所 以 我 们 有 
ks =—k,. (33.42) 


式 (33. 41) 和 (33. 42) 向 我 们 提供 了 反射 角 等 于 入 射 角 的 结论 ,正如 所 期 待 的 ( 见 图 33-3) 那 
样 ,反射 波 为 


E, = Ee ty (33.43) 
对 于 透射 波 , 则 已 有 
及 一 如 
和 m2 2 
到 天 
天 一 亚 ， (33. 44) 


因而 我 们 能 够 由 这 两 式 解 出 怪 来 ,结果 得 到 
kr = k= - = 一 凡 . (33.45) 


暂时 假定 x 和 wn。 都 是 实数 ( 即 两 折射 率 的 虚 部 都 十 分 微小 ) ,那么 所 有 的 也 都 是 实 
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数 ,并 从 图 33-3 求 得 


全 = sinb， 名 = sin b.. (33. 46) 
又 由 式 (33. 44) ,我 们 得 到 
nzsin 0. = nsin 0 ， (33. 47) 


这 就 是 斯 涅 耳 折 射 定律 一 一 又 是 我 们 熟悉 的 某 种 东西 . 如 果 折 射 率 不 是 实数 , 则 波 数 将 是 复 
数 , 而 我 们 就 得 用 到 式 (33. 45)[ 仍 然 能 够 通过 式 (33. 46) 来 定义 角度 6 和 6. 而 式 (33. 47) 
即 斯 涅 征 方 程 大 体 上 也 应 该 正确 . 但 此 时 “角度 "也 是 复数 ,因而 丧失 了 作为 角度 的 简单 几何 
解释 .于 是 ,最 好 是 通过 它们 的 复数 &, 或 台 的 值 来 描述 那些 波 的 行为 ]， 

迄今 为 止 ,我 们 没有 发 现任 何 新 的 东西 . 只 是 从 复杂 的 数学 方法 中 得 到 了 某 些 明显 答案 
而 感到 一 种 纯朴 的 嘉 锐 . 现在 我 们 准备 求 出 还 不 知道 的 波幅 . 利用 关于 w 和 A 的 结果 , 式 
(33. 38) 中 的 指数 因子 就 可 以 消去 ,因而 我 们 得 到 


E+E, = E's. (33. 48) 
由 于 Ee 和 Es 都 属 未 知 ,所 以 就 需要 另 一 个 关系 式 . 我 们 必须 引用 另 一 个 边界 条 件 . 有 关 
E, 和 EE, 的 那些 方程 者 无能为力 ,因为 所 有 的 EE 都 只 有 一 个 x 分 量 . 因此 ,必须 用 到 关于 B 
的 那些 条 件 . 让 我 们 试 一 试 式 (33. 29) : 

B. = Ba. 
根据 式 (33. 35) 至 (33. 37)， 
B, -3 Sy B,, aa to: B, = BE, 
w CU wW 

并 回忆 起 w = w 一 ww 和 必 = k, == &,，, 我们 便 得 

Eo +E, = 区 4 
但 这 恰好 又 是 式 (33. 48)! 我 们 不 过 在 为 得 到 已 知 的 某 些 东西 而 浪费 时 间 . 


可 以 试 一 试 式 (33. 30) , 即 B. = Ba, 但 却 没 有 B 的 z 分 量 ! 因此 镜 下 来 的 就 只 有 一 个 
方程 : 即 式 (33. 31) ，B,。=- B,. 对 于 那 三 个 波 : 


/ Ud 
B, =—— 4E, B, =— kb: 5 =— KE: (33. 49) 
ww w w 


把 x = 0 处 ( 即 在 边界 上 ) 波 的 表示 式 作为 E;, E, 和 E, 代入 , 则 边界 条 件 为 
Ep eitot 一 ty?) 十 ks ete 一 好 Exexeren 
w w ww 
而 且 所 有 的 w 和 所 有 的 &, 都 相等 ,因而 上 式 将 简化 成 
k,Eo + ksEo = 双开 6. (33. 50) 


这 为 我 们 提供 了 一 个 不 同 于 式 (33. 48) 的 有 关 玉 的 方程 .有 了 这 两 个 式 , 便 可 解 出 Es 和 已 
了 . 由 于 Az 二 一 k:, 我 们 得 
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一 kk 
E’ = 息 寺 入 E。， (33.51) 
BE 一 2。 ,E (33. 52) 
”十 


这 些 ,再 加 上 关于 的 式 (33.45) 或 (33.46), 便 向 我 们 提供 了 想 要 知道 的 东西 . 将 在 下 一 节 
中 讨论 这 一 答案 的 后 果 . 

如 果 从 一 开始 就 设 偏振 波 的 E 矢量 平行 于 入 
射 面 , 则 E 将 有 zx 和 y 两 分 量 ,如 图 33-7 所 示 . 代 
数 运算 虽然 直截了当 ,但 较为 复杂 点 (在 这 种 情况 
下 通过 用 全 都 沿 = 方向 的 磁场 B 来 表示 ,工作 量 
会 稍为 减轻 些 ). 人 们 求 得 

nsk, 


| E, | 一 一 下 对 |E | (33.53) 
"nik +nik 


1 | 2ninzk, 
|Eo l= Hp Fir | El. (33. 54) 


让 我 们 来 看 看 ,上 述 结果 是 否 与 我 们 以 前 得 
到 的 相符 . 式 (33. 3) 就 是 在 第 1 卷 第 33 章 中 我 们 
曾经 算出 来 的 关于 反射 波 与 入 射 波 强度 的 比 . 然 
而 ,我 们 当时 只 考虑 了 实数 折射 率 . 对 于 实数 折射 率 (以 及 实数 所 来 说 ,就 可 以 写成 


图 33-7 当 入 射 波 的 巨 场 平 行 于 入 射 面 时 
各 波 的 偏振 情形 


wn 

k, = kcos 0, = cos 0.， 
1 n wn 

k’” = kcosb, = cosb,. 
c 


把 这 些 代入 式 (33. 51) 中 , 则 得 


Es _ nicosb.— ncos 0. 
E。 necosb+tncosh.’ (33::55) 


看 来 上 式 还 是 与 式 (33. 3) 不 同 . 然而 ,如 果 我 们 运用 斯 涅 耳 定 律 以 消去 那些 n, 则 两 式 就 会 
相同 . 即 令 ns == msin 9/sin 0., 并 对 上 式 中 的 分 子 和 分 母 各 乘 以 sin 9. , 便 得 


Eo _ COs hisin 0, — sin Oicos 0. 
FE。 cosbsinpb + sin b,cosO.” 


分 子 和 分 母 都 仅 是 (0; 一 89.) 和 (6 十 9.) 的 正弦 函数 ,因而 得 到 


Eo _ sin(0 ~ 0.) 
Es sin(0;+0.)° (33. 56) 


由 于 E。 和 E。 都 在 同一 种 材料 中 ,强度 都 正比 于 其 电场 的 平方 ,所 以 我 们 就 得 到 与 以 前 相 
同 的 结果 . 同 理 , 式 (33.53) 也 与 式 (33.4) 相 同 . 
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对 于 沿 法 向 入 射 的 波 , 0, = 0 和 0, = 0. 式 (33. 56) 便 给 出 070, 那 不 是 十 分 有 用 的 . 然 
而 ,我们 可 以 回 到 式 (33. 55) 上 去 , 它 会 给 出 
了 E, ” _ (721 一 722 4 
(有 &) | “ 人 
自然 ,这 一 结果 适用 于 上 述 两 者 中 的 “ 任 一 种 ”偏振 ,因为 对 于 法 向 入 射 来 说 不 存在 特殊 的 
“入 射 面 ”. 


§33-5 金属 上 的 反射 


我 们 现在 可 以 引用 上 述 结果 来 理解 从 金属 上 反射 的 有 趣 现象 .为 什么 金属 会 闪闪 发 亮 
呢 ? 在 上 一 竟 中 我 们 曾 看 到 ,金属 的 折射 率 对 于 某 些 频率 来 说 具有 大 的 虚 部 . 让 我 们 来 看 
看 , 当 光 从 空气 (n = 1) 照射 到 n= 一 in 的 材料 时 我 们 会 得 到 什么 样 的 反射 强度 . 因此 式 
(33. 55) 给 出 (对 于 法 向 入 射 ) ; 


Es _ 1 十 im 
E, 加 1 一 iz” 
关于 反射 波 的 强度 ,我 们 需要 Ee 和 E。 的 绝对 值 的 平方 : 
I _lEl:_l|l1l+tinml’ 
I | E, |? | 1 一 ii | 
或 
I 1+nf 
T= (33. 58) 


对 于 折射 率 为 纯 虚 数 的 材料 ,会 发 生 百分之百 的 反射 ! 

金属 并 不 会 百分之百 地 反射 ,但 其 中 有 许多 对 可 见 光 的 反射 非常 好 . 换 句 话说 ,它们 的 
折射 率 的 虚 部 很 大 . 但 我 们 已 经 知道 ,折射 率 的 巨大 虚 部 意味 着 强烈 的 吸收 . 因此 就 有 这 么 
一 个 普遍 法 则 :任何 材料 如 果 对 任何 频率 都 变 成 为 十 分 优良 的 吸收 体 , 则 这 种 波 会 在 其 表面 
强烈 反射 而 很 少 会 进入 其 内 部 被 吸收 . 你 可 
以 利用 一 些 浓 稠 颜料 看 到 这 个 效应 . 最 浓 颜 
料 的 纯 最 体会 有 一 种 “金属 "光泽 . 也 许 你 已 
注意 到 ,在 一 个 紫色 墨水 瓶 边缘 上 那些 干燥 
了 的 颜料 会 发 出 一 种 金黄 色 的 金属 反射 ,或 
干燥 了 的 红 墨 水 有 时 会 给 出 一 种 浅 绿色 的 金 
属 反射 . 红 墨 水 把 透射 光 中 的 绿色 吸收 掉 了 ， 
央 而 如 果 该 墨水 很 浓 , 它 就 会 表现 出 对 绿色 
光 那 些 频率 的 强烈 表面 反射 . 

你 可 以 用 红 墨 水 涂 于 玻璃 片 之 上 并 让 它 
干燥 后 来 轻易 地 表演 这 一 效应 . 如 图 33-8 所 
图 33-8 ”对 频率 为 w 的 光 会 强烈 吸收 的 材料 也 示 , 如 果 你 用 一 束 白 光 从 玻璃 片 后 面 照射 上 去 ， 

能 对 该 频率 的 光 进 行 反射 则 可 得 到 一 束 红 色 透 射 光 和 一 束 绿色 反射 光 . 


第 33 章 表面 反射 461 


$33-6 全 内 反射 


如 果 光 从 像 玻 璃 那样 具有 实数 折射 率 大 于 1 的 材料 向 折射 率 等 于 1 的 空气 传播 , 则 
由 斯 涅 耳 定律 


sin 0. = nsin 0 
可 知 , 当 入 射 角 等 于 由 下 式 所 给 出 的 “临界 角 ”6. 
nsinb. = 1 (33.59) 
时 ,该 透射 波 的 角 4. 会 变 成 90". 对 大 于 这 临界 角 的 6, 又 会 发 生 什么 情况 呢 ? 你 知道 将 会 有 
全 内 反射 ,但 那 是 怎么 产生 的 呢 ? 
让 我 们 回 到 式 (33. 45) 上 去 , 它 给 出 透射 波 的 波 数 如 . 我 们 应 有 
让 二 邱 一 始 . 
n 
这 里 &, 二 ksin 9., 而 二 wn/c, 因而 
kr 一 区 (1 一 nzsin2b) ， 
£ 
如 果 nsin 8; 大 于 1 , 则 le 就 是 负 的 ,因而 必 是 个 纯 虚数 ,比方 说 土 认 . 至 此 你 已 明白 那 意味 
着 什么 了 ! 该 透射 波 ( 式 33. 34) 将 有 这 种 形式 : 
五 , = E’ethr eet,y). 
波幅 会 随 x 的 增 大 而 按 指数 式 地 增加 或 减少 . 很 清楚 ,这 里 所 要 的 是 那个 负 号 . 这 样 在 界面 
右边 的 波幅 就 将 如 图 33-9 中 所 示 的 那样 递减 . 注意 nt 具有 w/c 的 数量 级 一 那 就 是 


2n/4o ,其 中 ) 为 光 在 自由 空间 中 的 波长 . 当 光 从 玻璃 一 空气 界面 上 发 生 全 内 反射 时 ,在 空 
气 里 仍 会 有 场 , 但 只 延伸 到 光波 长 的 数量 级 那么 一 段 距离 . 


Uk 一 


图 33-9 全 内 反射 


现在 我 们 可 以 知道 如 何 来 回答 下 述 问题 :如 果 玻 璃 中 的 光波 以 一 足够 大 的 角度 到 达 表 
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面 , 则 它 会 被 反射 回来 ,如 果 把 男 一 块 玻璃 移 到 该 表面 上 去 (以 致 “表面 "实际 上 是 消失 了 )， 


n,=0 ; es ， 3 , 
图 33-10 如 果 有 一 个 小 间隙 , 则 内 


反射 就 不 完全 ,在 该 问 阶 之 外 会 出 现 
一 个 透射 波 


Sa a 
| 
s MB ss 


则 此 时 光 将 透射 过 去 . 试问 这 恰好 是 在 什么 时 候 发 生 的 
呢 ? 肯定 地 说 ,必然 存在 从 全 反射 变 成 无 反射 的 连续 变 
化 过 程 . 答案 当然 是 :如 果 该 空气 间隙 如 此 之 小 ,以 致 波 
在 空气 中 的 指数 曲线 的 尾部 在 那 第 二 块 玻璃 中 还 有 相 
当 大 的 强度 , 则 它 仍 将 会 在 那里 振动 着 电子 而 产生 一 个 
新 的 波 ,如 图 33-10 所 示 . 某 些 光 将 透射 过 去 (显然 ,我 
们 的 解 是 不 完全 的 ,本 来 应 该 就 两 层 玻璃 间 一 薄 层 空气 
的 情况 再 对 所 有 的 方程 求解 ). 

这 种 透射 效应 可 以 用 普通 光 观 察 到 ,只 要 空气 间 阶 
十 分 微小 (属于 光波 波长 的 数量 级 ,诸如 10-，cm), 但 如 
果 采 用 三 厘米 波 , 则 不 难 演示 出 来 . 这 时 按 指数 函数 衰 
减 的 场 就 会 伸展 几 个 厘米 . -- 种 能 表现 这 一 效应 的 微波 
装置 如 图 33-11 所 示 . 从 三 厘米 波 的 小 发 送 机 发 出 波 对 
准 一 个 45" 角 的 石蜡 棱镜 . 对 于 这 种 频率 石蜡 的 折射 率 
为 1. 50 ,因而 临界 角 为 41. 5". 所 以 波 全 部 从 那个 45" 的 


面 上 反射 而 由 探测 器 A 采集 ,如 图 33-11(a) 所 示 . 如 果 将 第 二 个 石 螨 棱镜 与 该 第 一 个 棱镜 
互相 接触 地 放 在 一 起 ,如 图 33-11(b) 中 所 示 , 则 波 将 笔直 地 贯穿 过 去 而 在 探测 器 B 那里 被 
接收 . 如果 在 两 个 棱镜 之 闻 留 下 几 厘 米 厚 的 空隙 ,如 图 33-11(c) 所 示 那 样 , 则 透射 波 与 反射 
波 两 者 都 同时 并 存 . 在 图 33-11(a) 中 存在 于 该 棱镜 的 45" 面 之 外 的 电场 ,也 可 以 通过 把 探测 
器 纪 移 至 离 该 表面 几 厘米 内 而 加 以 鉴定 . 


四 川 位 
中 


(c) 


发 送 机 
图 33-11 
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第 34 章 物质 的 磁性 


$34-1 抗 磁性 和 顺 磁性 


在 本 章 中 ,我 们 将 要 谈论 物质 的 磁性 . 具有 最 显著 磁性 的 材料 当然 是 铁 . 与 此 类 似 的 磁 
性 质 的 材料 还 有 镍 、 钻 ,以 及 一 一 在 足够 低 的 温度 下 ( 低 于 16 C) 一 一 包 和 若干 特种 合金 . 这 
类 被 称 为 铁 磁性 的 磁性 足够 显著 和 复杂 ,所 以 我 们 将 专门 用 一 章 来 加 以 讨论 . 然而 ,所 有 普 
通 物 质 也 确实 会 表现 出 某 些 磁 效 应 ,尽管 十 分 微弱 一 一 比 铁 磁性 材料 中 的 效应 要 小 干 倍 至 
百 万 倍 . 这 里 我 们 将 描述 普通 的 磁性 ,也 就 是 说 ,描述 除了 那些 铁 磁性 物质 以 外 的 其 他 物 
质 的 磁性 . 
这 种 微小 磁性 分 成 两 类 . 有 些 材 料 会 被 引 向 磁场 ,而 其 他 材料 则 被 排斥 . 不 像 物质 中 的 
电 效 应 那样 ,始终 引起 电介质 被 吸引 ， 
而 这 种 磁 效 应 却 有 两 种 符号 . 这 两 种 符 
号 可 以 借助 于 一 座 配 备 有 一 个 尖 极 和 
一 个 平 极 的 强 电磁 铁 来 轻易 地 加 以 证 
明 ,如 图 34-1 所 示 . 在 尖 极 附近 的 磁场 
比 平 极 附近 的 磁场 要 强 得 多 . 如 果 一 小 
块 物质 由 一 根 长 线 缚 住 并 悬挂 在 两 极 
之 间 , 则 一 般 说 米 ,将 有 一 微小 的 力作 
用 于 其 上 ,这 个 小 力 可 以 通过 电磁 铁通 
电 时 悬挂 材料 的 微小 位 移 看 出 来 . 上 述 
强 电 磁铁 的 两 极 那 几 种 铁 磁 材料 会 十 分 强烈 地 被 吸引 
图 34-1 一块 锐 的 小 柱 体会 被 尖 极 轻微 排斥 ;而 一 块 铝 。 至 该 尖 极 上 去 ,其 他 一 切 材料 只 会 感到 
则 会 被 吸引 十 分 微弱 之 力 , 有 的 被 轻微 地 引 向 尖 
极 , 有 的 则 轻微 地 被 排斥 . 
用 饮 的 一 个 小 柱 体 最 容易 看 到 这 一 效应 , 它 会 从 强 场 区 域 被 排斥 开 来 . 像 这 样 受到 排斥 
的 物质 称 为 抗 磁 性 物质 . 锐 就 是 一 种 最 强 的 抗 磁性 物质 ,但 即使 如 此 ,效应 仍然 十 分 微弱 . 抗 
磁性 总 是 十 分 弱 的 . 如 果 一 小 块 铝 被 挂 在 两 极 之 间 , 则 也 会 受到 一 微小 之 力 ,但 却 是 指向 该 
尖 极 的 . 像 铝 这 类 物质 称 为 顺 磁性 物质 (在 这 么 一 个 实验 中 , 当 电 磁铁 通电 或 断路 时 会 发 生 
一 些 涡 流 力 ,而 这 些 力 就 能 够 引起 强烈 冲击 .所 以 你 必须 小 心地 测 出 在 该 悬挂 物体 静止 后 的 
那 种 净 位 移 ). 
现在 我 们 要 来 简略 地 描述 这 两 种 效应 的 机 制 . 首先 ,在 许多 种 物质 中 的 原子 都 不 具有 永 
久 磁 矩 ,或 者 毋 宁 说 ,每 个 原子 里 面 的 磁体 都 互相 抵消 了 以 致 该 原子 的 净 磁 矩 等 于 零 . 电子 
自 旋 及 其 轨道 运动 都 完全 给 抵消 掉 了 ,使 得 任何 特定 的 原子 都 不 具有 平均 磁 矩 . 在 这 种 场合 
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下 , 当 你 把 磁场 开动 时 ,由 于 感应 在 原子 里 产生 了 一 个 小 小 的 额外 电流 . 按照 楞 次 定律 ,这 些 
电流 处 在 反抗 正在 增长 着 的 磁场 这 样 一 种 方向 ,所 以 原子 的 感 生 磁 矩 的 指向 就 与 磁场 的 指 
向 相反 ,这 就 是 抗 磁性 的 机 制 . 

另外 ,还 有 某 些 物 质 ,其 中 原子 确实 具有 永久 磁 矩 一 各 电子 的 自 旋 和 轨道 运动 具有 不 
等 于 零 的 净 环 流 . 所 以 除了 抗 磁性 (这 始终 会 存在 ) 之 外 ,还 存在 把 各 个 原子 的 磁 矩 排列 整齐 
的 可 能 性 . 在 这 一 种 情况 下 , 磁 矩 试图 随同 磁场 整齐 排列 (正如 电介质 中 的 永久 电 偶 极 子 会 
被 电场 排 齐 一 样 ), 因 而 这 感 生 磁场 就 有 加 强 原来 磁场 的 倾向 . 这 一 类 物质 就 是 顺 磁性 的 物 
质 . 顺 磁性 一 般 都 相当 弱 , 因 为 那些 使 其 排列 整齐 的 力 比 起 那些 来 自 企图 扰乱 秩序 的 热 运动 
之 力 相 对 较 微小 . 由 此 也 可 以 推断 说 ,上 顺 磁 性 通常 都 对 温度 较 敏 感 (由 造成 金属 导电 性 的 自 
由 电子 的 自 旋 所 引起 的 顺 磁性 则 是 个 例外 . 我 们 将 不 在 这 里 讨论 这 种 现象 ). 对 于 普通 的 顺 
磁性 ,温度 越 低 , 效 应 就 越 强 . 在 低温 当 碰 撞 引 起 的 混乱 效应 较 少时 就 会 有 较 整 齐 的 排列 . 另 
一 方面 , 抗 磁性 几乎 与 温度 无 关 . 在 任何 具有 固有 了 磁 矩 的 物质 中 抗 磁 和 顺 磁 两 种 效应 同时 存 
在 ,但 顺 磁 效应 却 往 往 占 优势 

在 第 11 章 中 ,我 们 曾 描述 过 一 种 铁 电 性 材料 ,其 中 所 有 电 侦 极 子 都 被 它们 本 身 共 有 的 
电场 所 排 齐 . 也 有 可 能 设想 这 种 铁 电 性 的 磁性 模拟 ,其 中 所 有 的 原子 磁 矩 都 会 排列 整齐 并 连 
接 在 一 起 . 如 果 你 对 这 种 情况 如 何 会 发 生 进 行 计算 , 则 你 就 会 发 现 由 于 磁力 比 电力 小 得 那么 
多 ,所 以 甚至 在 绝对 温度 十 分 之 几 度 时 热 运动 就 应 能 把 这 种 排列 冲 散 . 因此 在 室温 时 不 可 能 
会 存在 任何 磁 矩 的 永恒 排列 . 

反之 ,这 恰好 就 是 铁 中 发 生 的 事情 一 磁 矩 的 确 得 到 了 整齐 排列 . 在 铁 的 不 同 原子 的 破 
矩 间 有 一 种 比 直接 磁 相 互 作用 要 强 得 多 的 有 效力 . 这 是 一 种 只 能 用 量子 力学 加 以 解释 的 间 
接 效应 . 它 比 直接 的 磁 相 互 作用 约 强 一 万 倍 , 而 这 就 是 把 铁 磁性 材料 中 的 磁 矩 整齐 排列 起 来 
的 力 .我们 将 在 后 面 一 章 中 讨论 这 种 特殊 的 相互 作用 . 

既然 我 们 已 经 试 着 向 你 们 提供 了 一 个 有 关 抗 磁性 与 顺 磁性 的 定性 解释 ,因此 我 们 必 
须 纠正 自己 并 且说 明 , 不 可 能 从 经 典 物理 学 的 观点 用 任何 普通 的 方法 来 理解 材料 的 磁 效 
应 . 这 样 的 磁 效 应 完全 是 一 种 量子 力学 现象 . 然而 , 却 可 以 做 出 某 些 虚假 的 经 典 论证 而 获 
得 关于 事情 将 发 生 的 某 种 概念 . 我 们 也 许可 以 这 样 说 . 你 可 做 出 某 些 经 典 论证 并 得 到 关 
于 材料 性 能 的 一 些 猜测 ,但 这 些 论证 在 任何 意义 上 都 不 是 “合法 "的 ,因为 最 本 质 的 是 在 
每 一 种 这 样 的 磁 现象 中 都 绝对 涉及 到 量子 力学 . 另 一 方面 ,有 一 些 情况 ,诸如 在 等 离子 体 
中 或 在 含有 许多 自由 电子 的 空间 区 域 中 ,在 那里 电子 的 确 遵循 经 典 力学 规律 . 而 在 那些 
场合 下 , 某 些 来 自 经 典 磁性 的 定理 才 有 价值 . 并 且 , 由 于 历史 原因 经 典 论证 也 确 有 某 些 价 
值 . 人 们 最 初 几 次 能 够 猜测 到 磁性 材料 的 意义 及 其 行为 ,的 确 是 用 了 经 典 论据 的 . 最 后 ， 
正如 我 们 上 面 所 指出 的 ,经 典 力学 也 还 能 够 向 我 们 提供 有 关 或 许 会 发 生 的 事态 的 某 些 有 
用 猜测 一 一 尽管 要 研究 这 一 课题 的 真正 简单 的 方法 应 该 是 先 去 学 习 量子 力学 ,然后 再 用 
量子 力学 来 理解 磁性 . 

另 一 方面 ,我 们 却 不 想 等 到 彻底 学 习 了 其 子 力学 以 后 才 来 理解 像 抗 磁性 这 么 一 种 简单 
东西 . 我 们 不 得 不 依靠 经 典 力学 作为 对 发 生 过 程 的 一 种 不 完全 证 明 , 但 始终 必须 认识 到 , 屠 
些 论证 实际 上 是 不 正确 的 . 为 此 ,我 们 做 出 了 一 系列 会 使 你 们 发 生 混乱 的 有 关 经 典 磁性 的 定 
理 ,因为 它们 会 证 明 另 一 些 东 西 .除了 最 后 那 一 条 定理 外 ,其 他 每 一 条 都 将 是 错误 的 . 而 且 ， 
作为 对 物理 世界 的 描述 它们 全 都 是 错 的 ,因为 量子 力学 被 漏 掉 了 . 
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§ 34-2 磁 矩 与 角 动 量 


我 们 所 要 证 明 的 第 一 个 来 自 经 典 力 学 方面 的 定理 如 下 :如 果 电 子 在 一 个 圆周 轨道 上 运 
动 (比方 ,在 有 心力 的 影响 下 绕 核 旋转 ) , 则 磁 矩 与 角 动 量 间 存在 一 个 确定 的 比率 . 对 于 在 轨 
道上 运动 的 电子 ,让 我 们 称 它 的 角 动 量 为 了 , 磁 矩 为 及 角 动 量 
术 的 大 小 就 是 电子 质量 乘 上 速度 再 乘 以 半径 ( 见 图 34-2) , 它 的 方 
nh 向 与 轨道 的 平面 垂直 ， 
J = mvr (34. 1) 
(当然 ,这 是 一 个 非 相 对 论 性 的 公式 ,但 它 对 于 原子 却 是 一 种 
8 很 好 近似 ,因为 对 于 电子 所 涉及 的 we 值 一 般 为 e:/ hc = 
Braq 1/137 或 约 1% 的 数量 级 ). 

图 34-2 对 任 一 圆周 轨道 , 磁 相同 轨道 的 磁 矩 是 电流 乘 以 面积 ( 见 $14-5), 电 流 等 于 
矩 户 为 q/2m 乘 角 访 量 J 单位 时 间 通 过 轨道 上 任 一 点 的 电量 ,也 即 电荷 g 乘 以 转动 频 

率 ,因为 频率 等 于 速度 除 以 轨道 的 周 长 ,所 以 


1= gq- 二 
2xr” 
因 面 积 为 wr ,所 以 磁 矩 为 
p= 全 (34. 2) 


它 也 指向 与 轨道 平面 垂直 的 方向 ,所 以 J 了 与 处 在 相同 的 方向 : 
k= ZJ (轨道 ). (34. 3) 


它们 闻 的 比率 与 速度 和 半径 都 无 关 . 对 于 任何 在 圆周 轨道 上 运动 的 粒子 ,其 磁 矩 等 于 角 动 量 
的 gq/(2m) 倍 .对 于 一 个 电子 来 说 ,电荷 是 负 的 一 一 我 们 把 它 叫 做 二 q. ,因而 有 


一 一 2 
下 一 一 ?六 J( 电 子 轨道 )， (34. 4) 


那 是 我 们 按照 经 典 理论 所 预期 的 ,但 相当 奇怪 , 它 在 量子 力学 中 却 仍然 正确 . 它 属于 这 
类 事情 中 的 一 件 . 可 是 , 若 你 继续 应 用 经 典 物 理 , 你 就 会 发 现在 其 他 一 些 地 方 ,从 它 得 出 来 的 
答案 乃 是 错误 的 ,因而 试图 记 住 哪些 是 对 的 与 哪些 是 错 的 将 是 一 场 大 的 游戏 . 我 们 也 许可 以 
立刻 向 你 们 提供 在 量子 力学 中 一 般 是 正确 的 东西 . 首先 , 式 (34.4) 对 轨道 运动 是 正确 的 ,但 
那 并 不 是 唯一 存在 的 磁性 . 电子 还 有 对 其 本 身 的 轴 自 旋 的 运动 (有 点 像 地 球 绕 地 轴 的 转动 ) ,而 
作为 自 旋 的 结果 它 同 时 具有 角 动 量 和 磁 矩 . 但 由 于 纯粹 是 量子 力学 方面 的 原因 一 一 并 没有 经 
典 方面 的 解释 一 一 所 以 关于 电子 自 旋 的 与 J 的 比率 是 该 自 旋 电子 的 轨道 运动 的 二 倍 , 即 


上 一 一 全] (电子 自 旋 ). (34. 5) 


一 般 说 来 ,在 任何 原子 中 既 有 几 个 电子 ,又 有 关于 自 旋 和 轨道 运动 的 某 种 结合 ,从 而 造 
成 一 个 总 角 动 最 和 一 个 总 磁 矩 . 尽管 没有 经 典 方面 的 理由 可 以 说 明 为 什么 会 这 样 ,但 在 量子 
力学 中 却 始 终 正确 , 即 ( 对 于 一 个 孤立 原子 ) 磁 矩 的 方向 恰好 与 角 动 量 的 方向 相反 . 这 两 者 之 
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间 的 比率 不 一 定 为 一 q./m 或 者 为 一 9./(2m) ,而 是 介 乎 这 两 值 之 间 , 因 为 有 来 自 轨道 和 自 旋 
两 方面 贡献 的 混合 . 我 们 可 以 写成 


= 一 &( 攻 )， (34.6) 


式 中 & 是 标志 原子 状态 的 一 个 因子 ,对 于 纯 轨 道 矩 它 应 该 为 1, 对 于 纯 自 旋 矩 它 应 该 是 2, 若 
对 于 一 个 像 原子 那样 的 复杂 系统 , 则 g 应 该 处 于 1 与 2 之 间 的 其 他 某 个 数值 . 当然 ,这 一 公 
式 并 不 会 告诉 我 们 很 多 东西 , 它 只 是 说 磁 矩 平行 于 角 动 量 , 但 可 以 有 任意 的 大 小 . 然而 , 式 
(34.6) 的 形式 却 很 方 使 ,因为 被 称 作 “ 朗 德 g 因子 "的 这 个 g 是 一 个 大 小 为 1 的 量 级 的 无 量 
纲 常数 . 量子 力学 的 任务 之 一 就 是 对 任何 特定 的 原子 态 预 言 这 个 g 因子 . 

你 或 许 也 会 对 核 里 发 生 的 情况 感 兴趣 . 在 核 里 存在 着 质子 和 中 子 ,它们 可 能 在 某 种 轨道 
上 绕 行 ,而 同时 , 像 电子 一 样 ,也 具有 内 豪 自 旋 . 磁 矩 再 度 平行 于 角 动量 . 对 于 绕 圆周 运动 的 
质子 来 说 ,只 有 现在 这 两 者 之 比 的 数量 级 才 是 你 可 能 想到 的 , 即 式 (34. 3) 中 的 m 应 等 于 质 
子 质量 . 因此 对 于 核 来 说 经 常 写成 


= g(a ), (34.7) 


2m, 


式 中 my 为 质子 质量 ,而 g 称 为 核 的 g 因子 ,是 一 个 接近 于 1 的 常数 ,要 对 每 一 种 核 分 别 加 
以 测定 . 

关于 核 的 另 一 个 重要 差别 就 是 质子 的 自 旋 磁 矩 并 不 像 电子 那 样 具 有 -- 个 等 于 2 的 & 因 
子 .对 于 质子 而 言 , g = 2(2. 79). 足够 奇怪 ,中 子 也 有 自 旋 磁 矩 ,而 此 磁 矩 相对 于 其 角 动 量 
则 为 2( 一 1. 93). 换 句 话说 ,在 磁 的 意义 上 ,中 子 并 不 严格 表现 * 中 性 ", 它 好 像 是 个 小 磁体 ， 
而 且 具 有 一 个 旋转 着 的 负电 荷 才 会 有 的 那 种 磁 矩 . 


§ 34-3 ”原子 磁体 的 进 动 


磁 矩 与 角 动量 成 正比 的 后 果 之 一 是 , 放 在 磁场 中 的 一 个 原子 磁体 将 会 进 动 . 首先 ,我们 
将 按照 经 典 方式 来 做 论证 . 假设 在 匀 强 磁场 中 有 一 个 自由 悬挂 
着 的 磁 矩 p, 它 将 感受 到 一 个 等 于 jy X B 的 力矩 ,该 力矩 试图 将 
它 转 至 场 的 方向 . 但 原子 磁体 是 个 陀螺 仪 一 一 它 具 有 角 动 量 J. 
因此 ,由 磁场 所 产生 的 力矩 并 不 会 使 该 磁体 排列 整齐 . 而 是 , 磁 
体 将 会 进 动 ,正如 我 们 以 前 在 第 1 卷 第 20 章 中 分 析 陀 螺 仪 时 所 
见 到 的 . 角 动 量 一 一 以 及 和 它 相 随 的 磁 矩 一 一 相对 一 平行 于 磁 
场 的 轴 进 动 . 我 们 可 以 通过 与 第 1 卷 第 20 章 中 所 用 的 相同 的 方 

假设 在 一 小 段 时 间 At 内 角 动 量 从 了 变 至 儿 , 如 图 34-3 
所 示 , 而 相对 于 磁场 B 的 方向 始终 保持 一 个 相同 角度 9. 让 我 
们 称 这 个 进 动 角速度 为 w, ,使 得 在 时 间 At 内 进 动 的 角 ( 度 ) 为 
wpAt. 从 图 中 的 几何 形状 就 可 看 出 ,在 时 间 At 内 角 动 量 的 改 。 图 34-3 -个 具有 和 角 动 基 J 
变 为 和 与 之 平行 的 磁 矩 y 的 物 


体 被 放 在 磁场 B 中 时 ,将 以 
AJ = (Jsin 0)(w,At). 角速度 wy 进 动 
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因而 角 动 量 的 变化 率 为 
一 wsJsinb， (34. 8) 

它 必定 等 于 转 矩 

t= pyBsin bo. (34. 9) 
于 是 进 动 的 角速度 为 

w 一 #B. (34. 10) 

J 
由 式 (34. 6) 代 入 wjJ, 则 我 们 见 到 ,对 于 一 个 原子 系统 来 说 ， 
w, = gg, (34. 11) 


进 动 频率 与 B 成 正比 . 记 住 下 列 两 个 关系 式 会 很 方便 , 即 对 于 一 个 原子 (或 电子 )， 


帮 二 守 == (1.4 兆 周 /Gs) gB， (34. 12) 
而 对 于 一 个 核 ， 
页 二 站 二 (0.76 和 干 周 /Gs)gB (34. 13) 


(关于 原子 与 核 这 两 公式 不 同 之 处 ,仅仅 由 于 在 这 两 种 情况 下 有 关 g 的 规定 不 同 ). 

这 样 ,按照 经 典 理论 ,原子 中 的 电子 轨道 一 一 和 自 旋 一 一 应 在 磁场 中 进 动 . 按照 量子 力 
学 这 是 否 也 正确 呢 ? 基本 上 是 正确 的 ,但 关于 * 进 动 " 的 意义 却 有 所 不 同 . 在 量子 力学 中 人 们 
不 能 在 与 经 典 相同 的 意义 上 谈论 角 动 量 的 方向 ,尽管 如 此 ,还 是 存在 着 十 分 密切 的 类 似 一 一 
类 似 得 那么 密切 以 致 我 们 仍 称 之 为 “ 进 动 . 以 后 在 谈论 量子 力学 时 将 对 此 再 作 讨 论 . 


$34-4 抗 磁 性 


接 下 来 我 们 从 经 典 观点 来 考察 抗 磁性 . 它 可 以 用 几 种 方法 算出 ,但 其 中 一 种 巧妙 的 办 法 
则 是 这 样 的 . 假设 在 一 个 原子 附近 我 们 慢 慢 地 开动 磁场 . 当 磁 场 改变 时 ,由 于 磁感应 而 产生 
一 电场 . 按照 法 拉 第 定律 ,E 环绕 任 一 闭合 路 径 的 线 积分 等 于 穿 过 该 路 径 的 磁 通 量 的 变化 
率 . 假设 我 们 选取 这 样 一 条 路 径 P, 即 是 与 该 原子 中 心 
同心 的 一 个 半径 为 r 的 圆周 ,如 图 34-4 所 示 . 环绕 这 
一 路 径 的 平均 切 向 电场 EE 由 下 式 给 出 : 


E2rr 一 一 是 (Br )， 


因而 就 有 一 个 强度 为 


图 34-4 作用 于 原子 中 的 电子 上 的 感 ”的 旋转 电场 . 
生 电 力 作用 于 原子 中 一 个 电子 上 的 这 个 感 生 电 场 会 产生 
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一 个 等 于 一 q.Er 的 转 矩 , 它 必然 等 于 角 动量 的 变化 率 dJ/di: 


dJ _ gr’ dB 

dh (34.14) 
从 零 场 开 始 对 时 间 积 分 ,我 们 就 求 得 由 于 开动 磁场 而 引起 的 角 动 量 改变 

AJ = gp. (34. 15) 


这 就 是 当场 开动 时 由 于 造成 电子 扭转 而 引起 的 额外 角 动 量 . 
这 附加 的 角 动 量 产生 附加 的 磁 矩 ,由 于 那 是 一 种 轨道 运动 ,所 以 附加 磁 矩 恰 等 于 
一 q./(2m) 倍 的 角 动 量 . 这 感 生 的 反抗 磁 矩 为 


2，2 


式 中 负 号 (正如 你 通过 应 用 楞 次 定律 就 可 以 看 得 出 它 是 正确 的 ) 意 味 着 这 附加 磁 矩 与 磁场 
反 向 . 

我 们 想 要 把 式 (34. 16 ) 写成 稍微 不 同 的 形式 . 在 该 式 中 出 现 的 * 是 指 从 原子 中 通过 
的 平行 于 B 的 轴 量 起 的 距离 平方 ,因而 若 B 沿 着 z 方 向 , 则 它 为 zx? 十 yy. 如 果 我 们 所 考虑 
的 是 球 对 称 原子 (或 对 固有 轴 在 所 有 方向 的 原子 做 平均 ), 则 z? 十 yy 的 平均 值 将 是 真正 从 
原子 中 心 点 量 起 的 径 向 距离 平方 的 平均 值 的 2/3 倍 . 因此 ,把 式 (34. 16) 写 成 下 式 往往 更 
加 方便 : 


q’ 
襄 《7)+q 均 BB. (34. 17) 


An 一 一 


总 之 ,我 们 已 求 得 一 个 与 磁场 B 成 正比 而 方向 相反 的 、 感 生 的 原子 磁 矩 ,这 就 是 物质 的 
抗 磁性 . 这 个 磁 效 应 是 造成 一 非 均匀 磁场 中 作用 于 一 块 锐 上 的 那 种 小 力 的 主要 原因 (你 有 可 
能 通过 下 述 办 法 计算 出 这 个 力 , 即 算出 这 些 感 生 矩 在 磁场 中 的 能 量 ,并 弄 清楚 当 该 材料 移 进 
或 移出 高 场 区 时 这 能 量 究 竟 如 何 变化 ). 

我 们 还 剩 下 这 么 一 个 问题 :半径 的 平方 平均 值 ( 王 )% 是 什么 ?经典 力学 不 能 提供 任何 
答案 .我 们 必须 回去 并 用 量子 力学 重新 开始 . 在 原子 内 部 我 们 不 能 确实 说 出 电子 在 哪里 ,而 
只 知道 它 将 位 于 某 处 的 概率 . 若 把 (rr?)yw 理解 为 距 中 心 距离 的 平方 对 概率 分 布 的 平均 值 ， 
则 由 量子 力学 所 给 出 的 抗 磁 矩 就 恰恰 与 式 (34. 17) 相 同 . 当然 ,这 个 式 子 是 关于 一 个 电子 的 
磁 矩 . 总 磁 矩 应 由 对 原子 内 所 有 各 电子 求 和 给 出 . 令 人 惊异 的 事情 是 ,经 典 论证 与 量子 力学 
都 会 给 出 相同 的 答案 , 虽 则 正如 我 们 将 要 看 到 的 ,给 出 式 (34. 17) 的 经 典 论证 在 经 典 力学 中 
实际 上 并 没有 充分 的 根据 . 

即使 原子 已 经 有 了 永久 磁 矩 ,相同 的 抗 磁 效应 依然 会 发 生 ,此 时 系统 将 在 磁场 中 进 动 . 
当 整 个 原子 进 动 时 , 它 取 得 一 个 附加 的 小 角速度 ,而 这 个 缓慢 转动 又 会 产生 一 个 代表 对 该 磁 
矩 修 正 的 小 电流 . 这 不 过 是 用 另 一 种 方式 表示 的 抗 磁 效 应 . 但 我 们 在 谈论 顺 磁性 时 实在 无 需 
为 它 操心 . 如 果 这 抗 磁 效 应 像 刚才 所 做 的 那样 先行 算出 , 则 我 们 不 必 对 来 自 进 动 方面 的 那个 
附加 小 电流 留意 , 它 已 经 包含 在 抗 磁性 项 之 内 了 . 
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$34-5 拉 莫 尔 定 理 


从 迄今 所 获得 的 结果 我 们 已 能 够 做 出 某 种 结论 了 . 首先 ,在 经 典 理论 中 磁 矩 pp 始终 正 
比 于 了 ,而 对 于 特定 的 原子 就 有 一 个 给 定 的 比例 常数 . 由 于 过 去 谈 及 的 电子 都 没有 自 旋 ,所 
以 ,该 比例 常数 始终 等 于 一 q./(2m). 这 就 是 说 ,在 式 (34.6) 中 我 们 应 该 令 g = 1. 及 对, 的 
比值 与 电子 的 内 部 运动 毫 无 关系 . 这 样 ,按照 经 典 理论 ,所 有 电子 系统 就 该 以 相同 的 角速度 
进 动 (在 量子 力学 中 这 是 不 正确 的 ). 这 个 结果 与 我 们 现在 要 来 证 明 的 一 个 经 典 力 学 定理 有 
联系 . 假设 我 们 有 一 群 电子 ,它们 都 被 指向 一 中 心 点 的 吸引 力 维系 在 一 起 一 一 就 像 各 电子 被 
核 所 吸引 似 的 . 电子 之 间 也 彼此 相互 作用 ,因而 一 般 而 言 它们 可 以 有 复杂 的 运动 . 假设 你 已 
求 出 了 没有 磁场 时 的 运动 ,然后 希望 知道 有 一 弱 磁 场 时 运动 又 会 怎样 . 这 一 定理 讲 , 当 有 一 
弱 磁 场 时 运动 总 等 于 无 场 时 的 解 之 一 加 上 一 个 角速度 w = gq.B/(2m) 的 绕 场 的 轴 的 附加 转 
动 ( 若 g = 1 , 则 这 与 ws 相同 ). 当然 ,会 有 许多 种 可 能 的 运动 . 要 点 是 ,对 于 无 磁场 时 的 每 个 
运动 在 场 中 就 有 一 个 与 之 相对 应 的 运动 , 那 就 是 原来 的 运动 加 上 一 个 均匀 转动 . 这 称 为 拉 莫 
尔 定理 ,而 wi 称 为 拉 莫 尔 频率 . 

我 们 很 想 说 明 这 定理 如 何 才 能 加 以 证 明 , 但 细节 将 留 给 你 们 自己 算出 来 . 首先 ,考虑 中 
心力 场 中 的 一 个 电子 ,对 它 的 作用 力 只 是 指向 中 心 的 F(x). 如 果 现 在 开动 一 匀 强 磁场 ,就 有 
一 附加 为 qv X B ,因而 合力 为 

FE(Cr) 十 qyr X 了 3. (34. 18) 
现在 让 我 们 从 一 个 转动 坐标 系 来 考察 同样 的 系统 ,该 坐标 系 以 角速度 w 绕 通过 力 心 且 与 如 
平行 的 轴 旋 转 着 . 这 不 再 是 一 个 惯性 系 , 因 而 就 得 把 那些 适当 的 唐 力 一 在 第 1 卷 第 19 章 
中 所 曾经 谈 及 的 离心 力 及 科 里 奥 利 力 一 一 都 放 进去 . 我 们 在 那里 发 现 ,在 一 个 以 角速度 w 
旋转 着 的 参照 系 中 ,会 有 一 个 正比 于 速度 的 径 向 分 量 w 的 表 观 切 向 力 : 

F, 一 一 2zzov，。 (34. 19) 
又 有 一 个 由 下 式 给 出 的 表 观 法 向 力 : 

F, = mw’r + 2mwv,, (34. 20) 

其 中 wv 是 在 该 转动 着 的 参照 系 中 测 得 的 速度 切 向 分 量 (法 向 分 量 w 则 对 于 该 转动 系统 和 
惯性 系统 是 相同 的 ). 


现在 ,对 于 足够 小 的 角速度 (也 就 是 ,如 果 wr < vw ) ,我 们 在 式 (34. 20) 中 同 第 二 项 ( 科 
里 奥 利 力 ) 相 比 可 以 忽略 第 一 项 (离心 力 ). 于 是 式 (34. 19) 和 (34. 20) 就 可 以 合并 写成 


一 一 2mo Xv. (34. 21) 
现在 车 把 转动 和 磁场 联合 起 来 , 则 必须 将 式 (34. 21) 中 的 力 与 式 (34. 18) 中 的 力 相 加 . 合力 为 
F(r)+ar XB+2m Xow (34. 22) 


[我 们 颠倒 式 (34. 21) 中 的 叉 积 及 符号 以 便 获得 这 未 一 项 ]. 考察 上 述 结果 ,我 们 看 到 , 若 
2mw =— gB, 
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则 右边 两 项 互相 抵消 ,因而 在 转动 参照 系 中 就 只 有 力 下 (r) 了 . 电子 的 运动 正好 同 没 有 磁 
场 一 一 当然 也 就 没有 转动 一 一 时 一 样 .我们 已 对 一 个 电子 证 明了 拉 莫 尔 定理 . 由 于 这 个 证 明 
假定 了 w 较 小 , 那 也 就 意味 着 这 个 定理 只 对 于 弱 磁 场 才 正确 . 我 们 唯一 要 求 你 们 对 此 做 出 
改进 的 事情 就 是 考虑 许多 电子 彼此 相互 作用 的 情况 ,但 是 这 些 电子 都 处 在 相同 的 有 心力 场 
中 ,并 要 求 你 们 证 明 同 样 的 定理 . 因此 ,不 管 一 个 原子 多 么 复杂 , 若 它 有 一 个 有 心力 场 , 则 这 
个 定理 就 是 正确 的 . 但 那 是 经 典 力 学 的 末日 ,因为 事实 上 原子 是 并 不 会 像 那 样 进 动 的 . 式 
(34. 11) 的 进 动 频率 只 有 当 g 碰巧 等 于 1 时 才 会 等 于 wr. 


$34-6 经 典 物 理 不 会 提供 抗 磁性 或 顺 磁 性 


现在 我 们 想 要 来 证 明 ,按照 经 典 力学 完全 不 可 能 有 抗 磁性 或 顺 磁 性 . 这 听 起 来 有 点 像 发 
疯 似 的 一 一 起 初 ,我 们 证 明了 存在 顺 磁 性 、 抗 磁性 、 进 动 轨 道 等 等 ,而 如 今 却 又 要 证 明 那 是 完 
全 错 的 . 的 确 ,我 们 将 要 证 明 车 你 跟随 经 典 力学 走 得 足够 远 , 则 不 会 有 这 样 的 磁 效 应 ,因为 它 
们 会 都 抵消 掉 了 . 如 果 你 在 某 处 开始 做 经 典 论证 并 且 不 走 得 太 远 , 则 你 可 以 获得 任何 想 要 获 
得 的 答案 . 但 唯一 合理 而 又 正确 的 证 明 却 显示 不 会 有 任何 磁 效应 存在 . 

经 典 力学 的 一 个 结论 是 : 若 你 有 任意 类 型 的 系统 一 一 比如 含有 电子 、 质 子 或 其 他 任何 东 
西 的 气体 一 一 被 保持 在 一 个 箱子 中 以 致 整个 系统 不 能 够 转动 , 则 不 会 有 任何 磁 效 应 发 生 . 如 
果 你 有 一 个 孤立 系统 ,比如 由 其 本 身 维 系 在 一 起 的 一 颗 星 体 , 当 你 加 上 磁场 时 它 就 能 够 发 生 
转动 ,那么 就 可 能 有 磁 效 应 . 但 如 果 你 有 一 块 材料 , 它 的 位 置 被 固定 得 不 能 发 生 旋转 ,那么 就 
不 会 有 磁 效应 了 .我 们 所 谓 抑制 自 旋 的 意思 可 以 概括 为 :在 某 一 给 定 温度 下 ,假定 系统 只 有 
二 个 热平衡 状态 .于 是 定理 讲 : 如 果 你 开动 磁场 并 等 待 该 系统 达到 热平衡 状态 , 则 不 会 有 顺 
磁性 或 抗 磁性 一 一 不 会 有 感 生 的 磁 矩 . 证 明 : 按 照 统 计 力学 ,一 个 系统 将 处 于 任意 给 定 运 动 
状态 的 概率 与 e”“ 成 正比 ,其 中 上 为 系统 运动 的 能 最, 那么 ,运动 能 量 又 是 什么 呢 ? 对 于 
一 个 在 匀 强 磁场 中 运动 的 粒子 ,其 能 量 等 于 通常 的 势能 加 上 动能 mvz7/2, 磁 场 并 不 会 附加 任 
何 东 西 [你 知道 ,来自 电 磁场 之 力 为 9( 正 十 ?又 召 ), 而 功率 v 正好 就 是 gE* v, 并 不 会 受 磁 
场 影响 ]. 因此 一 个 系统 的 能 量 ,不 管 是 否 处 于 磁场 之 中 ,始终 等 于 动能 加 上 势能 . 既然 任何 
运动 的 概率 仅 取决 于 能 量 一 一 这 就 是 说 ,取决 于 速度 和 位 置 一 一 不 管 是 否 有 磁场 存在 都 一 
样 . 因此 ,对 于 热平衡 来 说 ,磁场 并 不 会 有 影响 . 如 果 有 一 个 系统 处 于 箱子 中 ,然后 有 男 一 个 
系统 处 于 第 二 个 箱子 中 ,但 这 回 是 存在 磁场 的 ,那么 处 于 第 一 个 箱子 中 的 任何 一 点 具有 任何 
特定 速度 的 概率 将 与 在 第 二 个 箱子 中 的 相应 概率 相同 . 如 果 在 第 一 个 箱子 中 并 没有 平均 环 
行 电 流 (这 将 不 会 出 现 , 倘 若是 与 静止 箱 壁 达成 平衡 的 话 ), 那 就 不 会 有 平均 磁 矩 . 由 于 在 第 
二 个 箱子 中 一 切 运动 又 都 是 一 样 的 ,所 以 那里 也 没有 平均 磁 矩 . 因此 ,如 果 温 度 保持 不 变 而 
热平衡 在 磁场 开动 之 后 又 重新 建立 起 来 , 则 按照 经 典 力学 ,不 可 能 存在 由 磁场 感 生 的 磁 矩 . 
所 以 我 们 只 能 从 量子 力学 方面 得 到 有 关 磁 现象 的 满意 理解 ， 

可 惜 , 不 能 假定 你 们 对 量子 力学 已 有 了 充分 理解 ,因而 这 里 不 可 能 是 讨论 这 一 课题 的 场 
所 .反之 ,我 们 并 不 总 得 在 学 习 某 些 东 西 时 先 学 习 正 确 的 法 则 ,然后 学 习 如 何 把 它们 应 用 于 
不 同情 况 . 在 本 科 中 几乎 所 有 考虑 到 的 每 一 课题 都 曾经 按照 另 一 种 方式 处 理 . 对 于 电学 情 
况 ,我们 曾 在 “第 一 页 "就 写 出 了 麦克 斯 韦 方程 组 ,然后 才 推导 出 所 有 的 结果 来 . 那 是 一 条 途 
径 . 但 我 们 现在 决 不 试图 去 创立 新 的 “第 一 页 ", 即 把 量子 力学 的 各 个 方程 都 写 下 来 并 从 它们 
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推导 出 一 切 东 西 . 在 你 们 弄 清 楚 其 出 处 以 前 ,我 们 将 只 得 告诉 你 们 某 些 量子 力学 结果 . 在 这 
里 我 们 就 这 样 干 . 


$34-7 量子 力学 中 的 角 动 量 


上 面 已 向 你 们 提供 了 关于 磁 矩 与 角 动 量 之 间 的 关系 式 . 这 很 令 人 高 兴 . 但 这 磁 矩 和 角 动 
量 在 量子 力学 中 又 意味 着 什么 呢 ? 为 了 保证 人 们 懂得 到 底 指 的 是 什么 ,在 量子 力学 中 ,事实 
证 明 最 好 是 用 像 能 量 这 种 概念 来 定义 如 磁 矩 那样 的 东西 . 现在 ,要 用 能 量 来 定义 磁 矩 并 不 困 
难 ,因为 磁 矩 在 磁场 中 的 能 量 按照 经 典 力学 为 让" B. 因此 ,下 述 定义 已 为 量子 力学 所 采用 : 
如 果 我 们 算出 一 个 系统 在 磁场 中 的 能 量 并 发 现 它 正比 于 该 场 强 (对 于 弱 场 来 说 ) ,那么 这 个 
比例 系数 就 称 为 磁 矩 在 该 场 的 方向 上 的 分 量 (目前 我 们 无 需 对 工作 要 求 得 那么 精致 ,可 以 仍 
然 按 照 那 种 普通 的 、 在 某 种 程度 上 是 经 典 的 意义 来 考虑 磁 矩 ). 

现在 我 们 想 要 讨论 量子 力学 中 的 角 动 量 概念 一 一 更 确切 地 说 ,是 量子 力学 中 所 称 为 角 
动量 的 一 些 特性 . 你 知道 , 当 你 着 手 新 型 的 定律 时 ,就 不 能 只 假定 每 一 个 词 都 要 表示 与 以 前 
完全 相同 的 东西 . 比方 ,你 可 以 这 样 想 :“ 呵 ,我 懂得 了 角 动 量 是 什么 . 它 是 会 受 转 矩 改变 的 那 
种 东西 . "但 转 矩 又 是 什么 呢 ? 在 量子 力学 中 我 们 不 得 不 对 一 些 旧 物理 量 赋予 新 的 定义 . 因 
此 ,合理 地 说 ,最 好 就 是 用 诸如 “量子 角 动 量 " 或 其 他 相似 名 称 来 称呼 它 ,因为 它 是 在 量子 力 
学 中 定义 出 来 的 角 动 典 . 但 如 果 你 在 量子 力学 中 能 够 找到 一 个 量 ,在 系统 变 成 足够 大 时 与 我 
们 关于 角 动 量 的 古老 概念 相同 , 则 去 发 明 一 个 额外 字眼 就 没有 什么 用 处 了 .我 们 也 可 以 同样 
叫 它 作 角 动 量 . 有 了 这 么 一 点 认识 ,即将 加 以 描述 的 这 种 古怪 东西 也 就 是 角 动 县 了 . 它 是 在 
大 系统 中 我 们 用 经 典 力 学 观点 认为 是 角 动 量 的 那 种 东西 . 

首先 ,我 们 取 一 个 角 动 量 守恒 的 系统 ,诸如 完全 处 在 真空 中 的 一 个 孤立 原子 . 于 是 像 这 
样 的 东西 ( 像 绕 自 己 的 轴 自 转 的 地 球 ) 在 通常 意义 上 来 说 , 它 有 可 能 环绕 人 们 所 任意 选取 的 
轴 旋 转 着 . 而 对 于 给 定 的 自 旋 , 可 能 会 有 许多 不 同 的 状态 ,全 都 具有 相等 能 量 , 每 一 个 “ 态 " 相 
当 于 角 动 量 轴 的 一 个 特定 方向 . 所 以 在 经 典 理 论 中 ,对 于 给 定 的 角 动 量 , 就 有 无 数 个 可 能 的 
态 , 它 们 全 都 有 相同 能 量 . 

然而 ,结果 是 在 量子 力学 中 出 现 了 若干 件 奇怪 的 事情 . 首先 ,在 这 样 的 系统 中 能 够 存在 
的 状态 数目 是 受 限 制 的 , 即 只 存在 有 限 个 数目 . 如 果 系 统 很 小 ,这 有 限 的 数目 也 很 小 ,但 如 果 
系统 大 了 , 则 这 个 有 限 的 数目 便 变 得 非常 非常 大 . 其 次 ,我们 不 能 通过 给 出 其 角 动 量 方向 以 
描述 一 个 “ 态 ” ,而 只 能 通过 给 出 沿 某 一 方向 一 一 诸如 z 方向 一 一 的 角 动 量 分 量 来 给 予 描述 . 
按照 经 典 理论 ,具有 给 定 总 角 动 量 本 的 物体 ,对 于 其 = 分 最 该 可 以 有 从 十 了 与 一 J 的 任何 数 
值 . 可 是 按照 量子 力学 , 角 动量 的 = 分 量 只 能 取 某 些 分 立 数值 . 任何 具有 一 定 能 量 的 给 定 系 
统一 一 一 个 特定 原子 原子 核 或 任何 一 种 东西 一 一 都 各 有 一 个 特征 数目 j, 而 它 的 角 动 量 的 
z 分 量 就 只 能 有 下 列 这 组 数目 中 的 一 个 : 


kh Gh (Gj—2h 2 (2 一 (一 1) 一 斋 (34.23) 

最 大 的 = 分 量 为 7 乘 上 ,次 大 的 是 减少 一 个 单位 ,一 直 减 少 到 一 访 为 止 . 这 数值 7 叫 作 “ 该 系 
统 的 自 旋 "( 有 些 人 却 叫 它 做 “总 角 动量 量子 数 " ,但 我 们 将 称 之 为 “ 自 旋 ”). 

你 或 许 会 担心 我 们 现在 所 谈 的 可 能 只 对 于 某 一 “特殊 ”z 轴 才 正确 ,但 并 非 如 此 . 对 于 一 
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个 自 旋 为 7 的 系统 , 沿 任何 轴 的 角 动量 分 量 只 能 取 式 (34. 23) 中 所 列 数 值 之 一 . 虽然 这 看 来 
很 神秘 ,但 仅 要 求 你 们 暂且 接受 它 , 以 后 我 们 才 回 来 讨论 这 一 点 . 你 至 少 可 能 乐于 听 到 = 分 
量 会 从 某 一 数值 变 到 负 的 相同 数值 ,使 得 我 们 至 少 无 需 去 决定 哪 一 个 是 = 轴 的 正方 向 ( 当 
然 ,假如 我 们 曾经 说 过 它 要 从 十 7 变 到 负 的 某 个 其 他 数值 ,那么 就 会 是 无 限 神秘 的 ,因为 在 
指明 了 其 他 方向 后 ,我 们 不 可 能 再 定义 z 轴 ). 

于 是 ,如 果 角 动量 的 = 分 量 必须 从 十 7 起 按 整 数 递减 到 一 j ,那么 i 就 必须 是 整数 了 . 非 
也 ! 并 不 尽 然 ,i 的 二 倍 才 必须 是 整数 ,只 有 在 十 j 与 一 j 之 间 的 差 值 才 必须 是 整数 . 所 以 ， 
一 般 说 来 , 自 旋 7 或 者 是 整数 或 者 是 半 整 数 ,取决 于 2; 是 偶数 还 是 奇数 . 例如 , 像 锂 那样 的 
核 , 它 具有 3/2 的 自 旋 , 即 j = 3/2, 于 是 绕 z 轴 的 角 动 量 ,以太 为 单位 ,就 是 下 列 诸 值 之 一 : 


十 3X2 12 一 ]JX2 一 3]2. 


总 共有 四 个 可 能 态 , 若 该 核 处 在 无 外 场 的 真空 中 , 则 每 个 态 上 共有 相同 能 量 . 如 果 我 们 有 一 个 
自 旋 为 2 的 系统 , 则 按 上 为 单位 角 动量 的 z 分 量 就 只 能 有 下 列 读数 值 : 


2 和 和 有 二 二 多 


如 果 你 数 一 下 对 给 定 的 站 共有 多 少 个 态 , 则 共有 (21 十 1) 个 可 能 性 . 换 句 话说 ,如 果 你 将 能 
最 和 自 旋 j 都 告诉 我 ,结果 表明 ,正好 存在 (2j 十 1) 个 具有 那 种 能 量 的 态 , 每 个 态 相当 于 角 
动量 分 量 的 一 个 不 同 的 可 能 值 . 

我 们 想 要 加 上 男 一 事实 . 如 果 你 随意 选取 一 个 已 知 其 了 值 的 原子 而 测量 其 角 动量 的 z 
分 量 ,那么 你 会 获得 可 能 数值 中 的 任何 一 个 ,而 每 个 数值 是 同样 可 能 的 .所 有 的 态 实际 上 都 
是 单 态 ,而 每 个 态 同 任意 另 一 个 态 恰恰 是 一 样 . 在 世界 上 每 个 态 都 各 具有 相同 “权重 "(我 们 
假定 并 没有 预先 挑选 出 一 个 特殊 样品 ). 顺便 说 说 ,这 个 事实 有 一 个 简单 的 经 典 类 似 . 如 果 你 
按照 经 典 方式 提出 这 同样 的 问题 :车 取 一 个 都 具有 相同 总 角 动 量 的 随机 系统 样品 ,那么 对 于 
某 个 特定 角 动量 分 量 的 可 能 性 究竟 如 何 呢 ? 一 一 答案 是 ,从 极 大 至 极 小 的 所 有 数值 都 具有 
闻 样 的 可 能 (你 可 以 不 难 把 它 计算 出 来 ). 这 一 经 典 结果 就 相当 于 在 量子 力学 中 ( 21 十 1 ) 个 
可 能 性 具有 相等 的 概率 . 

从 迄今 我 们 所 得 到 的 结果 ,还 能 够 得 出 另 一 个 有 趣 而 有 点 令 人 吃惊 的 结论 . 在 某 些 经 典 
计算 中 ,最 终结 果 中 出 现 的 量 是 角 动 量 J 大 小 的 平方 一 一 换 句 话说 , 那 就 是 了 J 了. J 结果 是 ， 
通过 利用 经 典 的 计算 结果 和 下 述 的 简单 法 则 :由 j(j 十 1) 庆 取代 J* = J J, 就 往往 能 够 儿 
出 正确 的 量子 力学 公式 . 这 一 法 则 通常 是 有 效 的 ,而 且 往 往 但 并 非 永远 会 给 出 正确 结果 . 我 
们 可 以 提供 下 面 的 论据 来 证 明 为 什么 你 可 能 预料 到 这 一 法 则 会 起 作用 . 

标 积 J* J 可 以 写成 

JJ 一 三 十 六 十 三 ， 
由 于 它 是 标量 ,所 以 对 于 自 旋 的 任意 取向 它 都 应 相同 . 假定 我 们 随机 地 选择 任何 给 定 的 原子 
系统 的 样品 并 作出 对 ,J 或 J 的 测量 ,那么 对 每 一 个 的 平均 值 都 应 该 相同 (对 任何 一 个 
方向 都 不 存在 任何 特殊 区 别 ). 因此 ,J J 的 平均 值 就 恰恰 是 任 一 分 量 的 平方 一 比方 说 
三 一 一 平均 值 的 三 倍 : 


《人 JJ) = 3(J:). 
但 由 于 了 了 对 所 有 一 切取 向 都 相同 ,所 以 它 的 平均 值 当然 也 就 刚好 是 它 的 恒定 值 , 于 是 我 
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们 有 
J .J = 3(]:). (34. 24) 


如 果 我 们 现在 说 ,对 于 量子 力学 也 将 采用 同样 的 式 子 , 则 可 以 容易 地 求 得 (J:?%. 我 们 
只 需 取 2 的 (2; 十 1) 个 可 能 值 之 和 并 除 以 总 数 : 


《J2) 鸭 = 和 1 人 人 (34. 25) 


对 于 一 个 自 旋 为 3/2 的 系统 ,这 个 式 子 成 为 : 


(J2)qw = 2 + 0 + 2) + 32) 名 = 3 中. 


我 们 断定 
J 二 3(J3)vw 一 3X 呈 如 一 号 ( 壮 十 1) 记 ， 
将 把 它 留 给 你 们 自己 去 证 明 , 式 (34. 25) 加 上 式 (34. 24) 就 会 给 出 这 个 普遍 结果 : 
J + J = j(j 十 1)e. (34. 26) 
虽然 我 们 可 能 从 经 典 理论 想到 本 的 x 分量 最 大 可 能 值 会 恰好 等 于 J 的 大 小 一 一 也 即 


VJ * J 一 一 但 按照 量子 力学 J。 的 极 大 值 却 总 要 比 这 上 略为 小 些 , 因 为 jh 总 是 小 于 Vi(j 十 1) 所 
的 .所 以 角 动量 从 不 “完全 沿 z 方 向 ”. 


$34-8 原子 的 磁 能 


现在 ,我们 又 要 再 来 谈论 磁 矩 . 上面 曾 经 说 过 ,在 量子 力学 中 一 个 特定 原子 系统 的 磁 矩 
可 通过 式 (34. 6) 用 角 动 量 写 出 ， 
p= 一 g( 十 )J， (34. 27) 
其 中 一 g. 和 xm 分 别 表示 电子 的 电荷 和 质量 . 
一 个 置 于 外 加 磁场 中 的 原子 磁体 将 具有 额外 能 量 ,这 取决 于 它 的 磁 矩 沿 场 向 的 分 量 .我 
们 知道 ， 


Ua =—h.:B. (34. 28) 
选择 x 轴 使 其 沿 B 方向 , 则 

Ug =— .B. (34. 29) 
利用 式 (34. 27) ,我 们 得 


Ug = a (类)J.B. 


2m 


量子 力学 表明 ,J. 只 能 有 某 些 值 : 访 , (j 一 1) 闷 ,…, 一 访 . 因此 ,原子 系统 的 磁 能 并 不 是 任意 
的 , 它 只 能 有 某 些 值 . 例如 , 它 的 极 大 值 为 


第 34 章 物质 的 磁性 475 


qe 及 (2m.) 这 个 量 遂 常 被 赋予 “ 玻 尔 磁 子 "的 名 称 而 被 写成 we : 


一 ge 
HB 2m’ 


磁 能 的 可 能 值 为 


Us = gpsB 下 ， 


其 中 J./ 记 取 可 能 值 : j, (j 一 1), (j 一 2),…, (一 j 十 1), 一 j. 

换 句 话说 ,一 个 原子 系统 当 被 置 于 磁场 中 时 ,其 能 县 改变 的 值 正比 于 场 同 时 也 正比 于 
J 我 们 讲 ,一 个 原子 系统 的 能 量 被 磁场 “分 裂 成 2; 十 1 个 能 级 ” 例如 ,在 磁场 外 时 能 量 为 
WU 而 j 值 为 /2 的 一 个 原子 , 当 被 置 于 磁场 中 时 ,就 会 有 四 个 可 能 的 能 量 . 我 们 可 以 通过 像 
图 34-5 中 所 画 的 能 级 简 图 来 表明 这 些 能 量 . 任何 特定 原子 在 任何 给 定 的 磁场 中 只 能 有 这 四 
个 可 能 能 量 中 的 一 个 . 这 就 是 量子 力学 所 说 的 关于 一 个 原子 系统 在 磁场 中 的 行为 . 


图 34-5 自 旋 为 3/2 的 原子 系统 在 磁场 图 34-6 电子 在 磁场 B 中 两 个 可 能 的 
B 中 可 能 具有 的 磁 能 能 量 状态 


最 简单 的 “原子 ”系统 乃 是 单个 电子 . 电子 的 自 旋 为 1/2, 因 而 就 有 两 个 可 能 的 状态 : 
J: 二 请 /2 和 J 一 一 卢 /2. 对 于 一 个 静止 (没有 轨道 运动 ) 的 电子 来 说 , 自 旋 磁 矩 具有 等 于 2 
的 g 值 ,因而 磁 能 可 以 是 土 psB 中 的 一 个 ,在 磁场 中 的 可 能 能 量 如 图 34-6 所 示 . 大 概 而 言 ， 
我 们 就 说 电子 或 者 具有 "向 上 ”( 沿 场 方向 ) 的 自 旋 , 或 者 具有 “向 下 ”( 逆 场 方向 ) 的 自 旋 . 

对 具有 较 高 自 旋 的 系统 ,就 会 存在 更 多 的 态 . 我 们 可 以 设想 其 自 旋 是 “向 上 ?或 是 “向 
下 "”, 还 是 在 这 两 者 之 间 旋 起 某 个 “角度 ” ,这 都 要 取决 于 J 值 . 

在 下 一 章 我 们 将 用 这 些 量子 力学 结果 来 讨论 材料 的 磁性 . 
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$35-1 量子 化 磁 态 


上 一 章 我 们 曾 描述 过 在 量子 力学 中 一 物体 的 角 动 量 如 何不 会 具有 任意 方向 ,但 在 一 给 定 
轴 上 它 的 分 量 却 只 能 取 某 些 间隔 相等 的 分 立 值 , 那 是 一 件 令 人 震惊 而 又 独特 的 事情 . 你 可 能 认 
为 ,在 你 的 智力 达到 更 高 水 平 并 准备 好 接受 这 种 概念 之 前 也 许 不 应 该 探索 这 种 事情 . 实际 上 ， 
就 能 够 轻易 地 接受 这 样 一 件 事 情 的 意义 上 来 说 ,你 的 智力 将 永远 不 会 变 得 更 高 级 . 并 没有 任 一 
种 描述 方法 可 以 使 其 明白 易 懂 , 而 同时 在 其 本 身 的 形式 上 又 不 会 那么 微妙 和 高 级 以 致 比 起 你 
企图 要 加 以 解释 的 东西 更 复杂 . 在 小 尺度 范围 内 的 物质 行为 一 一 正如 我 们 曾经 多 次 提 到 
的 一 一 与 通常 所 熟悉 的 任何 事情 都 不 相同 ,而 且 确实 十 分 奇怪 . 当 我 们 继续 讲解 经 典 物理 时 ， 
试图 对 小 尺度 范围 物质 的 行为 得 到 一 个 逐渐 增长 的 感性 认识 ,首先 作为 一 种 缺乏 任何 深刻 理 
解 的 经 验 , 乃 是 一 个 好 主意 . 对 这 些 事情 的 理解 ,在 任何 程度 上 都 是 很 慢 地 达到 的 . 当然 ,人 们 
逐步 变 成 能 够 更 好 地 懂得 在 量子 力学 情况 下 所 发 生 的 事情 一 一 如 果 这 就 是 所 谓 理解 的 涵 
义 一 一 那么 人 们 将 永远 得 不 到 一 个 认为 量子 力学 法 则 是 “自然 的 " 那 种 舒 舒服 服 的 感觉 . 当然 那 
些 法 则 的 确 是 “自然 的 ,但 对 于 我 们 本 身 在 普通 水 平 的 经 验 上 来 说 它们 却 不 是 自然 的 . 我 们 对 待 
这 一 角 动量 的 法 则 的 态度 与 过 去 对 待 许多 曾经 谈 到 的 其 他 东西 的 态度 很 不 相同 ,这 一 点 应 该 有 
所 解释 . 我 们 并 不 试图 解释 “ 它 " ,但 至 少 必须 告诉 你 们 发 生 的 情况 ,要 对 材料 磁性 进行 解释 而 又 
不 提 及 有 关 磁 性 一 一 包括 角 动量 和 磁 和 矩 一 一 的 那 种 经 典 解释 乃 是 不 正确 的 , 那 可 能 是 不 诚实 的 . 

关于 量子 力学 的 一 个 最 令 人 震惊 而 又 扰乱 人 心 的 特征 在 于 :如 果 你 沿 任 一 条 特定 轴 取 
角 动 量 , 则 你 会 发 现 它 总 等 于 一 整数 或 半 整 数 乘 以 志 不 管 你 取 的 是 哪 一 条 轴 , 终归 是 一 样 . 
这 一 奇怪 事实 一 一 你 可 取 任 一 条 其 他 轴 并 发 现在 它 上 面 的 分 量 也 被 固定 在 那 同一 组 数值 
上 一 一 所 涉及 的 微妙 之 处 我 们 将 留 在 后 面 一 章 中 讨论 ,到 那 时 你 将 会 因 看 到 这 一 表 观 伴 雇 
如 何 最 后 获得 解决 而 感受 到 欢欣 鼓舞 . 

目前 我 们 将 仅仅 接受 这 个 事实 , 即 对 于 每 个 原子 系统 就 有 一 个 数值 j, 称 为 该 系统 的 自 
旋 , 那 必须 是 一 个 整数 或 一 个 半 整 数 ,而 沿 任 一 特定 轴 的 角 动量 分 量 则 将 始终 具有 下 列 从 
十 访 到 一 入 之 间 的 那些 值 之 一 : 


:一 sa “友之 一 ， (35.1) 
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我 们 也 曾 提 及 每 个 简单 原子 系统 都 有 一 个 与 角 动量 的 方向 相同 的 磁 矩 . 这 不 仅 对 于 原 
子 和 核 正确 ,而 且 对 于 基本 粒子 也 都 正确 . 每 个 基本 粒子 有 其 本 身 的 特征 值 ; 和 磁 矩 (对 于 
某 些 粒 子 来 说 ,这 两 者 均 为 零 ). 在 这 一 句 话 中 ,所 谓 磁 矩 我 们 指 的 是 ,比方 说 在 一 个 沿 z 方 
向 的 磁场 中 ,对 于 小 磁场 来 说 系统 的 能 量 可 以 写成 一 ws:B. 我 们 一 定 要 有 磁场 不 应 太 大 的 条 
件 ,否则 它 就 可 能 会 干扰 该 系统 的 内 部 运动 ,从 而 能 量 不 会 成 为 磁场 发 动 前 存在 的 那个 磁 甜 
的 一 种 量度 . 但 如 果 场 足够 弱 , 则 由 该 场所 改变 的 能 量 由 量 


AU =— jy.B (35. 2) 


表示 ,而 条 件 是 在 这 个 式 子 里 的 wx 要 由 下 
式 来 代替 : 


p=g( 六 J:， (35.3) 


其 中 J 就 是 式 (35. 1) 中 那些 数值 之 一 . 

假设 考虑 一 个 自 旋 为 j = 3/2 的 系统 . 
在 没有 磁场 时 ,该 系统 就 有 四 个 不 同 的 可 
能 状态 ,这些 状态 对 应 于 那些 不 同 的 人 值 ， 
但 都 具有 完全 相同 的 能 最 . 可 是 --- 旦 我 们 
加 上 磁场 ,就 有 一 个 附加 的 相互 作用 能 量 
把 这 些 状 态 分 隔 开 ,形成 四 个 稍微 不 同 的 
能 级 . 这 些 能 级 的 能 最 是 由 某 些 与 B 成 正 
比 而 又 乘 以 J. 值 (3/2、1/2、 一 1/2 和 
一 3/2) 的 倍 给 出 .关于 自 旋 分 别 为 1/2、1 
和 3/2 的 原子 系统 的 能 级 分 裂 ,如 图 35-1 
的 那些 简 图 所 示 ( 记 住 对 于 电子 的 任何 配 
置 , 磁 矩 始终 与 角 动 量 反 向 )， 

你 将 从 图 上 注意 到 , 那些 能 级 的 “ 重 
心 " 在 有 磁场 和 没有 磁场 时 都 一 样 . 并 且 注 
意 到 ,对 于 给 定 磁场 中 的 某 个 给 定 粒子 来 
说 从 一 个 能 级 至 下 一 能 级 的 间隔 总 是 相等 
的 . 对 于 某 一 给 定 磁 场 B 我 们 想 把 能 量 间 
隔 写 成 和 ws 一 一 这 仅仅 是 w。 的 定义 . 利用 
式 (35.2) 和 (35. 3) ,我 们 得 


hw, = g 2 hiB 


或 
w=g po (35. 4) 


量 g[g/(2m)] 恰 好 就 是 磁 矩 对 角 动 量 的 
比 一 一 它 是 该 粒子 的 一 种 性 质 . 式 (35. 4) 


J=1/2 


图 35-1 自 旋 为 j 的 一 个 原子 系统 在 磁场 B 中 具 
有 (2j 十 1) 个 可 能 能 量 , 对 于 小 场 来 说 ,能 量 间 隔 与 
B 成 正比 
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与 我 们 在 第 34 章 中 所 得 到 的 有 关 一 个 角 动 量 为 J 而 磁 矩 为 的 陀螺 仪 在 磁场 中 的 进 动 角 
速度 的 公式 相同 . 


$35-2 斯 特 因 - 格 拉 赫 实验 


角 动量 被 量子 化 这 一 事实 是 那么 令 人 惊异 以 致 我 们 得 稍微 从 历史 的 角度 对 它 做 些 谈 
论 . 从 它 被 发 现 的 那 一 刻 起 就 成 为 一 种 震动 (尽管 在 理论 上 已 预期 到 了 ). 最 初 由 斯 特 恩 - 格 
拉 赫 于 1922 年 在 一 个 实验 上 观察 到 . 如 果 你 愿意 的 话 , 尽 可 以 认为 斯 特 思 -格拉 赫 实验 就 是 
关于 角 动 量 量子 化 这 一 信念 的 直接 验证 . 斯 特 恩 和 格拉 赫 设计 了 一 种 测量 个 别 银 原子 磁 矩 
的 实验 , 他 们 通过 在 一 个 热 炉 中 把 银 汽 化 并 让 某 些 银 蒸气 穿 过 一 系列 小 孔 而 产生 出 一 银 原 
子 束 . 这 原子 束 对 准 一 块 独特 磁铁 的 极 尖 之 间 的 空隙 ,如 图 35-2 所 示 . 他 们 的 意图 如 下 :如 
果 银 原子 有 磁 矩 y, 则 在 磁场 B 中 它 就 具有 能 呈 一 y.B ,这 里 z 为 磁场 方向 . 在 经 典 理论 中 ， 
Apx 应 等 于 磁 矩 乘 以 矩 与 磁场 间 夹 角 的 余弦 ,因而 在 场 中 的 附加 能 量 该 是 


图 35-2 斯 特 思 - 格 拉 赫 实验 


AU =— pyBeos 0. (35.5) 


当然 , 当 原 子 从 炉 中 跑 出 来 时 ,它们 的 磁 矩 会 指向 每 一 个 可 能 方向 ,因而 会 有 所 有 的 9 值 . 现 
在 如 果 磁场 随 = 变化 得 很 快 一 一 有 一 个 很 强 的 场 梯度 一 一 那么 磁 能 也 将 随 位 置 变 化 ,因而 
将 有 一 个 力作 用 于 磁 矩 之 上 ,这 力 的 方向 取决 于 cos 9 是 正 还 是 负 . 原子 将 被 一 个 正比 于 磁 


能 微 商 的 力 拉 向 上 或 拉 向 下 ,根据 虚 功 原理 ， 
aU 


aB 
F., = a2 ~ Hc0s0 5 (35. 6) 


斯 特 轧 和 格拉 赫 所 制 成 的 磁铁 ,其 中 一 个 极端 形成 十 分 尖锐 的 刃 以 便 产 生 迅速 变化 的 
磁场 . 银 原子 束 恰好 对 准 沿 这 一 尖锐 的 刃 , 使 得 原子 在 那个 非 均匀 磁场 中 会 感受 到 一 个 垂直 
方向 的 力 . 一 个 磁 矩 按 水 平 取向 的 银 原 子 不 会 受 任何 力 的 作用 而 将 笔直 地 经 过 该 磁铁 . 一 个 
其 磁 矩 完全 垂直 向 上 的 原子 则 该 受到 一 个 拉 其 向 上 指向 磁铁 尖 刃 的 力 . 一 个 其 磁 矩 指向 下 
的 原子 则 会 感受 到 一 向 下 的 推力 . 于 是 , 当 这 些 原 子 离开 磁铁 时 ,它们 就 会 按照 其 磁 矩 的 垂 
直方 向 分 量 而 被 分 散 开 来 . 在 经 典 理论 中 所 有 的 角度 都 属 可 能 ,以 致 当 这 些 原子 由 淀 积 在 玻 
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璃 板 上 而 被 收集 时 ,人 们 应 该 期 望 沿 垂直 方向 出 现 一 条 银 斑 线 . 这 条 银 线 高 度 应 与 磁 矩 的 大 
小 成 正比 . 当 斯 特 思 和 格拉 赫 看 到 实际 所 发 生 的 情况 时 ,经典 概念 的 惨败 完全 被 揭露 了 . 他 
们 在 玻璃 板 上 发 现 了 两 个 明晰 的 斑点 ,那些 银 原子 形成 了 两 束 . 

一 束 自 旋 显 然 是 杂乱 取向 的 原子 竟 被 分 裂 成 分 开 的 两 束 ,这 是 最 令 人 感到 惊奇 的 . 磁 托 
怎么 会 知道 只 允许 它 在 磁场 的 方向 上 取 某 些 分 量 呢 ? 噢 , 那 实 际 上 就 是 角 动 量 量 子 化 被 发 
现 的 开始 ,而 不 是 试图 给 你 一 个 理论 上 的 解释 ,我 们 只 是 说 你 已 被 这 一 实验 结果 难 住 了 , 正 
如 当年 这 个 实验 刚 被 做 出 来 时 物理 学 家 们 不 得 不 接受 该 结果 那样 . 这 是 原子 在 磁场 中 的 能 
量 会 取 一 系列 分 立 值 的 实验 事实 对 于 这 些 数 值 中 的 每 一 个 ,能 量 正 比 于 磁场 强度 . 因而 在 
场 变化 的 区 域 中 , 虚 功 原理 告诉 我 们 ,作用 于 原子 上 的 可 能 磁力 将 具有 一 系列 的 分 立 值 ,由 
于 对 每 个 态 所 作用 的 力 不 同 ,因而 原子 束 就 被 分 裂 成 分 开 的 若干 束 . 从 这 些 束 偏 移 的 尺度 ， 
人 们 就 能 求 出 磁 矩 的 大 小 来 . 


$3S-3 拉 比 分 子 束 法 


现在 我 们 要 来 描述 一 种 由 拉 比 及 其 同事 们 所 发 展 起 来 的 测量 磁 矩 用 的 经 改进 的 仪器 . 
在 斯 特 恩 -格拉 赫 实 验 中 原子 的 偏 移 很 小 ,因而 磁 矩 的 量度 并 不 是 很 精确 的 . 拉 比 的 技术 使 
得 磁 矩 的 测量 有 可 能 达到 难以 想象 的 精度 . 这 一 方法 是 以 这 种 事实 为 基础 的 , 即 原子 的 本 来 
能 量 在 磁场 中 被 分 裂 成 有 限 数目 的 能 级 . 一 个 原子 在 磁场 中 的 能 量 只 能 有 某 些 分 立 值 ,这 件 
事实 际 上 并 不 比 原子 二 般 只 具有 某 些 分 立 能 级 的 事实 一 一 我 们 在 第 1 卷 中 曾经 常 提 及 的 某 
些 事情 一 一 更 令 人 许 异 . 为 什么 这 同样 的 事情 对 处 于 磁场 中 的 原子 来 说 就 不 成 立 呢 ? 它 仍 
然 成 立 . 但 正 是 希望 把 这 一 事实 与 取向 磁 矩 的 概念 相 联 系 的 意图 才 给 量子 力学 带 来 某 些 奇 
怪 的 含意 . 

当 一 原子 具有 能 量 相差 AU 的 两 个 能 级 时 , 它 可 以 通过 发 射 一 个 频率 为 w 的 光量 子 , 从 
较 高 的 能 级 跃迁 到 较 低 的 能 级 . w 满足 下 式 


iw = AU. (35.7) 


处 于 磁场 中 的 原子 也 可 以 发 生 同 样 的 事情 . 只 是 此 时 ,能 其 差 竟 会 那么 小 以 致 该 频率 与 
光 对 应 不 起 来 ,而 是 对 应 于 微波 或 无 线 电波 . 原子 从 低能 级 至 较 高 能 级 的 跃迁 ,也 可 通过 对 
光 的 吸收 而 发 生 , 对 于 原子 处 于 磁场 中 的 情况 则 通过 对 微波 能 量 的 吸收 而 实现 . 这 样 ,如 果 
有 一 个 原子 处 于 磁场 中 , 则 我 们 可 以 通过 加 一 频率 适当 的 附加 电磁 场 使 其 从 一 个 态 跃迁 至 
男 一 个 态 . 换 句 话说 , 若 有 一 个 处 在 强 磁场 中 的 原子 ,而 我 们 用 一 个 弱 的 变化 电磁 场 来 “ 扰 
动 " 该 原子 , 则 会 存在 某 个 概率 把 它 撞 到 另 一 个 能 级 上 去 ,只 要 该 频率 接近 于 式 (35.7) 中 的 
w 值 .对 于 一 个 处 在 磁场 中 的 原子 ,这 个 频率 恰好 就 是 我 们 以 前 曾 称 之 为 w 的 、 根 据 式 
(35.4) 用 磁场 所 给 出 的 那个 频率 . 若 该 原子 受 一 错误 频率 扰动 , 则 能 够 引起 跃迁 的 机 会 将 十 
分 微小 .于 是 在 引起 跃迁 的 概率 内 就 有 一 个 在 w 处 的 尖锐 共振 . 通过 在 一 已 知 磁场 B 中 测 
量 这 个 共振 频率 ,我们 就 能 以 巨大 的 精度 测 得 量 g[9/(2m)] 一 一 从 而 也 测 得 该 g 因子 . 

十 分 有 趣 , 入 们 从 经 典 的 观点 也 会 得 出 相同 的 结论 . 按照 经 典 图 像 , 当 我 们 把 一 个 磁 矩 
为 而 角 动 量 为 J 的 小 陀螺 仪 置 于 一 外 磁场 中 时 ,该 陀螺 仪 将 环绕 平行 于 磁场 的 轴 进 动 
( 见 图 35-3). 假设 我 们 问 起 :如 何 来 改变 该 经 典 陀螺 仪 相 对 于 场 一 一 也 即 相对 于 z 轴 一 一 
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的 角度 呢 ? 磁场 会 产生 一 个 绕 水 平 轴 的 转 矩 . 你 会 认为 这 样 的 转 矩 正在 试图 使 该 磁体 与 场 
排 成 直线 ,可 是 它 却 仅仅 引起 了 进 动 . 如 果 想 要 改变 该 陀螺 仪 相对 于 z 
轴 的 角度 , 那 就 必须 对 它 施 一 环绕 = 轴 的 转 矩 . 倘若 所 施 的 是 一 个 与 
进 动 同 向 的 转 矩 , 则 该 陀螺 仪 的 角度 将 会 这 样 改变 以 给 出 一 个 在 z 方 
向 上 较 小 的 J 分 量 . 在 图 35-3 中 ,J 与 x 轴 间 的 夹 角 将 会 增 大 . 若 试图 
阻止 进 动 ,J 会 朝 着 垂直 方向 运动 . : 
对 一 个 在 均匀 场 中 正在 进 动 的 原子 ,如 何 才能 加 上 我 们 所 要 的 那 
种 类 型 的 转 矩 呢 ? 答案 是 ,从 旁 加 一 个 弱 磁 场 . 乍 看 起 来 你 也 许 认 为 
这 个 磁场 的 方向 必须 随同 磁 矩 的 进 动 一 起 旋转 , 使 得 它 总 是 垂直 于 破 
矩 ,如 图 35-4(a) 中 由 场 B' 所 指出 的 那样 . 像 这 样 的 场 会 工作 得 很 好 ， 
和 角 动 量 了 的 原 但 一 个 交 变 的 水 平 场 几乎 同样 优良 . 如 果 有 一 个 小 的 水 平 场 B', 它 总 
子 的 经 典 进 动 ” ”是 在 ( 正 的 或 负 的 )z 方向 上 而 且 以 频率 w， 振动 着 ,那么 在 每 个 半 周 期 
中 施 于 磁 矩 上 的 力矩 就 将 倒转 方向 ,以 致 它 具 有 一 个 积累 效应 ,该 效 
应 几乎 与 一 转动 的 磁场 同样 有 效 . 于 是 ,从 经 典 方面 说 ,我 们 就 会 期 待 , 若 有 一 个 频率 恰恰 为 
ws 振动 着 的 很 弱 的 磁场 , 则 磁 矩 沿 = 方向 的 分 量 就 应 该 改变 . 当然 ,按照 经 典 理论 ,pc 应 该 
是 连续 变化 的 ,但 在 量子 力学 中 这 磁 矩 的 = 分 量 就 不 能 做 连续 调整 , 它 必须 从 一 个 值 突 然 跳 
跃 至 另 一 个 值 . 我 们 已 做 出 了 经 典 力学 与 量子 力学 两 种 结果 之 
间 的 比较 ,来 向 你 们 提供 某 种 关于 在 经 典 理论 中 也 许 会 发 生 的 
事情 与 在 量子 力学 中 实际 发 生 的 事情 如 何 联系 起 来 的 线索 . 顺 
便 说 说 ,你 将 会 注意 到 ,该 期 待 的 共振 频率 在 这 两 种 情况 下 是 
相同 的 . 
又 一 附注 :从 我 们 关于 量子 力学 所 曾 谈 到 的 ,并 没有 明显 
的 理由 说 明 为 什么 不 能 够 在 2w, 的 频率 也 发 生 跃迁 . 碰巧 在 经 
典 情况 下 没有 任何 与 此 类 似 的 东西 ,而 在 量子 力学 中 也 不 会 发 
生 这 种 跃迁 一 一 至 少 对 于 我 们 刚才 所 述 的 那 种 独特 诱导 跃迁 
的 方法 来 说 是 不 会 发 生 的 . 采用 一 个 水 平方 向 的 振动 磁场 , 频 
率 2w。 引起 同时 跳跃 两 步 的 概率 等 于 零 . 只 有 在 频率 w ,无 论 8 
向 上 或 向 下 的 跃迁 才 可 能 发 生 . 
现在 ,我 们 准备 来 描述 有 关 测 量 磁 矩 的 拉 比 方法 . 这 里 将 
仅仅 考虑 对 自 旋 为 1/2 的 那 种 原子 的 操作 . 仪器 设备 的 简 图 如 
图 35-5 所 示 . 有 一 个 熔炉 , 它 发 出 的 中 性 原子 流 直通 过 直线 排 
列 的 三 组 磁铁 . 磁铁 1 几乎 与 图 35-2 中 的 一 样 ,具有 强大 的 场 
梯度 一 一 比方 说 ,其 3B./az 为 正 . 如 果 原 子 有 一 磁 矩 , 而 且 
J = 十 ji/2, 则 它 会 被 向 下 偏转 ;如 果 J = 一 六 /2 , 则 将 被 向 上 ey 
偏转 (因为 对 于 电子 来 说 ,p 的 方向 与 J 的 方向 相反 ). 车 只 考虑 eA 
那些 能 字 过 狂 颖 S, 的 原子 ,就 有 如 图 所 示 的 两 条 可 能 轨道 . 凡 。 寻 生 玫 忆 下 休 的 
六 一 十 /2 的 原子 必定 沿 曲线 a 穿 过 该 狭 颖 ,而 凡 J。 = 一 和 /2 。 终 垂直 于 疡 的 如 在 (a) 或 
的 原子 则 必定 沿 曲线 通过 . 从 熔炉 发 出 来 的 、 沿 其 他 路 径 的 原 。 (b) 中 一. 个 振动 着 的 水 平 碰 
子 将 不 会 穿 过 该 狭 缝 . 场 来 加 以 改变 


图 35-3 具有 磁 移 
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A HA] 此 SS NE 
ss gs? 


狭 颖 2 
磁铁 3 
SN NA 


图 35-5 拉 比 的 分 子 束 仪器 


磁铁 2 产生 一 个 匀 强 场 .在 这 一 区 域 中 没有 力 施 于 原子 上 ,因而 它们 将 直接 通过 而 进 
入 磁铁 3 中 .磁铁 3 恰好 像 磁 铁 1, 但 其 场 是 反 转 过 来 的 ,所 以 3B./9z 具有 相反 符号 . 那些 
具有 J = 十 万/2 (我 们 讲 “ 自 旋 向 上 ”) 的 原子 ,先前 在 磁铁 1 中 被 推 向 下 的 ,现在 在 磁铁 3 
中 却 被 推 向 上 了 ,它们 将 继续 沿 着 路 径 a 穿 过 狭 缝 5S 到达 探测 器 . 那些 具有 J == 一 就 /2 
( 即 “ 自 旋 向 下 ”) 的 原子 ,在 磁铁 1 和 磁铁 3 中 也 各 受到 反 向 的 力 而 沿路 径 5 穿 过 狭 颖 S， 
达到 探测 器 . 

探测 器 可 以 用 各 种 不 同方 式 制 成 ,这 取决 于 被 测量 的 原子 . 例如 ,对 于 像 钠 一 类 的 碱 金 
属 原子 ,探测 器 可 以 是 一 根 与 一 灵敏 电流 计 相 连接 的 细 热 钨 丝 . 当 钠 原子 到 达 忽 丝 上 时 ， 
Na- 离子 被 蒸发 出 去 , 留 下 来 一 个 电子 .因此 在 该 导线 上 就 有 一 个 正比 于 每 秒 到 达 的 原子 数 
目的 电流 . 

在 磁铁 2 的 间隙 中 有 一 组 能 产生 小 的 水 平 磁场 B 的 线圈 . 这 组 线圈 由 以 一 可 变频 率 w 
振动 的 电流 所 驱动 ,所 以 在 磁铁 2 的 两 极 间 就 有 一 个 强大 而 恒定 的 垂直 方向 的 磁场 B。 和 一 - 
个 弱小 的 振动 着 的 水 平 磁场 B“. 

现在 假设 该 振动 场 的 频率 w 被 调 至 wn 处 一 一 即 处 于 场 B 中 原子 的 “ 进 动 ”频率 . 这 交 变 场 
将 使 某 些 从 旁 经 过 的 原子 作出 从 一 个 J。 值 至 另 一 个 太 . 值 的 跃迁 . 一 个 原来 自 旋 “ 向 上 ” 
(J = 十 衣 /2) 的 原子 可 能 给 翻转 “向 下 ”(J, = 一 点 /2) . 此 时 这 个 原子 已 把 它 的 磁 矩 方向 倒转 
了 ,因而 它 将 在 磁铁 3 中 感受 到 一 个 向 下 的 力 并 将 沿 着 路 径 a 运动 ,如 图 35-5 所 示 . 它 将 不 再 
穿 过 狭 颖 S, 而 到 达 探测 器 了 . 同 理 , 有 些 原 子 原来 自 旋 是 向 下 (J. = 一 志 /2) 的 , 当 经 过 磁铁 2 
时 将 被 翻转 向 上 (J, = 十 友 /2), 于 是 它们 将 沿 着 
路 径 必 而 不 会 到 达 探测 器 . 探测 器 流 

若 振 动 场 B 的 频率 与 w, 明显 不 同 , 则 它 将 1 
不 会 引起 任何 自 旋 的 倒转 ,因而 各 原子 将 按照 : 
它们 不 受 干扰 的 路 径 到 达 探测 器 求 得 . 因此 你 Y 
可 以 看 到 ,原子 在 Bo 场 中 的 “ 进 动 " 频 率 wy 可 | 
以 这 样 求 得 , 即 变 更 场 B 的 频率 w 直到 抵达 探 | 
测 器 的 原子 流 的 减弱 被 观测 出 来 . 原子 流 的 下 1 
降 将 发 生 w 等 十 “共振 ”时 的 oo. 探测 器 中 的 电 be 
流 作为 w 的 函数 曲线 或 许 看 来 像 图 35-6 所 示 图 35-6 当 w= w, 时 ,在 束 中 的 原子 流 
的 那样 . 知道 了 w ,就 能 得 到 原子 的 g 值 . : 就 会 减弱 


482 费 恩 昌 物 理学 讲义 (第 2 卷 ) 


像 这 样 的 原子 束 、 或 通常 被 称 为 "分子 " 束 的 共振 实验 ,是 测量 原子 客体 磁性 的 一 种 漂亮 
而 又 精密 的 方法 . 这 共振 频率 可 以 用 极 高 的 精度 测 得 一 一 事实 上 , 比 起 我 们 对 (为 了 求 g 而 
必须 知道 的 ) 磁 场 B。 可 能 进行 的 测量 要 精确 得 多 . 


$35-4 大 块 材 料 的 顺 磁性 


现在 我 们 很 想 描述 大 块 材 料 的 顺 磁 现象 . 假设 有 一 种 物质 其 原子 具有 永 磁 和 矩 ,比如 像 
硫酸 铜 那样 的 晶体 . 在 这 种 晶体 中 存在 这 样 的 铜 离子 ,其 内 部 的 电子 壳 层 有 一 净 角 动量 
和 一 净 磁 矩 . 所 以 这 种 铜 离 了 就 是 一 个 具备 永 磁 矩 的 物体 . 请 让 我 们 就 这 件 事 说 一 句 , 有 
些 原子 具有 磁 矩 而 有 些 不 具有 . 任何 比如 像 钠 那 种 含有 奇数 个 电子 的 原子 ,将 具有 磁 甜 . 
钠 有 一 个 电子 位 于 它 的 未 填 满 的 壳 层 内 ,这 个 电子 给 该 原子 一 个 自 旋 和 一 个 磁 矩 . 然而 ， 
通常 当 化 合 物 形 成 时 ,在 外 壳 层 中 的 额外 电子 就 会 与 自 旋 方 向 恰巧 相反 的 其 他 电子 互相 

合 ,使 得 所 有 价 电子 的 角 动 量 和 磁 矩 都 经 常 被 抵消 掉 , 这 就 是 为 什么 分 子 一 般 都 不 具 
有 和 磁 和 皇 的 原因 . 当然 ,如 果 是 钠 原 子 气 体 , 则 不 会 有 这 样 的 抵消 作用 *. 并且, 如 果 你 有 那 
种 在 化 学 中 所 请“ 自由 基 " 的 东西 一 一 一 种 具有 奇数 个 价 电子 的 物体 一 则 键 不 会 完全 被 满 
足 , 因 而 就 有 一 个 净 角 动量 . 

在 多 数 大 块 材料 中 ,只 要 存在 其 内 电子 壳 层 未 被 填 满 的 原子 就 具有 净 磁 矩 , 此 时 可 能 会 
有 一 个 净 角 动量 和 磁 矩 . 这 样 的 原子 在 周期 表 中 的 “过 渡 元 素 "部 分 被 找到 了 一 一 诸如 铬 、 
锰 、 铁 、 镍 、 钴 、, 色 和 铂 等 就 是 这 一 类 元 素 . 此 外 ,所 有 的 稀土 元 素 也 都 具有 未 填 满 的 内 壳 层 和 
永久 磁 抵 .还 有 其 他 两 三 种 奇怪 的 东西 会 偶而 具有 磁 矩 ,诸如 液态 氧 ,但 我 们 将 把 它 留 给 化 
学 系 去 解释 原因 . 

现在 ,假设 有 一 个 充满 了 具有 永久 磁 矩 的 原子 或 分 子 的 箱子 ,比如 气体 液体 或 晶体 .我 
们 想 要 知道 , 当 加 上 一 外 磁场 时 将 会 发 生 什么 情况 . 当 没 有 磁场 时 ,原子 因 热 运动 而 被 到 处 
撞 来 撞 去 ,因而 它们 的 矩 在 所 有 方向 上 转 来 转 去 . 一 旦 有 了 磁场 时 , 它 就 使 那些 小 磁体 整齐 
排列 起 来 ,于 是 趋向 场 的 矩 比 离开 场 的 矩 就 多 些 , 即 该 材料 已 被 “磁化 "了 . 

我 们 将 把 材料 的 磁化 强度 M 定义 为 单位 体积 中 的 净 磁 和 矩 ,而 这 指 的 是 单位 体积 内 原子 
磁 矩 的 天 量 和 . 如 果 单 位 体积 中 有 N 个 原子 ,而 它们 的 平均 磁 矩 为 (ya, 则 M 可 以 写成 
NN 乘 以 平均 原子 磁 矩 : 

M = N(p) rw. (35. 8) 
M 的 定义 相当 于 第 10 章 中 关于 电极 化 强度 PP 的 定义 . 

顺 磁性 的 经 典 理论 很 像 第 11 章 中 曾 向 你 们 表明 的 有 关 介 电 常量 的 理论 . 人 们 假定 每 个 
原子 都 有 一 个 磁 矩 p, 它 的 大 小 固定 ,但 其 方向 是 任意 的 . 在 场 B 中 ,其 磁 能 为 一 p :+ B = 
一 pBcosb, 其 中 0 为 矩 与 场 之 间 的 夹 角 . 根据 统计 力学 ,具有 任意 角度 的 相对 概率 为 
e 和 和 A47) ,因而 人 靠近 零度 的 角 比 靠近 x 的 角 更 可 能 出 现 . 同 以 前 在 8$ 11-3 中 所 进行 的 步骤 
完全 一 样 ,我 们 会 发 现 ,对 于 小 磁场 来 说 ,M 平行 于 B, 大 小 为 

Wr (35. 9) 
3kT : 


* 通常 的 钠 燕 气 大 多 是 单 原子 的 , 虽 则 也 有 一 些 Na 分 子 存 在 . 
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[ 见 式 (11. 20)]. 这 一 近似 公式 只 对 yB/(kT) 比 1 小 得 多 时 才 正 确 . 
我 们 已 求 得 感 生 磁化 强度 一 -单位 体积 中 的 磁 矩 一 与 磁场 成 正比 ,这 即 是 顺 磁性 现 
象 . 你 将 会 看 到 ,这 效应 在 低温 时 较 强 而 在 高 温 时 较 弱 . 当 我 们 在 该 物质 上 加 一 磁场 时 ,对 于 
弱 场 会 产生 一 个 正比 于 该 场 的 磁 矩 . M 对 B 的 比率 (对 于 弱 场 而 言 ) 称 为 磁化 率 . 
现在 ,我 们 要 从 量子 力学 观点 来 考察 顺 磁性 . 首先 考虑 原子 自 旋 为 /2 的 情况 . 在 没有 
磁场 的 情况 下 ,原子 具有 某 个 能 量 ; 但 当 处 于 磁场 中 时 ,就 有 两 个 可 能 的 能 量 ,每 一 个 能 量 对 
应 每 一 J。 值 .对 于 J. = 十 请 /2 ,能 量 被 磁场 改变 的 量 为 


AU =+g( 符 ) 冯 .B (35, 10) 
(由 于 电子 的 电荷 为 负 * ,因此 对 于 一 个 原子 来 说 能 量 移动 AU 是 正 的 ). 对 于 J, = 一 /2， 


能 量 被 改变 的 量 为 


AU, = ( 符 )- 二 .B. (35. 11) 
为 了 书写 方便 ,让 我 们 令 hk 
po ==g (天)- 雯 ， (35. 12) 
于 是 
AU =+ yoB. (35. 13) 


pm 的 意义 很 明显 :一 m 是 在 自 旋 向 上 的 情况 下 磁 矩 的 = 分量 ,而 十 yo。 则 是 在 自 旋 向 下 时 磁 
和 矩 的 zx 分 量 . 
可 是 统计 力学 告诉 过 我 们 ,一 个 原子 处 在 一 个 态 或 另 一 个 态 上 的 概率 正比 于 


er( 杰 的 能 量 )/(kT) 


当 没 有 磁场 时 ,这 两 个 态 具 有 相同 能 量 ,所 以 当 在 磁场 中 达到 了 平衡 时 ,概率 就 正比 于 


A (35. 14) 
单位 体积 中 自 旋 向 上 的 原子 数 为 
NA = ae%2n), (35. 15) 
而 自 旋 向 下 的 原子 数 为 
Na = aettB (un). ， (35. 16) 
常数 a 是 被 这 样 确定 下 来 的 , 即 
Nar 十 Nar = N, (35. 17) 
式 中 NN 为 单位 体积 中 的 原子 总 数 . 因此 就 得 到 
= i (35. 18) 


* 在 上 一 章 $ 34-2 中 曾 令 电子 电荷 为 一 q. ,因此 那 时 9. 是 正 的 . 一 一 译 者 注 
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我 们 所 感 兴趣 的 是 沿 z 轴 的 平均 磁 矩 . 由 于 自 旋 向 上 的 那些 原子 将 各 贡献 一 jw 之 矩 ， 
而 自 旋 向 下 的 那些 原子 则 各 贡献 十 wo 之 矩 , 因 而 平均 矩 为 


《HA 为 一 NC pe) Nar (tp) (35. 19) 
于 是 单位 体积 中 的 磁 矩 M 就 是 N 《jy)qw. 利用 式 (35. 15)、(35. 16) 和 (35. 17), 便 可 
得 到 


+po BACAT) ~po B/(AT) 
e+Ho 一 em 
M = Npo gr 一 一 一 一 BITT。 5. 20 
Ho ermB0T) 十 eroB/ (tT) (3 ) 


这 就 是 关于 j = 1/2 的 原子 其 M 的 量子 力学 公式 . 顺便 提 及 ,这 个 式 也 可 以 用 双 曲 正切 函数 
写 得 更 简洁 些 ， 


M = Niotan he (35.21) 


M 作为 B 的 函数 其 曲线 如 图 35-7 所 示 . 当 B 变 得 非常 大 时 , 双 曲 正切 函数 趋 于 1, 因 
而 M 趋 于 其 极限 值 Nyo. 所 以 在 强 场 的 情况 下 , 磁 
化 达到 饱和 . 我们 可 以 明白 为 什么 会 这 样 ,在 足够 
强 的 场 中 , 磁 矩 全 部 被 排列 在 同一 个 方向 上 了 . 换 
句 话 说 ,它们 全 都 处 于 自 旋 向 下 的 状态 ,因而 每 一 
原子 贡献 一 个 磁 矩 wo. 

在 大 多 数 正常 情况 下 一 一 比如 说 ,对 于 典型 的 
和 矩 .室温 以 及 我 们 通常 能 够 获得 的 场 强 (诸如 


| 10 000 Gs) 比值 we BA(kT) 约 等 于 0. 02. 人 们 
PBIET 一 定 要 达到 极 低温 度 时 才能 见 到 饱和 现象 . 对 于 常 
图 35-7 顺 磁性 磁化 强度 随 磁场 强度 B 的 。 温 来 说 ,我 们 往往 能 够 用 xz 来 代替 tan h x, 因 而 上 
变化 式 可 以 写成 
_ NuiB 
M 一 (35. 22) 


正如 我 们 曾 在 经 典 理论 中 见 到 的 ,M 与 B 成 正比 .事实 上 ,这 个 式 子 几乎 和 以 前 的 完全 
相同 ,除了 因子 173 似乎 不 见 了 以 外 . 但 我 们 仍 需 要 把 量子 力学 中 的 po 同 式 (35. 9) 经 典 结 
果 中 出 现 的 y 联系 起 来 . 

在 经 典 公 式 中 ,出 现 的 是 六 = pp p, 即 矢量 磁 矩 的 平方 ,也 即 


kp:p= (ee) (35. 23) 


我 们 曾 在 上 一 章 中 指出 ,通过 用 j(j 十 1) 在 代替 .J 了, 你 就 很 可 能 会 从 经 典 的 计算 结果 中 
得 到 正确 答案 . 在 我 们 这 个 特殊 例子 中 , j = 1/2, 因而 


六 生 1 其 = 闻 甩 ， 


若 用 此 来 项 奉 式 (35. 23) 中 的 .J, 则 可 得 
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pp= (s 2 
或 者 利用 式 (35. 12) 所 定义 的 wm ,我 们 得 
hh= 304. 


用 这 个 结果 代替 经 典 公式 (35.9) 中 的 ye ,的 确 会 重 现 正确 的 量子 公式 (35. 22). 
关于 顺 磁性 的 量子 理论 很 容易 推广 到 任意 自 旋 j 的 原子 . 弱 场 磁化 强度 为 


wa 2 
M = Ng: A 寺内 ， (35. 24) 


其 中 


pe = 9 (35. 25) 


是 一 个 具有 磁 矩 量 纲 的 常数 组 合 . 大 多 数 原子 都 具有 近似 这 种 大 小 的 磁 矩 . 它 被 称 为 玻 尔 
磁 子 . 电子 的 自 旋 磁 矩 就 几乎 正好 是 一 个 玻 尔 磁 子 . 


$35-5 绝热 退 磁 冷却 法 


关于 顺 磁 性 有 一 种 很 有 趣 的 特殊 应 用 . 在 非常 低 的 温度 下 ,有 可 能 把 原子 磁体 在 一 个 强 
磁场 中 整齐 排列 起 来. 这 时 就 能 够 通过 一 种 所 谓 绝热 退 磁 过 程 来 获得 极端 低 的 温度 . 我 们 可 
取 一 种 顺 磁性 盐 (比方 , 像 硝酸 锚 铵 那样 含有 一 些 稀土 原子 的 盐 ) ,并 一 开始 就 在 强 磁场 中 用 
液态 氨 把 它 降低 到 绝对 温度 1 或 2 度 , 这 时 因子 pB/(kT) 就 会 大 于 1 一 一 比如 说 大 概 是 2 
或 3. 大 多 数 自 旋 已 被 整齐 排列 ,因而 磁化 几乎 饱和 . 为 简易 起 见 , 让 我 们 说 ,磁场 很 强 而 温 
度 很 低 ,以 致 几乎 所 有 原子 都 被 整齐 排列 . 那么 ,你 就 把 盐 绝热 隔离 (比如 说 ,通过 移 去 液态 
氨 并 保留 高 度 真空 ) ,并 将 磁场 撤除 . 盐 的 温度 就 大 大 降低 下 来 . 

现在 假如 你 突然 把 磁场 除去 ,那么 晶 格 内 原子 的 轻微 的 摆动 或 振动 就 会 逐渐 把 所 有 自 
旋 从 整齐 排列 中 撞 散 开 来 . 它们 有 些 自 旋 向 上 ,而 有 些 自 旋 向 下 . 但 若 没有 磁场 (并 略 去 原子 
间 的 互 作用 , 它 只 会 造成 微小 误差 ), 则 翻转 原子 磁体 并 不 需要 能 量 , 所 以 它们 会 在 能 二 不 发 
生 改 变 以 及 就 没有 任何 温度 变化 的 条 件 下 ,使 本 身 的 自 旋 处 在 随机 分 布 的 状态 . 

然而 ,假定 正当 那些 原子 磁体 被 热 运动 所 翻转 时 还 存在 一 些 磁场 ,那么 当 把 它们 翻转 到 
逆 着 磁场 时 就 需要 作 一 些 功 一 它们 必须 反抗 场 而 作 功 . 这 会 从 热 运动 中 取出 能 量 ,从 而 降 
低 了 温度 . 因此 ,如 果 该 强 磁场 并 非 消 除 得 太 快 , 则 盐 的 温度 将 降低 -一 它 是 通过 去 磁 而 被 
冷却 的 . 根据 量子 力学 观点 ,当场 强 时 所 有 原子 都 处 于 最 低能 态 ,因为 任何 会 处 于 较 高 能 态 
上 的 可 能 性 不 可 能 大 . 但 当场 减弱 时 , 热 涨 落 使 原子 处 在 较 高 能 态 的 可 能 性 变 得 越 来 越 大 . 
当 此 事 发 生 时 ,原子 吸收 了 能 量 AU = joB. 因此 , 若 场 慢 慢 除去 , 则 这 种 磁 跃 迁 会 从 晶体 的 
热 振动 中 取出 能 量 , 因 而 就 把 它 冷 却 了 . 用 这 种 办 法 能 够 将 温度 从 绝对 温度 儿 度 降 低 至 干 分 
之 几 度 . 

你 是 否 想 要 制造 甚至 比 这 更 冷 的 东西 ? 事实 证 明 ,自然 界 已 提供 了 一 条 途径 . 我 们 答 经 
提 到 过 原子 核 也 有 磁 矩 . 关于 顺 磁 性 的 公式 对 核 也 同样 适用 ,不 同 之 处 仅 在 于 核磁 矩 约 比 原 
子 磁 矩 小 王 信 [它们 具有 gh/(2m,) 的 数量 级 ,其 中 mw 为 质子 质量 ,由 于 电子 质量 与 质子 质 
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量 之 比较 小 ,所 以 核磁 矩 也 较 小 ]. 对 于 这 样 的 磁 矩 ,即使 在 2 K 的 温度 ,因子 wB/(AT) 也 只 
有 千 分 之 几 . 但 如 果 利 用 顺 磁性 的 去 磁 过 程 把 温度 降低 至 干 分 之 几 度 ,那么 yB/(kT) 就 会 
变 成 一 个 接近 于 1 的 数 一 一 在 这 种 低温 下 ,我 们 能 够 着 手 使 核磁 矩 饱和 . 那 很 幸运 ,因为 此 
后 便 可 利用 核磁 性 的 绝热 去 磁 方法 来 达到 更 低温 度 . 这 样 ,就 有 可 能 做 出 两 级 的 磁 冷 却 . 首 
先 , 利 用 顺 磁性 离子 的 绝热 去 磁 达 到 干 分 之 几 度 . 然后 ,再 利用 这 寒冷 的 顺 磁性 盐 来 冷却 某 
些 具有 强 核磁 性 的 材料 . 最 后 , 当 我 们 从 这 一 材料 中 移 去 磁场 时 , 它 的 温度 就 会 降低 到 绝对 
零度 1 度 的 兆 分 之 一 内 一 只 要 我 们 非常 小 心地 做 完 每 件 事情 . 


$35-6 核磁 共振 


我 们 曾经 说 过 ,原子 顺 磁 性 很 小 ,而 核 的 磁性 甚至 比 它 还 要 小 于 倍 . 然而 通过 核磁 共振 的 
方法 来 观测 核 的 磁性 相对 而 言 还 是 容易 的 . 假设 取 一 种 像 水 那样 的 物质 ,其 中 全 部 电子 的 自 旋 
都 完全 抵消 ,以 致 它们 的 净 磁 矩 为 零 . 但 水 分 子 仍 将 有 非常 非常 微小 的 磁 矩 , 那 是 由 氨 核 的 核 
磁 矩 引起 的 . 假设 将 水 的 一 个 小 样品 放 在 磁场 B 之 中 . 由 于 ( 氧 的) 质子 具有 1/2 的 自 旋 ,所 以 
它 将 有 两 个 可 能 的 能 态 . 如 果 水 处 于 热平衡 状态 , 则 将 有 较 多 一 点 的 质子 处 在 那 较 低能 态 一 一 
它们 的 磁 矩 方向 平行 于 场 的 方向 . 在 每 个 单位 体积 中 就 有 一 个 小 的 净 磁 矩 . 由 于 质子 磁 矩 仅仅 
约 等 于 原子 磁 矩 的 二 分 之 一 ,表现 为 /x 的 磁化 强度 一 一 应 用 式 (35. 22) 一 一 大 约 只 有 典型 原 
子 顺 磁 性 强度 的 兆 分 之 一 (这 就 是 为 什么 我 们 得 先 挑选 一 种 不 具有 原子 磁 矩 的 材料 ). 如 果 你 
把 它 算出 来 ,那些 自 旋 指向 上 的 质子 数目 与 那些 自 旋 指 向 下 的 质子 数目 相差 只 有 10-# 个 , 因 
而 这 效应 的 确 十 分 微小 ! 然而 , 它 仍然 可 以 按 下 述 办 法 观测 出 来 . 

假设 用 一 个 能 产生 小 水 平 振动 磁场 的 小 线圈 把 样品 水 包围 起 来 . 如 果 这 个 场 以 频率 w 
振动 , 则 它 将 在 两 个 能 态 之 间 诱 导 跃迁 一 一 正如 在 $ 35-3 中 我 们 曾 对 拉 比 实验 所 描述 的 那 
样 . 当 质 子 从 较 高 能 态 跃 迁 至 较 低 能 态 时 , 它 将 放出 能 量 w.B ,而 这 正如 我 们 曾经 见 到 的 , 它 
等 于 iiwr. 如 果 它 是 从 较 低能 态 跃迁 到 较 高 能 态 , 则 它 会 从 线圈 那里 吸收 能 量 户 wo. 由 于 在 较 
低 态 上 的 质子 数 略微 多 于 在 较 高 态 上 的 ,所 以 将 从 该 线圈 吸收 净 的 能 量 . 尽管 该 效应 十 分 微 
弱 , 但 很 小 的 能 量 吸收 可 以 用 一 台 灵 敏 的 电子 放 
大 器 观测 到 . 

正如 在 拉 比 的 分 子 束 实验 中 那样 ,这 能 量 的 
吸收 将 仅 当 振动 场 处 于 共振 时 .也 即 当 

w 一 wp 一 g( 了 到) 
时 才 会 被 看 到 . 通过 保持 w 固定 不 变 而 变更 B 来 
寻找 共振 往往 较为 方便 .能量 吸收 显然 将 在 
B= Zu 
gq: 
时 出 现 . 

一 台 典 型 的 核磁 共振 仪器 如 图 35-8 所 示 . 一 

图 35-8 一 台 核 磁 共振 仪器 个 高 频 振荡 器 驱动 着 置 于 一 对 大 电磁 铁 两 极 间 的 
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一 个 小 线圈 .两 个 绕 于 极 尖 上 的 小 辅助 线圈 由 60 Hz 的 电流 驱动 着 ,以 便 整 个 磁场 围绕 其 平 
均值 作 十 分 微小 的 “摆动 ”. 例如 ,假设 该 磁铁 的 主 电流 被 调 至 会 产生 一 个 等 于 5 000 Gs 的 
磁场 ,而 辅助 线圈 则 围绕 这 一 值 产生 土 1 Gs 的 变化 . 如 果 该 振荡 器 被 调 至 21. 2 MHz ,那么 
当场 每 次 扫 过 5 000 Gs 时 它 就 会 处 在 质子 的 共振 中 了 [应 用 式 (34. 13), 对 于 质子 要 用 
g 一 5.58]. 

这 振荡 器 电路 还 被 安排 得 能 够 给 出 一 个 附加 的 输出 信号 ,这 信号 与 从 该 振荡 器 所 吸收 
的 功率 的 任何 改变 成 正比 . 把 这 一 信号 馈 入 示波器 垂直 方向 偏转 放大 器 中 . 示波器 的 水 平 扫 
描 在 该 磁场 摆动 的 每 一 周 中 被 触发 一 次 (更 一 般 的 是 ,这 水 平 偏转 被 制 成 与 该 摆动 场 的 大 小 
成 正比 ). 

在 样品 水 还 未 放 进 该 高 频 线圈 内 之 前 ,从 振荡 器 所 吸收 的 功率 为 某 个 值 ( 它 不 会 随 磁场 
改变 ). 然而 , 当 一 小 瓶 水 放 进 线圈 中 时 ,示波器 上 就 出 现 一 个 如 图 所 示 的 信号 .我们 见 到 由 
于 质子 翻转 所 引起 的 功率 被 吸收 的 一 个 图 像 ! 

在 实践 中 ,很 难 掌 握 如 何 去 把 主 磁场 恰恰 调 至 5 000 Gs. 人 们 所 做 的 是 将 主 磁 电 流 调 至 
使 共振 出 现在 示波器 上 为 止 . 结果 证 明 ,这 是 目前 对 磁场 强度 做 出 精密 测量 的 最 方便 办 法 . 
当然 ,过 去 为 了 测定 质子 的 g 值 有 人 不 得 不 精确 测量 磁场 和 频率 . 但 现在 这 件 事 已 经 完成 
了 ,因此 如 图 所 示 的 质子 共振 仪 就 可 用 作 “ 质 子 共振 磁 强 计 ” 了 、 

应 该 提 一 句 关于 该 信号 的 形状 . 假如 磁场 十 分 缓慢 地 摆动 ,就 会 期 待 看 到 一 条 正常 的 共 
振 曲 线 . 当 wy 恰好 达到 振荡 器 闫 率 时 ,能 量 吸收 就 会 显示 出 一 个 极 大 值 . 在 附近 的 频率 处 也 
有 一 些 吸 收 ,因为 并 不 是 所 有 质子 都 处 在 完全 相同 的 场 内 一 一 而 不 同 的 场 就 意味 着 稍微 不 
同 的 共振 频率 . 

顺便 说 说 ,和 人们 也 许 会 怀疑 ,在 共振 频率 是 否 真 的 会 看 到 任何 信号 . 我 们 应 否 期 望 该 高 
频 场 会 使 那 两 个 态 的 布 居 数 相等 一 一 使 得 除了 水 刚 放 入 时 之 外 就 该 没有 任何 信号 ? 不 完全 
是 这 样 ,因为 尽管 我 们 试图 使 该 两 个 布 居 数 相等 ,但 热 运 动 方面 却 力图 保持 对 于 温度 T 的 
布 居 数 的 适当 比率 . 如 果 处 于 共振 态 , 则 被 核 所 吸收 的 功率 恰好 就 消耗 在 热 运 动 上 . 然而 ,在 
质子 磁 矩 与 原子 运动 之 间 只 有 相对 微弱 的 “ 热 接触 ”. 质子 被 相对 彻底 地 隔离 于 电子 分 布 的 
中 心 . 因此 在 纯 水 中 ,该 共振 信号 实际 上 往往 太 小 ,难于 被 观察 到 . 要 增加 吸收 ,就 必须 加 强 
“ 热 接 触 ” 这 通常 是 在 水 中 添加 一 -点 点 氧化 铁 而 做 到 的 . 这 些 铁 原子 像 小 磁体 一 样 , 当 它 们 
以 其 热舞 蹈 的 方式 到 处 跳动 时 ,就 会 在 质子 上 造成 一 种 微小 的 摆动 磁场 . 这 些 变化 着 的 场 会 
把 质子 磁体 与 原子 振动 耦合 "起 来 并 往往 会 建立 起 热平衡 . 正 是 通过 这 一 “耦合 ", 才 使 处 于 
较 高 能 态 上 的 那些 质子 能 够 消耗 它们 的 能 量 ,以 便 再 有 可 能 从 振荡 器 吸取 能 量 , 

实际 上 核 共振 仪 的 输出 信号 看 来 并 不 像 一 条 正常 的 共振 曲线 . 经 常 是 一 个 更 复杂 的 还 
含有 一 些 振动 的 信号 一 一 像 图 上 所 画 出 的 那样 . 这 种 信号 的 出 现 是 由 于 变化 磁场 引起 的 . 解 
释 应 该 由 量子 力学 来 提供 ,但 也 可 以 证 明 ,在 这 种 实验 中 有 关 进 动 磁 矩 的 那些 经 典 概念 总 会 
给 出 正确 的 答案 . 按照 经 典 理论 ,我 们 应 该 说 , 当 到 达 共 振 时 就 开始 同步 地 驱动 大 量 进 动 着 
的 核磁 体 . 当 这 样 做 时 ,就 使 它们 一 起 共同 进 动 . 当 这 些 核 磁体 全 部 一 起 转动 时 ,将 在 振荡 器 
线圈 中 建立 起 一 个 频率 为 w, 的 感 生 电动 势 ,但 由 于 磁场 正 随 着 时 间 增 加 ,所 以 进 动 频率 也 
将 随 着 提高 ,因而 这 感 生 电压 立即 就 会 处 在 比 振荡 器 频率 稍微 高 一 点 的 频率 上 . 当 这 感 生 电 
动 势 与 振荡 器 间 交 替 地 处 于 同 相 与 异 相 时 ,该 “被 吸收 "功率 就 会 交替 地 变 成 正 或 负 . 因而 在 
示波器 上 我 们 就 会 见 到 在 质子 频率 与 振荡 器 频率 之 间 的 那 种 拍 音 . 由 于 质子 频率 并 非 全 都 
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相同 (不 同 质子 会 处 在 稍微 不 同 的 磁场 上 ) ,而 也 可 能 由 于 来 自 水 里 氧化 铁 的 干扰 ,那些 自由 
进 动 着 的 磁 矩 不 久 就 会 异 相 , 从 而 该 拍 的 信号 也 消失 了 . 

这 些 磁 共 振 现 象 已 有 广泛 应 用 ,作为 寻找 关于 物质 的 新 情况 的 工具 一 一 特别 是 在 化 学 
和 核 物 理 上 . 不 用 说 关于 核磁 矩 的 数值 会 告诉 我 们 有 关 核 的 结构 . 在 化 学 中 ,许多 知识 是 从 
共振 的 结构 (或 形态 ) 中 弄 清 楚 的 . 由 于 附近 的 核 所 产生 的 磁场 , 核 共 振 的 准确 位 置 稍微 有 点 
移动 ,这 取决 于 任 一 特定 核 本 身 所 处 的 环境 . 测量 出 这 些 移动 会 帮助 人 们 去 确定 哪些 原子 舍 
近 其 他 哪些 原子 ,并 帮助 解释 分 子 结构 中 的 细节 . 同样 重要 的 是 关于 自由 基 的 电子 自 旋 共 
振 . 虽然 在 平衡 时 并 不 会 出 现 于 任意 的 非常 大 的 范围 内 ,但 这 种 自由 基 往 往 是 化 学 反应 中 的 
中 间 态 . 对 电子 自 旋 共振 的 测量 是 对 自由 基 存 在 的 一 种 精密 检验 ,而 往往 也 是 理解 某 些 化 学 
反应 机 制 的 一 把 钥匙 . 


第 36 章 铁 磁 性 


$36-1 磁化 电流 


在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 某 些 材料 磁 矩 的 净 效应 远大 于 顺 磁 性 或 抗 磁性 的 情况 ,这 种 现象 
称 为 铁 磁性 . 在 顺 磁 性 或 抗 磁性 材料 中 , 感 生 磁 矩 往往 那么 微弱 ,以 致 我 们 无 需 担 心 磁 算 所 
产生 的 附加 场 . 然而 ,对 铁 磁 性 材料 来 说 ,那些 由 外 加 磁场 所 感 生 的 磁 矩 非常 巨大 并 会 对 场 
本 身 产生 很 大 的 影响 . 事实 上 , 感 生 磁 矩 竟 是 如 此 强大 ,以 致 它们 在 产生 被 观测 场 的 过 程 中 
往往 起 着 支配 的 作用 . 因此 ,我 们 将 不 得 不 操心 的 事情 之 一 ,就 是 关于 巨大 的 感 生 磁 矩 的 数 
学 理论 . 当然 , 那 不 过 是 一 个 技术 性 问题 . 真正 的 问题 是 ,为 什么 磁 矩 会 那么 强 一 到 底 是 怎 
么 造成 的 ? 过 一 会 儿 我 们 就 要 来 讨论 这 一 问题 . 

求 铁 磁 性 材料 中 的 磁场 与 存在 电介质 时 求 静电 场 的 问题 有 些 相似 . 你 会 记得 ,我 们 开始 
曾 用 一 矢量 场 P 一 一 即 单位 体积 中 的 偶 极 矩 一 一 来 描述 电介质 的 内 部 特性 . 然后 ,我 们 弄 清 
楚 了 这 种 极 化 的 结果 与 P 的 散 度 所 提供 的 电荷 密度 pw , 即 


pat =—V-P (36. 1) 


是 等 效 的 . 在 任何 情况 下 ,总 电荷 都 可 以 写成 这 个 极 化 电荷 加 所 有 其 他 电荷 之 和 ,其 密度 我 
们 将 写成 pxw. 于 是 把 EE 的 散 度 与 电荷 密度 相 联 系 起 来 的 麦克 斯 韦 方程 便 变 成 


或 V.E=———— 


因此 我 们 便 可 把 电荷 的 极 化 部 分 抽出 来 并 放 在 方程 式 的 另 一 边 ,就 得 到 一 个 新 的 定律 : 
VvV.: (woE+P) = p 基 他。 (36. 2) 


这 一 定律 表明 , 量 (%E 十 P) 的 散 度 等 于 其 他 电荷 的 密度 . 

当然 , 像 在 式 (36. 2) 中 那样 把 E 和 P 放 在 一 起 ,只 有 当 我 们 懂得 了 它们 间 的 关系 时 才 
会 有 用 . 我们 已 经 知道 ,将 感 生 偶 极 矩 与 场 联系 起 来 的 理论 是 一 件 相 当 复 杂 的 事情 ,而 实际 
上 它 只 能 应 用 于 某 些 简 单 情 况 , 并 且 即 使 那样 也 还 只 是 一 种 近似 . 我 们 希望 使 你 们 想起 曾经 
用 过 的 一 个 近似 概念 .为 了 求 得 电介质 内 部 一 个 原子 的 感 生 偶 极 年 ,就 必须 知道 作用 于 一 个 
单独 的 原子 上 的 电场 . 我 们 做 过 这 种 近似 一 一 在 许多 情况 下 还 不 太 坏 一 一 即 作用 于 原子 上 
的 场 与 我 们 把 该 原子 挖 出 后 (保持 所 有 附近 其 他 原子 的 偶 极 矩 都 不 变 ) 留 下 的 小 洞 中 心 处 的 


* 假如 所 有 其 他 电荷 都 是 在 导体 .上 ,这 px 就 会 与 我 们 在 第 10 章 中 的 psa 相同. 
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场 相同 . 你 也 会 记得 , 极 化 电介质 中 空 穴 内 的 电场 取决 于 该 空 穴 的 形状 . 我们 就 把 以 前 的 结 
果 都 总 结 在 图 36-1 中 . 对 于 一 个 垂直 于 极 化 的 薄 盘 形 空 穴 , 穴 里 的 电场 由 下 式 给 出 : 


P 
Exx = 巨 电 介 硕 让 


a 
Esax:E+Ple, 


这 是 我 们 用 高 斯 定律 证 明 的 . 男 一 方面 ,在 一 个 
平行 于 极 化 的 针 状 权 里 ,我 们 曾经 利用 E 的 旋 
度 等 于 零 的 事实 证 明 模 内 电场 与 模 外 电场 相 
同 . 最 后 ,我 们 曾 求 出 球形 空 穴 中 的 电场 介 于 村 
内 的 场 与 盘 内 的 场 之 间 三 分 之 一 的 样子 : 


Esx 一 Ewnn 十 二 三 (对 于 球形 空 穴 )， 
0 
(36. 3) 


这 就 是 我 们 在 考虑 极 化 电介质 中 原子 的 遭遇 时 
所 用 过 的 场 . 

现在 我 们 不 得 不 用 完全 类 似 的 方法 来 讨论 
磁 的 情况 . 完成 此 事 的 简单 办 法 是 讲 :单位 体积 
中 的 磁 矩 M, 完全 与 单位 体积 中 的 电 偶 极 和 矩 P 
相似 ,因而 M 的 负 散 度 等 价 于 一 个 “ 磁 荷 密度 ” 
/一 -不管 它 可 能 指 的 是 什么 . 当然 ,困难 在 于 
， ”物理 世界 中 并 不 存在 任何 像 “ 磁 荷 " 那 样 的 东 
he 西 .正如 我 们 所 知道 的 ,B 的 散 度 恒 为 零 . 但 这 
1 并 不 能 阻止 我 们 做 出 人 为 的 类 比 并 写 出 


V.M =—p,, (36. 4) 
Sp 这 里 不 用 说 pn 是 纯 数学 形式 . 于 是 就 能 够 做 出 
aR 与 静电 情况 完全 类 似 的 结论 并 从 静电 学 中 引用 


图 36-1 在 电介质 里 的 空 穴 中 ,电场 取决 于 该 ” 我 们 所 有 原来 的 方程 . 人 们 常常 做 过 一 些 像 那 
空 穴 的 形状 样 的 事情 . 事实 上 ,从 历史 方面 讲 , 入 们 甚至 相 
信 这 种 类 比 是 正确 的 . 他 们 确信 最 p。 就 是 代表 
“磁极 "密度 . 然而 ,如 今 我 们 知道 ,材料 的 磁化 乃 起 因 于 原子 里 的 环行 电流 或 者 来 自 原 
子 内 自 旋 的 电子 或 者 电子 的 运动 .因此 ,依照 物理 观点 ,对 事情 如 实地 用 原子 电流 而 不 用 某 
种 神秘 莫 测 的 “磁极 "密度 来 加 以 描述 ,是 较 好 的 . 顺便 说 说 ,这 些 电流 有 时 被 称 为 “安培 " 电 
流 ,因为 安培 最 早 提出 物质 磁性 起 因 于 环行 的 原子 电流 . 
当然 ,在 磁化 物质 中 实际 的 微观 电流 其 密度 十 分 复杂 , 它 的 数值 依赖 于 你 在 原子 里 进行 
观察 的 地 方 一 一 它 在 某 些 地方 会 较 大 而 在 其 他 地 方 则 较 小 ; 它 在 原子 的 某 一 部 分 指向 这 一 
方向 而 在 另 一 部 分 又 指向 相反 方向 (正如 微观 电场 在 电介质 中 变化 很 大 一 样 ). 然而 ,在 许多 
实际 问题 中 ,我 们 所 感 兴趣 的 仅仅 是 物质 外 面 的 场 ,或 物质 里 面 的 平均 场 这 里 我 们 指 的 
是 对 许 许多 多 个 原子 取 的 平均 . 只 有 对 于 这 种 宏观 问题 ,用 单位 体积 中 的 平均 偶 极 矩 M 来 


/ 只 / EA / 
Ewn-=E+P/3c, 


六 
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描写 物质 的 磁 态 才 是 方便 的 .我 们 现在 所 要 证 明 的 是 ,磁化 物质 的 原子 电流 能 够 产生 一 种 与 
M 有 关 的 大 规模 电流 . 

于 是 ,我 们 将 要 做 的 就 是 ,把 电流 密度 j 一 一 那 是 磁场 的 真正 来 源 一 一 分 成 几 个 部 分 : 
一 部 分 是 描述 原子 磁 矩 的 环行 电流 ;而 其 他 部 分 则 为 描述 那里 可 能 会 存在 的 其 他 电流 . 把 电 
流 分 成 三 部 分 往往 最 为 方便 . 在 第 32 章 中 我 们 曾 对 电流 做 过 这 样 的 区 别 , 即 在 导体 中 能 够 
自由 流动 的 电流 及 在 电介质 中 由 于 束缚 电荷 的 来 回 运动 所 引起 的 电流 .在 $32-2 中 我 们 就 
曾 写 出 


了 一 jt 十 了 他 ， 


式 中 jak 代表 电介质 中 束缚 电荷 的 运动 所 产生 的 电流 ,而 jxe 则 代表 所 有 其 他 各 种 电流 . 现 
在 我 们 要 再 进一步 ,把 jx 再 分 成 两 部 分 ,一 部 分 jak 描述 该 磁化 材料 内 部 的 平均 电流 , 另 
一 部 分 为 一 个 附加 项 , 它 是 任何 留 下 来 的 我 们 可 称 之 为 yws 的 那 种 电流 . 这 最 后 一 项 一 般 将 
指导 体 中 的 电流 ,但 也 可 包括 其 他 电流 一 一 比如 由 穿 过 真空 间 自 由 运动 的 电荷 所 产生 的 电 
流 . 所 以 我 们 将 总 电流 密度 写成 : 


， 了 一 jgt 十 ju 人 t 十 了 了 传导。 (36.5) 
当然 , 正 是 这 个 总 电流 属于 B 旋 度 的 麦克 斯 韦 方程 : 


VxB=+2E. (36. 6) 
(0 9t 


现在 必须 把 电流 jat 与 磁化 强度 矢量 M 相 联 系 . 为 了 使 你 们 能 够 明白 今后 将 往 何 处 
去 ,此 刻 就 告诉 你 们 即将 得 到 的 结果 是 


Jat 二 YXM. (36.7) 


若 已 知 一 磁性 材料 中 每 一 处 的 磁化 强度 矢量 M, 那 么 该 环行 电流 密度 就 可 以 用 M 的 旋 度 来 
表示 . 让 我 们 来 看 看 能 否 理解 为 什么 会 这 样 . 

首先 考虑 一 根 柱 形 棒 的 情况 , 它 具 有 平行 于 其 轴 的 均匀 磁化 . 从 物理 方面 讲 ,我 们 懂得 
像 这 样 的 均匀 磁化 ,实际 上 意味 着 在 材料 内 部 各 处 原子 环行 电流 的 密度 均匀 . 让 我 们 试 着 想 
象 在 这 材料 的 横 截面 内 有 效 电 流 看 起 来 会 像 什 
么 .应 该 期 望 会 看 到 有 点 像 图 36-2 所 示 的 那 种 电 
流 . 每 个 原子 电流 在 一 个 小 圆周 上 儿 着 圈子 ,而 且 
所 有 这 些 环行 电流 都 是 沿 同一 方向 绕 行 . 那么 这 
一 物体 的 有 效 电 流 究竟 怎么 样 呢 ?” 噢 ,在 棒 里 的 
大 多 数 地 方 完 全 没有 什么 效应 ,因为 在 每 一 电流 
近 旁 恰好 有 另 一 个 与 之 反 向 的 电流 . 如 果 设 想 一 
个 小 面积 一 一 但 比 起 一 单独 原子 来 却 要 大 得 多 的 
面积 一 一 诸如 图 36-2 中 由 AB 线 所 标明 的 那个 
面 , 则 穿 过 这 个 面 的 净 电 流 等 于 零 . 因此 在 该 材料 
内 部 任何 地 方 都 没有 净 电 流 . 可 是 要 注意 ,在 材料 
表面 上 会 存在 未 被 其 附近 的 反 向 电流 所 抵消 的 原 ” 图 36-2 从 一 根 沿 = 方向 被 磁化 的 铁 棒 横 
子 电流 . 在 表面 上 始终 有 一 个 以 相同 方向 环绕 着 截面 上 所 看 到 的 原子 环行 电流 的 示意 图 
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该 棒 的 净 电流 . 现在 我 们 明白 ,为 什么 以 前 会 讲 ,一 根 均匀 磁化 棒 相 当 于 载 有 电流 的 一 个 长 
螺 线 管 . 

这 个 观点 怎么 会 与 式 (36. 7) 一 致 呢 ? 首先 ,在 材料 内 部 ,磁化 强度 M 是 一 恒 量 ,因而 它 
的 一 切 微 商 就 都 等 于 零 . 这 与 我 们 的 几何 图 像 相 符 . 可 是 ,在 表面 上 ,M 实际 上 却 不 是 恒 
量 一 一 它 只 在 到 达 边 缘 之 前 才 是 常数 ,然后 便 突 然 消失 为 零 . 因此 ,刚好 在 表面 上 存在 巨大 
的 梯度 ,而 按照 式 (36. 7) 这 将 会 给 出 一 个 大 的 电流 密度 . 假设 我 们 考察 图 36-2 中 C 点 附近 
所 发 生 的 情况 ,选取 如 图 中 所 示 的 zx 和 > 方向 , 则 磁化 强度 M 将 沿 z 方向 . 写 出 式 (36. 7) 的 
各 分 量 ,得 


(36. 8) 


在 C 点 上 , 微 商 9M./93 为 零 ,而 9M:/az 则 很 大 并 为 正 . 式 (36.7) 表 明 , 在 负 y 方向 上 有 一 
个 大 的 电流 密度 . 这 与 环绕 该 棒 的 表面 电流 的 上 述 图 像 相符 ， 

现在 要 求 出 材料 中 磁化 强度 逐 点 变化 那 种 较 复 杂 情况 下 的 电流 密度 . 不 难 定性 地 看 到 ， 
如 果 相 邻 区 域内 的 磁化 强度 不 同 , 则 那些 环行 电流 不 会 完全 抵消 ,因而 在 该 材料 体积 中 会 有 
净 电 流 . 我 们 想 要 定量 地 算出 的 就 是 这 一 效果 - 

首先 ,我 们 需要 回忆 一 下 $ 14-5 中 的 结果 , 即 环行 电流 了 具有 的 磁 矩 y 由 下 式 所 给 出 : 


4= IA, (36. 9) 


其 中 A 为 该 电流 回路 的 面积 ( 见 图 36-3). 现在 让 我 们 考虑 磁化 材料 内 部 的 一 个 小 矩形 块 ， 
如 示意 图 36-4 中 所 示 . 我 们 选取 的 这 块 材 料 是 那么 小 ,以 致 可 以 认为 其 中 的 磁化 强度 是 均 
匀 的 . 若 这 一 块 材料 在 = 方向 有 一 磁化 强度 M., 则 其 净 效 果 将 与 围绕 着 图 上 所 示 的 那些 垂 
直面 上 的 面 电流 相同 . 根据 式 (36. 9) 我 们 能 够 求 出 这 些 电流 的 大 小 . 这 块 材料 的 总 磁 矩 等 于 
磁化 强度 乘 以 其 体积 : 


1 
表面 积 4 t y 


图 36-3 一 个 电流 回路 的 磁 偶 极 矩 /为 14 图 36-4 被 磁化 的 一 小 块 材料 与 一 环行 的 表面 电流 等 效 


下 一 AMe(apc )， 


由 此 得 到 ( 记 住 该 回路 的 面积 为 ac) 
1 = M.,b. 


第 36 章 铁 磁 性 493 


换 句 话说 ,在 每 一 垂直 面 上 单位 (垂直 方向 ) 长 度 的 电流 等 于 M.. 
现在 假设 我 们 想象 两 个 彼此 相 邻 的 小 块 , 如 图 36-5 所 示 . 由 于 第 二 块 被 从 第 一 块 那里 
稍微 移动 了 一 点 ,所 以 它 会 有 一 稍微 不 同 的 磁化 强度 垂直 分 量 ,我 们 称 之 为 M. 十 AM.. 在 
两 块 之 间 的 界面 上 ,对 总 电流 现 有 两 种 贡献 . 第 一 块 将 产生 一 个 流向 正 y 的 电流 也 ,而 第 二 
块 则 将 产生 流向 负 y 方 向 的 面 电 流 1 , 沿 正 y 向 的 总 面 电流 等 于 两 者 的 代数 和 ”: 
= 1—1= Mb—(M,++AM.)b=— AM.b. 


可 以 将 AM. 写成 M, 在 z 方向 上 的 微 商 乘 以 从 第 一 块 至 第 二 块 的 位 移 , 那 刚好 是 a: 


这 样 流 经 两 块 间 的 电流 就 是 


要 把 电流 了 与 平均 体积 电流 密度 j 联系 起 来 ,就 必须 认识 到 ,这 一 电流 了 实际 上 被 布 满 于 某 
个 横 截 面积 上 . 如 果 我 们 设想 材料 的 整个 体积 是 由 这 样 的 小 块 充填 起 来 的 , 则 每 一 个 (垂直 
于 工 轴 的 ) 这 样 的 侧面 便 可 以 与 每 一 小 块 联系 起 来 ”. 于 是 我 们 看 到 要 与 电流 1 联系 的 面积 
恰好 就 是 前 面 一 个 面 的 面积 ab. 因而 得 到 结果 : 


图 36-5 如 果 两 相 邻 块 中 的 磁化 强度 不 一 样 , 便 将 有 图 36-6 高 低 相 重 得 的 两 块 也 可 对 
净 表 面 电 流 存在 于 其 间 放 做 出 贡献 


在 j, 中 ,还 应 有 因 磁 化 强度 z 分量 随 z 变化 而 引起 的 另 一 项 . 对 j 的 这 一 贡献 ,来 自如 
图 36-6 所 示 的 那 种 上 下 重 得 的 两 小 块 之 间 的 界面 . 利用 刚才 所 做 的 相同 论证 ,你 可 以 证 明 


* 这 里 原文 是 和 ”, 我 们 将 其 改 为 “代数 和 ”, 似 较 确 切 些 . 一 一 译 者 注 
** 或 者 如 果 你 乐意 的 话 ,每 一 个 面 上 的 电流 工 应 可 以 用 两 人 出 上 的 那些 小 块 分 解 成 50 X 50 份 . 
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这 个 界面 将 对 j, 贡献 量 9M,/9z. 这 些 就 是 能 够 对 电流 y 分 量 作出 贡献 的 唯一 一 些 面 ,因而 
我 们 得 到 在 > 方向 上 的 总 电流 密度 


计算 出 一 个 立方 体 其 余 表 面 上 的 电流 一 一 或 者 在 利用 了 z 方向 完全 是 任意 的 这 个 事实 一 一 
我 们 能 够 得 出 结论 ,电流 密度 矢量 确实 是 由 下 式 给 出 的 : 


j=VxM. 
因此 , 若 我 们 选择 用 单位 体积 的 平均 磁 矩 M 来 描述 物质 中 的 磁化 情况 , 则 可 发 现 ,那些 
环行 的 原子 电流 等 效 于 由 式 (36.7) 给 出 的 物质 内 的 平均 电流 密度 . 如 果 该 材料 也 是 一 种 电 
介质 , 则 另外 还 可 能 有 极 化 电流 jgk = 3P/a 上 . 倘若 该 物质 又 是 导体 , 则 同时 还 可 能 有 传导 
电流 js. 因此 我 们 可 以 将 总 电流 写成 


j = jus +VxM+ 守 . (36. 10) 


§36-2 H 场 


接 下 来 ,要 将 式 (36. 10) 中 所 号 出 的 电流 代入 麦克 斯 韦 方程 组 . 得 : 


i ap\, aE 
a i (es +VXM+ 7)+ 字 . 
可 以 将 含 M 的 项 移 至 式 的 左边 : 
2 _M\_ jxs ,9 .PF 
和 Vx (B < 《0 十 并 人 | 《0 ): (36. 11) 


正如 第 32 章 所 述 ,许多 人 喜欢 把 (E 十 P/。) 写成 一 个 新 的 矢量 场 po. 同 理 ,把 [B 一 
M/ (wc )] 写成 一 个 单独 的 矢量 场 也 往往 较为 方便 .我 们 决定 用 下 式 定义 一 个 新 的 矢量 场 H: 


=B 一 好 (36. 12) 


toC2 


于 是 式 (36. 11) 变 成 : 
wc VXH = jy + 多 (36. 13) 


这 看 来 似乎 较 简单 ,但 所 有 的 复杂 性 都 被 隐藏 在 字母 D 和 HH 之 中 了 . 
现在 得 给 你 们 一 个 警告 . 许多 采用 米 . 于 克 … 秒 (mks) 制 的 人 们 却 曾 决定 用 一 个 与 这 
里 的 互 不 同 的 定义 . 将 他 们 的 场 叫做 下 (当然 ,他 们 也 仍然 叫 它 为 百 , 而 不 加 上 一 撤 ) , 它 被 
定义 为 : 
H =acB—M (36. 14) 
(并 且 ,他们 通常 把 wc* 写成 新 的 数 1/p ,这 样 他 们 所 要 记 住 的 常数 就 又 多 了 一 个 ). 采用 这 
一 定义 , 式 (36. 13) 看 起 来 甚至 更 为 简单 : 
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VXH = jns + 守 . (36. 15) 


但 若 用 的 定义 , 则 困难 在 于 :第 一 , 它 与 不 采用 米 . 千克 … 秒 制 的 人 们 的 定义 不 相符 ;第 
二 , 它 使 得 H 和 B 有 不 同 的 单位 .我们 认为 ,H 具有 与 8 相同 的 单位 一 一 而 不 是 像 H' 那样 
具有 M 的 单位 一 一 更 加 方便 . 但 如 果 你 将 成 为 一 名 工程 师 ,并 且 将 从 事变 压 器 、 电 磁铁 等 的 
设计 工作 , 那 你 就 得 小 心 注意 . 你 将 会 发 现 许 多 书本 是 采用 式 (36. 14) 作 为 H 的 定义 ,而 不 
是 采用 我 们 在 式 (36. 12) 中 的 定义 ,还 有 其 他 许多 书 一 一 特别 是 有 关 磁 性 材料 的 手册 一 一 按 
照 我 们 所 用 的 方式 把 忠和 互 联系 了 起 来 . 你 得 仔细 弄 清楚 他 们 所 用 的 定义 . 

一 种 区 别 的 办 法 是 根据 他 们 所 用 的 单位 . 应 该 记 住 在 米 千克， 秒 制 中 ,B 一 一 从 而 我 
们 的 H 一 一 都 是 以 如 下 单位 度量 的 :1 Wbm “等 于 10 000 Gs. 在 米 ， 千克 秒 制 中 , 磁 拢 
(电流 乘 以 一 面积 ) 的 单位 为 1 Am. 于 是 磁化 强度 M 就 具有 单位 :1 Am '. 对 于 HH 来 说 ,其 
单位 与 M 的 一 样 . 你 可 以 看 到 ,这 也 与 式 (36. 15) 相 符 ,因为 V 具 有 1 被 长 度 除 的 量 纲 . 那些 
从 事 电磁 铁 工作 的 人 们 ,也 有 把 吾 ( 采 用 那 H' 的 定义 ) 的 单位 叫 作 “1 安培 还/ 米 " 的 习 
惯 一 一 考虑 到 绕组 上 的 导线 薄 数 . 可 是 “ 熙 "实际 上 是 一 个 无 量 纲 数 ,因而 不 至 于 打扰 你 们 . 
既然 我 们 的 态 等 于 理 '/(we), 所 以 如 果 你 正在 采用 米 :和 干 克 : 秒 制 , 则 玉 (以 Wbm 计 
的 ) 就 等 于 4xX107 乘 以 甩 ( 以 Am' 计 ). 记 住 H( 以 Gs 计 )=0.0126H'( 以 Am-' 计 ), 也 
许 会 更 方便 . 

还 有 另 一 柑 更 为 糟糕 的 事情 . 许多 采用 我 们 关于 H 定义 的 人 们 还 决意 要 对 HH 和 B 的 
单位 赋予 不 同名 称 ! 尽管 它们 具有 相同 量 纲 , 但 他 们 还 是 叫 如 的 单位 为 高 斯 ,而 把 瑟 的 单 
位 叫做 奥 斯 特 (当然 ,是 为 了 纪念 高 斯 和 奥 斯 特 两 人 ). 因此 ,在 许多 书本 中 你 会 找到 一 些 用 
高 斯 表达 的 B 和 用 奥 斯 特 表达 的 H 而 做 成 的 曲线 ,它们 实际 上 是 同一 种 单位 一 一 即 米 : 干 
区“ 秒 制 的 单位 的 10“ 倍 . 关于 磁性 单位 的 混乱 情况 我 们 已 将 其 综合 列 于 表 36-1 上 . 


表 36-1 磁 量 单位 


[B] = Wbmr-: = 10 Gs 

[H] = Wbm-? = 10+ Gs 或 10 Oe 
[AM] = Am-1 

{H’] = Am-! 


方便 的 换算 关系 : 
B(Gs)=104B(Wbm-2) 
H(Gs)= H(Qe)=0.012 6H’'(Am-!) 


$36-3 磁化 曲线 
现在 将 考察 某 些 简 单 情 况 ,其 中 磁场 为 恒 量 或 场 变化 得 足够 缓慢 以 致 同 jws 相 比 可 以 
略 去 3D《/a:, 于 是 场 将 遵循 方程 组 : 
V.B=0， (36. 16) 


VXH= jrs/(oc’), (36. 17) 
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H=B—M/(we’). (36. 18) 


假设 有 一 个 由 铜 线圈 包扎 的 铁 环 ( 炸 面 圈 模 样 ), 如 图 36-7(a) 所 示 . 导线 中 有 电流 了 流动 . 
这 样 ,磁场 将 会 怎么 样 呢 ? 磁场 将 主要 存在 于 铁 
环 之 内 ,那里 ,B 线 将 是 一 些 圆圈 ,如 图 36-7(b) 所 
示 . 由 于 B 通 量 是 连续 的 ,所 以 它 的 散 度 便 是 零 ， 
而 式 (36. 16) 被 满足 . 其 次 ,通过 绕 图 36-7(b) 所 示 
的 那个 闭合 回路 了 进行 积分 而 把 式 (36. 17) 写 成 另 
一 种 形式 . 根据 斯 托 克 斯 定理 ,我 们 有 


bn = | jns . nda, (36. 19) 
: {oC JS 


其 中 了 的 积分 是 对 整个 以 了 为 边界 曲面 进行 的 . 
这 个 曲面 被 每 一 臣 绕 线 穿 过 一 次 ,每 一 臣 对 积分 
都 贡献 了 电流 1, 若 总 共有 NN 下 , 则 积分 为 NI. 
根据 我 们 间 题 中 的 对 称 性 ,环绕 曲线 厂 各 处 的 B 
都 相同 , 若 假 定 磁化 强度 一 一 从 而 场 五 一 一 沿 着 
矿 也 是 恒定 不 变 的 , 则 式 (36. 19) 变 成 

= 站, 


其 中 /为 该 曲线 T 的 长 度 . 因此 ， 
1 NI 


= 有 


{oC 


正 是 因为 在 像 这 样 一 种 情况 下 及 与 起 磁 电流 成 
5 正比 ,所 以 下 有 时 被 称 为 磁化 场 . 
个 比 上 了 绝 乡 于 线 加 的 铁 环 现在 ,只 需要 五 与 马 有 关 的 方程 .但 不 存在 任 
人 何 这 样 的 方程 ! 当然 ,我 们 有 个 方程 式 (36. 18) ,不 
过 那 没 有 什么 帮助 ,因为 对 于 像 铁 那样 的 铁 磁性 材料 M 与 B 之 间 并 没有 直接 的 关系 . 磁化 
强度 M 取决 于 铁 的 整个 过 去 历史 ,而 不 仅 取决 于 该 时 刻 的 B. 
然而 ,并 不 是 毫 无 希望. 在 某 些 简单 情况 下 我 们 还 是 能 够 获得 一 些 解答 的 . 如 果 从 未 磁 
化 的 铁 开始 -一 让 我 们 说 该 块 铁 已 在 高 温 下 退 了 火 一 那么 在 铁 环 的 简单 几何 中 ,全 部 铁 
就 都 有 相同 的 磁性 历史 . 这 样 ,我 们 就 能 根据 实验 测量 结果 对 M-_ 一 从 而 对 下 和 瑟 间 的 关 
系 -一 -说 出 某 些 东西 .根据 式 (36. 20) , 铁 环 里 的 场 有 可 以 表示 为 一 常数 乘 以 绕 线 中 的 电流 
I 而 场 B 则 可 通过 对 线圈 中 (或 绕 于 图 示 的 那个 起 磁 线圈 上 面 的 另 一 个 辅助 线圈 中 ) 的 电 
动 势 对 时 间 的 积分 而 量度 出 来 . 由 于 这 个 电动 势 等 于 B 通 量 的 变化 率 ,因而 电动 势 对 时 间 
的 积分 就 等 于 孔 乘 以 该 铁 环 的 横 截面 积 . 
图 36-8 显示 出 用 一 个 软 铁 环 所 观测 到 的 甩 和 互 之 间 的 关系 . 当 电流 初 接 通 时 ,B 沿 曲 
线 a 随 着 互 的 增 大 而 增 大 . 要 注意 ,B 和 有 H 的 不 同 标 度 . 起 初 ,只 要 相对 小 的 也 就 能 造成 大 
的 B. 为 什么 用 铁 所 得 的 B 会 比 在 空气 中 得 到 的 大 那么 多 呢 ? 这 是 因为 有 一 个 大 的 磁化 强 


(36. 20) 


GS 


第 36 章 铁 磁 性 497 


度 M , 它 等 效 于 在 铁 上 有 一 个 较 大 的 表面 电流 一 一 场 有 来 自 这 一 电流 与 绕 线 中 的 传导 电流 
之 和 .为 什么 M 会 那么 大 ,我 们 将 在 以 后 讨论 . 

在 吾 值 较 高 时 ,磁化 曲线 趋 于 水 平 , 我 们 
就 说 铁 块 已 经 饱和 . 按 图 上 的 那 种 标尺 ,曲线 看 
来 已 变 成 水 平 . 实际 上 , 它 稍微 继续 上 升 一 对 
于 强 场 来 说 ,B 变 成 正比 于 H, 并 有 一 单位 斜 
率 . M 不 再 增加 . 顺便 提 一 下 ,我 们 应 该 指出 , 假 
如 该 环 是 由 某 种 非 磁性 材料 制 成 的 , 则 对 于 所 
有 场 M 均 应 该 为 零 ,而 B 应 等 于 有 H. 

我 们 所 注意 到 的 第 一 件 事 ,是 图 36-8 中 曲 
线 a 一 一 通常 所 说 的 磁化 曲线 -的 高 度 非 线 
性 . 但 更 糟 的 是 车 达到 了 饱和 之 后 ,我们 减少 线 
圈 里 的 电流 使 正 回 到 零 , 则 磁场 中 将 沿 曲线 4 
下 降 . 当 H 达到 零 时 , 仍 会 有 些 剩余 的 B. 即使 
没有 起 磁 电 流 ,在 铁 里 仍 有 磁场 一 它 已 被 永 
远 磁化 了 . 如 果 我 们 此 时 在 线 图 中 接 通 一 负电 
流 , 则 B-H 曲线 仍 将 继续 沿 着 b 下 降 , 直 到 铁 
在 负 方向 达到 饱和 . 然后 若 我 们 再 使 电流 回 到 。。 图 36-8 软 铁 的 典型 磁化 曲线 和 磁 灌 回 线 
零 , 则 BB 将 沿 曲 线 c 变化 . 如 果 使 电流 在 大 的 正 
值 与 负 值 之 间 交 变 , 则 B-H 曲线 将 会 沿 着 极 接近 于 5 与 < 的 两 条 曲线 来 回 变化 . 然而 , 若 以 
某 种 任意 方式 改变 万 , 则 可 获得 更 为 复杂 的 曲线 ,一 般 而 言 它们 将 位 于 曲线 5 与 c 之 间 的 某 
些 地 方 . 由 场 的 反复 振荡 所 形成 的 回路 称 为 铁 的 磁 滞 回 线 . 

于 是 我 们 看 到 ,不 可 能 写 出 一 个 像 B = f(H) 的 函数 关系 ,因为 在 任意 时 刻 的 也 值 不 但 
取决 于 在 该 时 刻 的 互 值 如 何 ,而 且 还 取决 于 它 过 去 的 整个 历史 . 自然 ,磁化 曲线 和 磁 滞 回 线 
对 于 不 同 物质 是 不 同 的 . 这 些 曲 线 的 形状 既 密 切 依赖 于 该 材料 的 化 学 成 分 ,也 依赖 于 其 制备 
及 随后 物理 处 理 的 细节 . 我 们 在 下 一 章 中 将 对 这 些 复杂 情况 的 某 些 物理 解释 进行 讨论 ， 


$36-4 铁 芯 电感 


磁性 材料 的 最 重要 应 用 之 一 ,是 在 电路 中 一 一 诸如 在 变压器 、 电 动机 等 器 件 中 . 一 个 原 
因 是 ,有 了 铁 我 们 就 能 够 控制 磁场 的 走向 ,并且 对 于 某 一 给 定 电 流 能 够 获得 大 得 多 的 场 . 例 
如 , 那 种 典型 “环形 "电感 就 做 得 很 像 图 36-7 所 示 的 物体 . 一 个 给 定 的 电感 与 一 个 等 值 的 “ 空 
蕊 "电感 相 比 在 体积 上 要 小 得 多 ,所 用 的 铜 也 少 得 多 . 对 于 一 给 定 电感 ,我 们 可 以 在 绕组 中 得 
到 小 得 多 的 电阻 ,从 而 该 电感 就 更 接近 于 “理想 "的 了 一 一 特别 对 于 低频 的 情况 . 定性 地 理解 
这 种 电感 如 何 工作 是 十 分 容易 的 . 如 果 I 是 绕组 中 的 电流 , 则 在 其 内 部 产生 的 场 五 正比 于 
1 一 一 如 式 (36. 20) 所 给 出 的 孝 样 . 跨越 线 端的 电压 V 与 磁场 B 有 关 . 略 去 绕 线 中 的 电阻 ,这 
电压 V 便 与 3B/at 成 正比 . 自 感 工 是 与 31/9i 的 比 ( 见 $17-7), 因 此 就 涉及 到 铁 中 B 与 H 
的 关系 . 由 于 BB 远大 于 政 , 所 以 我 们 在 电感 中 得 到 很 大 的 倍数 . 从 物理 上 讲 ,发生 的 情况 是 : 
在 线圈 里 的 小 电流 ,通常 产生 一 个 小 磁场 ,在 铁 里 就 会 引起 从 属 的 小 磁体 全 都 排列 整齐 , 因 
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而 产生 了 一 个 比 绕组 里 的 外 电流 要 大 得 惊人 的 “磁化 "电流 ,似乎 流 经 线圈 的 电流 比 实际 的 
电流 大 得 多 了 . 当 我 们 把 电流 的 方向 反 转 时 ,所 有 这 些小 磁体 都 翻转 过 来 一 一 所 有 那些 内 在 
电流 都 反 转 了 方向 一 一 从 而 得 到 一 个 比 没 有 铁 时 高 得 多 的 感 生 电 动 势 . 如 果 我 们 要 计算 自 
感 , 则 可 通过 能 量 来 做 一 一 如 在 $ 17-8 中 所 描述 的 那样 . 从 电流 源 释 放出 来 的 能 量 的 时 间 
变化 率 为 TV. 电压 V 等 于 该 铁 芯 的 截面 积 4 , 乘 以 N, 再 乘 以 dB/dz. 根据 式 (36. 20), I = 
(ec LAN)H., 因而 我 们 有 


A dB 
Y= (oc lA)H EP 


对 时 间 积 分 ,得 到 
= (ocr) | HaB. (36. 21) 


注意 !A 乃 是 该 环 的 体积 ,所 以 我 们 已 证 明 在 一 磁性 材料 中 的 能 量 密度 w= U/ 体积 ,由 下 式 
给 出 : 
让 oc*|HaB. (36. 22) 


这 里 包含 着 一 个 重要 的 特点 . 当 我 们 应 用 交 变 电流 时 , 铁 环 中 的 磁性 被 迫 循 着 一 条 磁 港 
回 线 变动 .由 于 B 并 非 互 的 一 个 单 值 函数 ,所 


以 环绕 一 个 完整 循环 的 | HdB 积分 不 会 等 


零 , 而 等 于 该 磁 滞 曲线 所 包围 的 面积 . 这 样 , 策 
动 源 在 一 周期 内 就 会 付出 一 定 的 净 能 一 一 一 个 
正比 于 磁 滞 回 线 内 面积 的 能 量 . 而 这 些 能 量 “ 损 
失 " 了 . 这 种 损失 是 由 维持 该 电磁 现象 而 造成 
的 ,但 却 变 成 了 铁 里 的 热量 ,这 称 为 磁 滞 损耗. 
为 了 确保 这 种 能 量 损失 得 少 一 点 ,我 们 希望 磁 
滞 回 线 尽 可 能 窄 一 些 . 减少 回 线 面积 的 一 种 办 
法 是 将 每 周 中 场所 达到 的 峰值 降低 . 对 于 较 小 
峰值 的 场 ,我 们 可 得 到 一 条 像 图 36-9 所 示 的 那 
种 磁 汪 曲线. 并且 ,具有 十 分 狭窄 回 线 的 特殊 材 
料 亦 已 设计 出 来 . 那 种 所 谓 变压器 用 铁 一 一 含 
有 少量 硅 的 铁合金 一 一 就 是 为 了 具有 这 种 特性 
而 被 研究 出 来 的 . 

当 电 感 环 绕 一 小 磁 滞 回 线 运行 时 ,B 和 五 的 
关系 可 用 一 个 线性 方程 来 近似 . 人 们 经 常 写成 
B= 1H. (36. 23) 
常数 jy 并 非 我 们 以 前 曾 用 过 的 磁 矩 , 它 称 为 该 铁 的 磁 导 率 ( 有 时 称 为 “相对 磁 导 率 "”). 普通 铁 

的 磁 导 率 其 典型 值 为 几 干 . 有 几 种 像 “ 超 透 磁 合金 "的 那 类 特殊 合金 ,做 导 率 可 高 达 一 兆 . 
如 果 我 们 把 B = pH 这 种 近似 式 应 用 到 式 (36. 21) 中 去 , 则 可 将 一 -环形 电感 中 的 能 量 写成 


2 
U = (ec aa = (welA) ee (36. 24) 


图 36-9 一 条 未 达到 人 饱和 的 磁 汪 回 线 
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因而 能 量 密度 近似 地 为 


2 
oC 2 
uN -oH . 


现在 可 令 式 (36. 24) 中 的 能 量 等 于 电感 的 能 有 量 LT/2, 并 解 出 L. 从 而 获得 
L= (Coca)p(#). 


利用 来 自 式 (36. 20) 的 H/T, 就 有 
二 位 ciA， (36. 25) 

自 感 与 4w 成 正比 . 如 果 你 想 要 有 为 声 频 放大 器 这 类 东西 所 用 的 电感 ,你 就 得 尝试 将 其 运用 于 
B-H 关系 尽 可 能 线性 的 那 种 磁 滞 回 线 上 (你 会 记得 ,我 们 曾 在 第 1 卷 第 50 章 中 谈论 过 关于 
非 线 性 系统 中 谐 波 产生 的 事 ). 对 于 这 样 的 目的 , 式 (36. 23) 乃 是 一 个 有 用 的 近似 . 反之 ,如 果 
你 希望 产生 谐 波 , 则 可 以 采用 一 种 故意 按 高 度 非 线性 方式 运作 的 电感 . 此 时 你 就 得 利用 全 部 
B-H 曲线 ,并 用 图 解法 或 数值 计算 法 来 分 析 所 发 生 的 情况 . 

变压器 通常 是 把 两 个 线圈 套 在 同一 个 磁性 材料 的 环 或 芯 上 制 成 的 (对 于 较 大 型 的 变 压 
器 ,为 了 方便 起 见 , 铁 芯 是 按 和 矩形 的 尺寸 比例 制作 的 ). 这 样 在 “ 原 ” 绕 组 中 变化 着 的 电流 就 会 
引起 铁 芯 中 磁场 的 变化 ,而 磁场 的 变化 又 在 “ 副 " 绕 组 中 感 生 一 电动 势 . 由 于 穿 过 两 绕组 中 每 
熙 的 磁 通 量 都 相同 ,所 以 两 绕组 中 的 电动 势 比值 就 与 其 读数 的 比值 相同 . 这 样 加 于 原 绕组 上 
的 电压 就 在 副 绕 组 中 转变 成 不 同 的 电压 . 由 于 为 了 产生 必需 的 磁场 变化 就 要 求 环绕 铁 芯 : 
某 个 净 电 流 , 因 而 两 绕组 中 的 电流 代数 和 就 被 确定 ,并且 等 于 所 必需 的 “起 磁 " 电 流 . 若 从 副 
绕组 取出 的 电流 增加 , 则 原 绕组 中 的 电流 也 应 按 比例 增加 -一 和 电压 的 变换 相同 ,也 有 电流 
方面 的 相互 “变换 ”. 


$36-5 电 磁 铁 


现在 让 我 们 来 讨论 一 种 稍微 复杂 些 的 实际 情况 . 假设 有 一 块 如 图 36-10 所 示 的 .形式 相 
当 标准 的 电磁 铁 一 一 由 一 块 “C 形 " 思 铁 以 及 绕 在 这 块 罗 铁 上 的 多 苗 导 线圈 制 成 . 缝隙 中 的 
磁场 B 将 会 怎样 呢 ? 

如 果 缝 除 厚 度 比 所 有 其 他 尺寸 都 小 , 则 作为 一 级 
近似 ,可 以 认为 B 线 将 环绕 整个 回路 ,正如 它们 在 铁 环 
中 所 表现 的 那样 . 它们 看 来 有 点 像 图 36-11(a) ,在 缝隙 
处 往往 散 开 一 些 , 但 若 缝隙 很 窄 , 则 这 种 散 开 只 是 一 个 微 
小 的 效应 . 假设 通过 示 铁 任 一 截面 的 B 通 量 是 一 个 常 
数 ,这 是 一 个 相当 好 的 近似 . 如 果 示 铁 具 有 均匀 的 横 截面 
积 一 一 而 我 们 又 忽略 在 缝隙 处 和 在 转弯 处 的 任何 边界 
效应 一 一 那么 便 可 以 讲 , 环 绕 二 铁 的 B 是 均匀 的 . 

并 且 , 在 缝隙 中 B 将 有 同样 的 数值 ,这 是 从 式 
(36. 16) 得 出 来 的 结论 . 试想 象 如 图 36-11(b) 所 示 的 闭 
合 曲 面 S, 它 的 一 个 面 位 于 颖 隙 中 而 另 一 个 面 位 于 铁 图 36-10 电磁 铁 
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中 ,从 这 个 闭合 曲面 跑 出 米 的 总 B 通 量 必 为 零 . 如 果 把 缝 阶 中 的 场 称 为 B ,而 把 铁 里 的 场 称 
为 B: , 则 我 们 得 
BA 一 BA: = 0. 


由 于 A, = 4: (在 我 们 的 近似 程度 下 ) ,所 以 可 推断 B, = 了 B:. 


B.,H, 
> 7 
pd Nd A i 
pr 0 ar ra 


SA 


NY 


(b) 


图 36-11 电磁 铁 的 截面 


现在 让 我 们 来 看 看 互 . 可 以 仍然 利用 式 (36. 19) ,环绕 图 36-11(b) 中 的 曲线 下 进行 线 积 
分 . 右边 照旧 是 NT, 即 臣 数 乘 电 流 . 然而 ,现在 铁 里 和 空气 中 的 互 将 不 相同 . 称 铁 里 的 场 为 
Hi ,环绕 亏 铁 的 路 径 长 度 称 为 /; , 则 这 一 部 分 的 曲线 将 对 该 积分 贡献 县 ;ls ; 把 缝隙 里 的 
场 称 为 Hi ,假定 缝隙 厚度 为 4 , 则 可 获得 来 自 缝隙 的 贡献 Hi4. 于 是 我 们 有 


Bg Hili + Hul, - (36. 26) 

现在 还 知道 另外 一 些 情况 :由 于 在 空气 颖 险 
里 磁化 强度 可 以 忽略 ,因而 B, = Hi. 由 于 Bi = 
B;, 所 以 式 (36. 26) 变 成 


Bsli + Hals = 车， (36. 27) 

我 们 仍然 有 两 个 未 知 数 . 为 了 求 得 B, 和 五 , ,还 需 

要 男 一 个 关系 式 一 一 即 把 铁 中 的 B,，H 联系 起 来 
的 关系 式 . 

如 果 可 作 B: = jyH; 这 个 近似 , 则 就 能 用 代数 

法 求解 上 述 方程 . 然而 ,让 我 们 考虑 普遍 的 情况 ， 

即 其 中 铁 的 磁化 曲线 如 图 36-8 所 示 . 我 们 希望 得 

到 的 就 是 这 个 函数 关系 与 式 (36. 27) 结 合 后 的 联 

立 解 . 这 个 解 可 以 这 样 找到 ,通过 把 式 (36. 27) 的 

图 36-12 求解 电磁 铁 中 的 场 曲线 和 磁化 曲线 画 在 同一 个 图 上 ,如 图 36-12 所 
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示 , 两 条 曲线 相交 之 处 ,就 是 我 们 要 求 的 解 . 

对 于 一 给 定 电流 7, 函数 式 (36. 27) 就 是 图 36-12 中 标明 工 > 0 的 直线 . 该 线 与 后 轴 
(B, = 0) 相交 于 H; = NI/(wc?ls) 处 ,而 其 斜率 为 一 174. 不 同 的 电流 仅仅 是 沿 水 平方 向 
移动 该 直线 . 从 图 36-12 我 们 看 到 ,对 于 一 给 定 电流 可 以 有 几 个 不 同 的 解 ,这 取决 于 你 怎样 
到 达 那 里 . 如 果 你 刚好 制 成 该 块 磁铁 ,并 接 通 电流 而 上 升 到 了 了 , 则 场 B,( 也 即 B, 场 ) 的 值 就 
将 有 点 a 给 出 . 如 果 你 已 经 使 电流 达到 某 个 很 大 的 值 ,而 下 降 至 1, 则 场 将 由 点 45 给 出 . 或 
者 ,如 果 在 磁铁 中 你 刚好 有 一 个 高 负 值 电流 然后 才 把 它 升 高 至 了, 则 场 就 是 c 点 处 的 场 . 因 
此 ,缝隙 里 的 场 将 取决 于 你 在 过 去 做 过 的 事情 . 

当 磁 铁 中 的 电流 为 零 时 , 式 (36. 27) 中 Bs 和 甩 ; 的 关系 式 用 图 中 标明 为 1= 0 的 那 条 直 
线 来 表示 . 仍然 存在 各 种 可 能 的 解 . 如 果 你 先 使 铁 达到 了 饱和 , 则 可 能 存在 一 个 由 d 点 给 出 
的 、 在 磁铁 里 相当 大 的 剩余 磁场 . 你 可 以 将 线圈 除 掉 , 从 而 得 到 一 个 永久 磁体 . 由 此 可 见 ,车 
要 制 成 一 块 优 质 永久 磁 体 ,你 必须 要 有 宽 磁 灌 回 线 的 材料 . 诸如 铝 镍 钴 V 族 那 类 特种 合 
就 具有 很 宽阔 的 磁 洲 回 线 . 


336-6 自发 磁化 


现在 要 转 到 这 样 一 个 问题 上 来 ,为 什么 在 铁 磁 性 材料 中 一 个 小 磁场 就 会 产生 那么 大 的 
磁化 强度 , 诸如 铁 和 镍 那 种 铁 磁性 材料 的 磁化 强度 来 自 原子 内 壳 层 中 电子 的 磁 矩 . 每 个 电子 
都 具有 等 于 9/(2m) 乘 以 其 g 因子 、 再 乘 以 其 角 动量 J 的 磁 矩 A. 对 于 不 具有 净 轨 道 运动 的 
单个 电子 , g = 2, 而 J 在任 一 方向 一 一 比如 在 x 方向 一 一 上 的 分 量 为 土 i/2, 因 而 沿 z 轴 的 
磁 矩 分 量 为 


六 一 台 一 0.928X 102 Amz. (36. 28) 


一 个 铁 原子 中 ,实际 上 存在 两 个 对 铁 磁 性 有 贡献 的 电子 . 为 了 使 讨论 比较 简单 ,我 们 将 谈 谈 
关于 镍 的 磁性 , 它 是 与 铁 相似 的 一 种 铁 磁性 材料 ,不 过 在 其 内 壳 层 中 只 有 一 个 电子 . 不 难 把 
该 论证 推广 到 铁 的 情况 ， 

现在 的 要 点 在 于 ,在 一 外 加 场 B 存在 的 情况 下 ,那些 原子 磁体 倾向 于 随 场 整齐 排列 ,但 
受到 热 运 动 的 冲撞 ,正如 同 我 们 对 顺 磁 性 材料 曾 描述 的 那样 .在 上 一 章 中 ,我 们 曾 找 出 企图 
把 原子 磁体 排列 整齐 的 场 与 力图 把 它们 打 乱 的 热 运动 之 间 的 平衡 会 产生 出 这 样 的 结果 , 即 
单位 体积 内 的 平均 磁 和 矩 最 后 应 为 


M= Nutan h 6 (36. 29) 


所 谓 Be。 ,我 们 意 指 作用 于 原子 .上 的 场 ,kT 为 玻 耳 效 曼 能 量 . 在 顺 磁 性 理论 中 ,我 们 不 过 是 用 
B 本 身 表示 B。 ,忽略 了 由 附近 其 他 原子 在 任何 给 定 原子 处 贡献 的 那 部 分 场 . 在 铁 磁性 情况 
下 , 却 存在 一 种 复杂 性 . 我 们 不 应 当 用 铁 里 的 平均 场 表示 作用 于 单个 原子 上 的 B。. 相反 ,我 
们 必须 像 在 电介质 情况 下 所 做 过 的 那样 来 处 理 一 一 我 们 必须 求 出 作用 于 单个 原子 上 的 局 域 
磁场 . 在 精密 计算 中 ,我 们 应 当 把 由 晶 格 中 所 有 其 他 原子 对 该 有 关 原子 所 贡献 的 场 都 相 加 起 
来 . 但 正如 我 们 对 电介质 所 做 过 的 那样 ,将 做 这 样 的 近似 , 即 在 一 个 原子 处 的 场 与 我 们 在 该 
材料 内 一 个 小 球形 空 穴 中 可 能 找到 的 场 相同 一 一 假定 其 邻近 原子 的 磁 矩 都 不 会 因 该 空 穴 的 
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存在 而 改变 . 
根据 我 们 曾 在 第 11 章 中 所 做 的 论证 ,也 许 认 为 可 能 写成 


起 一 了 十 本- ( 错 了 1)， 
但 这 却 不 正确 . 然而 ,如 果 我 们 把 第 11 章 中 的 式 子 和 本 章 中 有 关 铁 磁性 的 方程 仔细 比较 一 
下 ,就 会 发 现 那 里 的 一 些 结果 还 是 可 以 利用 的 . 让 我 们 把 对 应 的 方程 放 在 一 起 ,对 不 存在 传 
导电 流 或 传导 电荷 的 那 种 区 域 ,我 们 就 有 : 


静电 学 静 铁 磁性 
v: (E+E)=0 V.B 一 
(36. 30) 
VXE=0 vx (B— 总 )=0 
《0C 
这 两 组 方程 可 以 认为 彼此 相 类 似 ,只 要 做 出 如 下 的 纯 数学 性 对 应 : 
E~B—24, 已 十 二 一 了 
这 与 做 出 下 列 的 类 比 相 同 ; 
E~H, P— M/c. (36. 31) 
换 句 话说 , 若 我 们 将 铁 磁性 的 方程 写成 
V. (H+ 总 )=0， 
oc (36. 32) 


VxH=0, 
那么 它们 看 起 来 就 很 像 静电 学 方程 了 . 

这 种 纯 代数 的 对 应 性 ,过 去 曾经 引起 过 某 些 混乱 . 人 们 往往 认为 H 就 是 “磁场 ”. 可 是 ， 
正如 我 们 已 经 明白 ,在 物理 上 B 和 E 才 是 基本 场 ,而 H 只 是 一 种 生生 出 来 的 概念 . 所 以 尽管 
方程 式 彼此 类 似 ,但 其 物理 意义 却 不 类 似 . 然而 ,这 不 会 阻止 我 们 去 运用 相同 方程 具有 相同 
解答 的 原理 . 

可 以 利用 关于 电介质 中 各 种 不 同形 状 空 穴 里 电场 的 以 前 结果 概括 在 图 36-1 内 的 
场 一 一 来 找 出 在 各 对 应 空 穴 中 的 场 H. 一 旦 知道 了 HH, 便 叮 以 确定 B. 例如 (利用 那些 我 们 在 
第 1 节 中 总 结 出 来 的 结果 ) ,在 一 个 平行 于 M 的 针 状 空 穴 中 , 场 H 与 在 材料 里 的 H 相同 ， 

Hax = Hyg. 
但 由 于 空 穴 中 的 M 等 于 零 , 所 以 得 


Ba 一 Bi# 一 EL 风 (36. 33) 


《0C 


另 一 方面 ,在 一 个 垂直 于 M 的 盘 状 空 穴 中 ,我 们 有 


Esx = ExsnF 十 三 ， 
D 
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这 可 转换 成 is = Hwg 起 


或 者 用 B 来 表示 , 则 为 
Ba 加 材料 。 (36. 34) 


最 后 ,对 于 一 个 球状 空 穴 ,通过 与 式 (36. 3) 做 类 比 ,我 们 应 有 


__ _M 
Hai = 再 村 村 十 3 


或 
Bsn = Bi — 之 至 (36. 35) 


3 ¢oc? 


这 一 结果 与 我 们 以 前 对 于 所 得 的 结果 很 不 相同 . 

当然 ,通过 直接 利用 麦克 斯 韦 方程 组 ,有 可 能 用 更 加 物理 的 方式 来 获得 这 些 结果 . 例如 ， 
式 (36. 34) 就 是 直接 从 VV.B = 0 推 得 的 (你 可 以 用 一 个 一 半 在 材料 里 而 另 一 半 在 材料 外 的 
高 斯 面 ). 同 理 ,你 可 以 通过 利用 沿 一 条 在 空 穴 内 部 往 上 而 通过 材料 后 又 返回 的 曲线 的 线 积 
分 而 得 到 式 (36. 33). 在 物理 上 , 空 穴 中 的 场 ,由 于 表面 电流 一 一 那 是 由 VXM 提 供 的 一 一 而 
被 削弱 了 . 式 (36. 35) 也 可 通过 考虑 该 球形 空 穴 边界 上 的 表面 电流 效应 而 获得 . 我 们 将 把 它 
留 给 你 们 去 证 明 . 

为 了 由 式 (36. 29) 求 得 平衡 时 的 磁化 强度 ,事实 证 明 , 最 方便 的 乃 是 同 H 打交道 ,从 而 


写 出 
2 


7。 
《0C 


B. = HA (36. 36) 
在 那 球形 空 穴 的 近似 中 ,我 们 应 该 有 X = 1/3, 但 是 ,正如 你 将 会 看 到 的 ,我 们 以 后 要 用 到 某 
个 其 他 值 , 因 而 就 保留 它 作为 一 个 可 调 参 数 . 而 且 ,我 们 还 将 假定 所 有 的 场 都 在 同一 个 方向 
上 ,以 致 无 需 去 担心 那些 矢量 的 方向 . 假如 现在 将 式 (36. 36) 代 入 式 (36. 29) 中 ,就 会 有 一 个 
把 磁化 强度 M 与 磁化 场 日 相 联系 的 方程 ; 


2 
M = Natanhy [+]. 


kT 
然而 ,这 是 一 个 不 可 能 明显 解 出 的 方程 ,因而 将 用 图 解法 解 它 . 
让 我 们 把 式 (36. 29) 写 成 


屿 < = tanh z (36. 37) 
而 将 问题 置 于 一 种 普遍 形式 中 ,其 中 Maa 为 磁化 .10 ES 
强度 的 饱和 值 , 即 Np, 而 xz 则 代表 jpB/AkT). 三 三 ,一 
M/Mw%n 对 工 的 依存 关系 由 图 36-13 中 的 曲线 a 
表示 . 我 们 也 可 以 把 z 写成 M 的 函数 一 一 利用 99 
关于 B。 的 式 (36. 36) 一 一 为 
M 0 
= 你- 外 +|2 全 和 | 六 0 0.5 i 15 六 


(36. 38) 图 36-13 (36. 37) 和 (36. 38) 两 方程 的 图 解法 
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对 于 任何 给 定 的 互 值 ,这 是 M/Mwn 与 x 间 的 直线 关系 式 .工交 点 在 x 二 jyH/A(kT) 处 ,而 其 
斜率 为 oc*kT/(jAMwn). 对 丁 某 个 特定 的 五 ,我 们 会 有 一 条 像 图 36-13 中 标明 为 5 的 直线 . 
曲线 a 与 直线 6 的 交点 向 我 们 提供 了 关于 MA/Mwn 的 解 . 这 样 我 们 就 把 问题 解决 了 . 

让 我 们 看 一 看 ,各 种 不 同情 况 下 的 解答 将 会 怎样 . 我们 从 五 = 0 开始 . 有 两 种 可 能 情 
况 , 分 别 用 图 36-14 中 的 6 和 bs 两 直线 表示 . 你 将 从 式 (36. 38) 注 意 到 ,直线 的 斜率 与 绝对 
温度 工 成 正比 ,因此 ,在 高 漫 时 就 会 有 一 条 像 b 的 线 ,其 解答 为 M/Mwn 王 0. 当 磁 化 场 电 
为 零 时 ,磁化 强度 也 为 零 . 但 在 低温 时 ,我 们 会 有 一 条 像 b 的 线 ,而 对 于 M/Mwn 就 有 两 个 
解答 一 一 一 个 是 M/Mwa 二 0, 而 另 一 个 是 M/Mwn 接 近 于 1. 事实 证 明 , 只 有 那个 较 高 的 解 
才 是 稳定 的 一 一 正如 你 可 以 通过 考虑 围绕 这 些 解 的 微小 变化 所 看 到 的 那样 . 

于 是 ,按照 这 些 概念 ,磁性 材料 在 足够 低 的 
温度 下 会 身 发 地 使 本 身 磁化 . 总 之 , 当 热 运动 足 
够 小 时 ,原子 磁体 间 的 耦合 作用 就 会 导致 它们 全 
部 互相 平行 地 排列 起 来 一 一 我 们 就 有 了 一 种 与 
第 11 章 中 讨论 过 的 铁 电 性 相似 的 永 磁 材料 . 

若 我 们 从 高 温 出 发 而 逐渐 降低 温度 , 则 存在 
一 个 称 为 居 里 温度 Tc 的 临界 温度 ,在 那里 铁 磁 
性 行为 突然 出 现 . 这 一 温度 对 应 于 图 36-14 中 的 


0 05 1.0 六 直线 6b, 它 与 曲线 a 相 切 ,因而 具有 等 于 1 的 斜 
图 36-14 求 出 当 互 = 0 时 的 磁化 强度 率 . 届 里 温度 由 下 式 给 出 : 
‘cs kTe = 
ANT 一 1. (36. 39) 


如 果 我 们 乐意 的 话 ,可 以 利用 Te 将 式 (36. 38) 写 得 更 简单 些 : 


nH Tl M » 


ET + 7 (Ma 


现在 要 来 看 看 ,对 于 小 的 磁化 场 五 会 发 生 什 么 情况 . 我 们 可 以 从 图 36-14 看 到 ,如 果 将 
那些 直线 稍微 往 右 移动 一 下 事情 会 怎样 进行 . 对 于 低温 情况 ,交点 将 沿 着 曲线 a 的 低 斜 率 部 
分 移出 一 点 点 ,而 M 就 将 改变 得 相对 少 一 点 . 然而 ,对 于 高 温情 况 ,交点 却 沿 曲线 a 的 陡峭 
部 分 往 上 升 ,而 M 便 将 改变 得 相对 快 一 些 . 实际 上 ,可 以 将 曲线 a 的 这 一 部 分 用 一 条 具有 单 
位 斜率 的 直线 来 做 近似 ,并 写成 : 


os (36. 40) 


现在 就 可 以 解 出 M/Mwn : 


Mm i ECT— Ty) (36, 41) 
这 里 有 一 条 有 些 像 顺 磁性 中 有 过 的 定律 . 关于 顺 磁性 ,我 们 曾 有 
M HB 


Mm ET (36. 42) 
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此 刻 的 一 个 差别 在 于 ,我 们 有 一 个 用 日 表示 的 磁化 强度 ,而 H 包含 了 各 原子 磁体 相互 作用 
的 某 些 效 应 ,但 主要 的 差别 还 在 于 ,磁化 强度 是 与 和 Tc 之 间 的 差 值 成 反比 ,而 不 仅仅 与 
绝对 温度 T 成 反比 . 略 去 相 邻 原子 间 的 相互 作用 就 相当 于 选取 和 = 0, 根据 式 (36. 39) 这 意 
味 着 取 Te = 0. 于 是 结果 正好 就 是 第 35 章 中 我 们 有 过 的 . 

可 以 把 有 关 镍 的 理论 图 像 与 实验 数据 核对 一 下 . 在 实验 上 已 经 观测 到 , 当 温 度 升 高 至 超 
过 631 K 时 镍 的 铁 磁性 特征 便 消 失 了 .我 们 可 将 此 值 与 由 式 (36. 39) 计 算出 来 的 Te 相 比 
较 . 记 住 Mei 三 Ny, 则 有 


根据 镍 的 密度 和 原子 量 , 可 以 得 到 
N= 9.1 X 108 m-3， 


从 式 (36. 28) 取 A, 并 设 于, 则 得 


c 一 0.24 开 . 
存在 的 误差 约 等 于 2 600 倍 ! 我 们 关于 铁 磁性 的 理论 完全 失败 了 
可 以 像 外 斯 (Weiss) 曾 经 做 过 的 那样 ,通过 说 明 由 于 某 种 未 知 原因 ,2 不 是 等 于 三 分 之 
一 ,而 是 等 于 (2 600) X 村 一 或 约 900 一 一 尝试 “修补 "我 们 的 理论 . 结果 是 人 们 对 像 铁 那 
样 的 其 他 铁 磁性 材料 获得 了 一 些 相似 的 值 . 为 了 弄 清 楚 这 意味 着 什么 , 让 我 们 回 到 式 
(36. 36) 上 去 . 我 们 看 到 ,一 个 大 的 4 值 意味 着 作用 于 原子 上 的 局 部 场 B。 似乎 比 我 们 所 想 
到 的 要 大 得 多 . 事实 上 , 若 写 成 H = B 一 M/(wc*), 则 有 
B. = B+ SO— PY, 


oc 


按照 我 们 原来 的 意思 一 一 令 》 = 村 一 一 局 部 磁化 强度 M 使 有 效 场 B。 减少 了 量 一 竺 M/n、 


即使 我 们 关于 球形 空 穴 的 模型 不 是 很 好 ,仍然 预期 会 有 某 些 减 弱 . 与 此 相反 ,为 了 解释 铁 磁 
现象 ,我 们 必须 想象 场 的 磁化 作用 会 把 局 部 场 增强 某 个 巨大 一 一 比如 一 干 或 更 大 一 一 的 倍 
数 . 似乎 没有 任何 合理 办 法 能 在 一 个 原子 附近 造成 这 么 巨大 的 场 一 一 甚至 适当 符号 的 场 也 
都 不 可 能 ! 显然 ,我 们 关于 铁 磁 性 的 “ 磁 " 性 理论 是 一 场 可 悲 的 失败 . 因此 必然 得 出 结论 , 铁 
磁性 必定 与 相 邻 原子 中 自 旋 电子 间 的 某 种 非 磁性 相互 作用 有 关 . 这 种 相互 作用 必然 会 产生 
一 种 强大 的 趋势 ,使 所 有 邻近 的 自 旋 都 沿 一 个 方向 整齐 排列 . 以 后 我 们 将 会 明白 这 必须 用 量 
子 力 学 以 及 泡 利 不 相 容 原理 来 处 理 . 

最 后 ,我们 来 考察 在 低温 时 一 一 即 TT 过 Te 所 发 生 的 情况 .我 们 已 经 看 到 ,此 时 将 
有 一 种 自发 磁化 一 一 即使 H=0 由 图 36-14 中 曲线 a 与 2 的 交点 给 出 . 如 果 对 于 不 同 
的 温度 一 一 通过 变更 直线 b, 的 斜率 一 一 解 出 M, 则 我 们 就 能 得 到 如 图 36-15 所 示 的 那 条 曲 
线 . 对 于 所 有 其 中 原子 磁 矩 都 起 因 于 一 个 单独 电子 的 铁 磁 性 材料 来 说 ,这 条 曲线 应 该 是 相同 
的 .对 于 其 他 材料 的 曲线 ,只 稍微 有 点 不 同 . 

在 极限 的 情况 下 ,如 工 趋 向 于 绝对 零度 时 ,M 变 成 Ma. 当 温 度 升 高 时 ,磁化 强度 会 逐 
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渐 减 少 ,至 居 里 温度 的 就 降 为 零 .图 36-15 中 的 那些 点 是 镍 的 实验 观测 值 . 它们 与 该 理论 曲 


0 0.5 1.0 
TT. 


图 36-15 镍 的 自发 磁化 作为 温度 的 函数 


线 符合 得 相当 好 . 尽管 我 们 并 不 理解 其 基本 机 制 ， 
但 理论 的 一 般 特征 似乎 是 正确 的 . 

最 后 ,在 我 们 尝试 理解 铁 磁性 时 ,还 有 一 个 更 
令 人 烦恼 的 误差 . 我 们 已 发 现 ,在 高 于 某 一 温度 时 
该 材料 的 性 能 应 该 像 顺 磁 物 质 ,其 磁化 强度 M 与 
及 (或 B) 成 正比 ;而 在 低 于 该 温度 时 则 它 应 变 成 
自发 磁化 . 但 那 不 是 我 们 测定 铁 的 磁化 曲线 时 所 
求 得 的 . 只 有 在 我 们 使 它 “ 磁 化 "之 后 , 它 才 会 变 成 
永久 磁化 . 按照 刚才 所 讨论 的 意思 , 它 就 应 当 本 身 
磁化 ! 毛病 出 在 哪里 呢 ? 噢 ! 事实 证 明 , 如 果 你 
对 一 块 足够 小 的 铁 或 镍 晶体 进行 观察 , 则 它 的 确 
是 完全 磁化 了 的 ! 但 在 一 大 块 铁 中 ,就 有 许多 沿 
不 同方 向 被 磁化 了 的 区 域 或 “ 畴 ”, 以 致 在 大 的 尺 
度 范 围 内 平均 磁化 强度 似乎 为 零 . 然而 ,在 每 个 小 


畴 中 , 铁 具 有 被 锁 住 的 、 几 乎 等 于 Mw 的 磁化 强度 M. 这 种 畴 结构 的 重要 性 在 于 ,大 块 材 料 
的 整体 性 质 与 实际 进行 处 理 的 微观 性 质 是 很 不 相同 的 . 我 们 将 在 下 一 次 演讲 中 介绍 大 块 磁 


性 材料 的 实际 行为 . 


第 37 章 磁性 材料 


§37-1 已 知 的 铁 磁 性 


在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 铁 磁性 材料 和 其 他 一 些 奇异 磁性 材料 的 行为 和 特点 . 然而 ,在 对 
磁性 材料 进行 研究 以 前 ,我 们 将 十 分 迅速 地 复习 一 下 上 一 章 中 学 过 的 某 些 有 关 磁 铁 方面 的 
普遍 理论 . 

首先 ,想象 材料 内 部 引起 磁性 的 原子 电流 ,然后 再 用 体 电流 密度 jak = VX M 来 描述 
它 . 我们 要 强调 ,这 并 不 认为 它 代 表 那 些 实际 电流 . 当 磁化 强度 均匀 时 ,电流 也 并 非 真 的 恰好 
互相 抵消 . 也 就 是 说 ,在 某 原子 中 一 个 电子 的 旋转 电流 与 在 另 一 个 原子 中 一 个 电子 的 旋转 电 
流 并 不 会 以 这 样 的 方式 交 普 ,以 致 其 总 和 恰好 等 于 零 . 即使 在 单个 原子 内 部 ,磁性 的 分 布 也 
不 是 平滑 的 . 例如 ,在 铁 原子 中 ,磁化 强度 被 分 布 在 一 个 近似 是 球形 的 壳 层 上 , 它 既 不 很 靠近 
核 ,也 不 离 核 太 远 . 因而 ,物质 中 的 磁性 就 其 细节 而 言 是 很 复杂 的 事情 , 它 非常 不 规则 . 然而 ， 
我 们 现在 不 得 不 略 去 这 种 细致 的 复杂 性 ,而 从 整体 的 ,平均 的 观点 来 讨论 那些 现象 . 于 是 在 
任何 比 原子 大 的 有 限 范围 内 , 当 M = 0 时 ,在 内 部 区 域 里 的 平均 电流 确实 为 零 . 因此 ,在 目 
前 我 们 正在 考虑 的 程度 ,所 亩 单位 体积 的 磁化 强度 以 及 jw 等 等 ,我 们 指 的 都 是 在 比 单个 原 
子 所 占 空间 要 大 的 区 域 里 的 平均 

在 上 一 章 中 ,我 们 也 曾 发 现 铁 磁 材料 具有 如 下 的 重要 性 质 :在 超过 某 一 温度 时 , 它 并 不 
具有 强 磁性 ,而 在 这 一 温度 之 下 才 会 变 得 有 磁性 . 这 个 事实 不 难 被 演示 出 来 . 一 段 镍 线 在 室 
温 时 会 被 一 块 磁铁 吸引 . 然而 ,如 果 用 煤气 火焰 把 它 加 热 至 高 于 其 居 里 点 时 , 则 它 便 变 成 非 
磁性 体 ,此 时 即使 被 带 至 磁铁 近 旁 ,也 不 会 为 磁铁 所 吸引 . 如 果 让 它 在 磁铁 近 旁 冷却 , 则 当 温 
度 降 至 临界 温度 以 下 时 便 会 突然 再 度 被 磁铁 吸引 ! 

我 们 将 采用 的 有 关 铁 磁性 的 普遍 理论 ,假定 电子 的 自 旋 导 致 了 磁性 . 电子 的 自 旋 为 1/2 
并 带 有 一 个 玻 尔 磁 子 的 磁 矩 y = js = q.h/(2m). 电子 自 旋 可 “向 上 ”也 可 “向 下 ”, 由 于 电子 
有 负电 荷 ,所 以 当 其 自 旋 “ 向 上 "时 ,就 有 一 个 负 的 矩 , 而 当 其 自 旋 “ 向 下 "时 则 有 一 个 正 的 失 . 
按照 我 们 常用 的 惯例 ,电子 的 磁 矩 & 与 其 自 旋 反 向 , 我 们 已 求 得 一 个 磁 偶 极 子 在 给 定 外 加 
磁场 B 中 的 取向 能 为 一 .. B, 可 是 一 个 自 旋 电子 的 能 量 也 取决 于 邻近 自 旋 的 排列 情况 . 在 
铁 中 , 若 附 近 一 原子 的 磁 矩 “向 上 ”, 则 与 之 相 邻 的 另 一 原子 就 有 使 其 本 身 磁 炬 也 同样 “向 上 "” 
的 强烈 倾向 . 这 就 是 促使 铁 、 钴 、 镍 等 具有 如 此 强大 磁性 的 因素 一 一 磁 炬 全 都 必须 互相 平行 . 
我 们 不 得 不 讨论 的 第 一 个 问题 就 是 这 个 为 什么 . 

量子 力学 发 展 起 来 之 后 不 久 , 人 们 就 注意 到 存在 一 个 很 强 的 表 观 力 一 一 既 不 是 一 种 磁 
力 , 也 不 是 任何 其 他 种 类 的 真实 力 , 而 只 是 一 种 表 观 力 一 试图 把 相 邻 电子 的 自 旋 互 相反 向 
整齐 排列 , 这 些 力 与 化 学 键 力 密切 相关 . 在 量子 力学 中 有 一 个 原理 一 称 为 不 相 容 原理 一 
两 个 电子 不 能 处 于 完全 相同 的 状态 , 即 它们 的 位 置 和 自 旋 取 向 不 能 完全 相同 . 例如 ,车 它们 
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位于 相同 的 地 点 , 则 唯一 可 能 的 就 是 它们 的 自 旋 相 反 . 因此 ,如 果 两 原子 之 间 有 一 个 空间 区 
域 , 电 了 乐于 聚集 在 那里 ( 像 在 化 学 键 中 那样 ) ,而 我 们 也 想 把 另 一 个 电子 放 在 已 经 呆 在 那里 
的 一 个 电子 的 上 面 , 则 唯一 办 法 就 是 将 这 第 二 个 电子 的 自 旋 指向 与 第 一 个 电子 的 自 旋 指向 
相反 . 要 使 它们 的 自 旋 平 行 是 违反 规律 的 ,除非 这 两 个 电子 间 互 相 离 得 很 远 . 这 样 就 产生 了 
一 个 效应 , 即 一 对 互相 靠近 、 自 旋 平 行 的 电子 比 一 对 自 旋 相 反 的 电子 具有 大 得 多 的 能 量 . 净 
效应 好 像 有 一 个 企图 把 自 旋 翻转 过 来 的 力 , 有 时 把 这 种 使 自 旋 翻 转 的 力 称 为 交换 力 ,但 那样 
只 能 使 它 更 加 神秘 一 一 并 不 是 一 个 很 好 的 名 称 . 只 是 由 于 不 相 容 原理 才 使 得 电子 具有 一 种 
促使 其 自 旋 相反 的 倾向 . 事实 上 ,这 就 是 关于 几乎 一 切 物质 都 缺乏 磁性 的 解释 ! 原子 外 部 自 
由 电子 的 自 旋 具有 在 相反 方向 达到 平衡 的 强大 趋势 . 问题 是 要 来 解释 为 什么 像 铁 那样 的 材 
料 其 性 质 恰恰 与 我 们 所 预期 的 相反 . 

对 想象 的 排列 效应 我 们 已 在 能 量 公式 中 加 上 一 个 适当 的 项 而 加 以 概括 了 , 即 假定 如 果 
邻近 的 电子 磁体 具有 平均 磁化 强度 M, 则 电子 的 磁 矩 就 具有 同 邻 近 原子 的 平均 磁化 强度 处 
于 相同 方向 的 强大 趋势 . 这 样 ,就 可 以 将 两 种 可 能 的 自 旋 取向 写成 * : 


自 旋 “ 向 上 ”的 能 量 =+y (H+ )， 
| (37.1) 
自 旋 “ 向 下 " 的 能 量 = 一 z( 世 十 


当 弄 清楚 量子 力学 可 能 会 提供 一 个 巨大 的 自 旋 取 向 力 时 一 一 即使 其 符号 显然 错误 一 一 
人 们 曾 认 为 铁 磁 性 也 许 都 起 源 于 这 同一 种 力 . 由 于 铁 的 复杂 性 以 及 牵涉 到 大 量 电子 ,所 以 这 
互 作用 能 的 符号 计算 结果 相反 . 自从 这 一 主意 被 想 出 来 之 后 一 一 约 在 1927 年 ,当量 子 力学 
开始 被 理解 的 时 候 一 一 许多 人 就 曾 做 出 各 种 估计 和 半 定 量 计算 ,试图 得 到 一 个 关于 》 的 理 
论 预言 . 关于 铁 里 两 电子 自 旋 间 能 量 的 最 新 计算 一 一 假定 该 相互 作用 是 相 邻 原子 里 两 个 电子 
间 的 一 种 直接 相互 作用 一 一 仍然 会 给 出 错误 的 符号 . 目前 对 此 的 理解 依旧 假定 ,情况 的 复杂 性 
不 知道 是 什么 原因 造成 的 ,并 希望 下 一 个 根据 更 复杂 情况 而 进行 计算 的 人 能 获得 正确 答案 ! 

目前 人 们 相信 ,在 内 壳 层 上 一 个 造成 磁性 的 电子 向 上 自 旋 ,力图 使 在 外 层 飞 绕 的 传导 
电子 具有 反 向 白 旋 . 人 们 也 许 期 待 此 事 会 发 生 , 因 为 那些 传导 电子 已 进入 与 “磁性 "电子 
相同 的 区 域 . 由 于 这 些 传 导电 子 到 处 运动 ,它们 可 以 带 着 其 自 旋 已 经 颠倒 的 偏见 来 到 另 
一 个 原子 附近 . 这 就 是 说 ,一 个 “磁性 "电子 企图 强迫 一 个 传导 电子 与 之 反 向 ,此 后 这 传导 
电子 又 会 促使 次 一 个 “磁性 " 电 了 与 它 反 向 , 这 双重 相互 作用 就 等 效 于 企图 使 那 两 个 “ 磁 
性 "电子 平行 排列 的 一 种 相互 作用 . 换 句 话说 ,造成 两 自 旋 平行 的 趋势 是 由 于 一 种 媒介 物 
作用 的 结果 ,这 媒介 物 在 某 种 程度 上 有 与 两 者 都 相反 的 倾向 . 这 个 机 制 并 不 要 求 传导 电 
子 完全 “颠倒 "过 来 . 它们 只 可 以 稍微 有 些 自 旋 向 下 的 偏向 ,刚刚 足够 促使 那些 “磁性 " 电 
子 指向 另 一 方向 . 那些 曾经 计算 过 这 类 事情 的 人 们 目前 认为 这 是 导致 铁 磁 性 的 主要 原 
因 . 但 我 们 必须 强调 ,直到 今天 还 没有 人 只 和 赁 知道 该 材料 在 周期 表 中 的 数目 26 就 能 够 算 
出 4 的 大 小 来 . 总 之 ,我 们 对 它 还 未 充分 了 解 . 


*。 为 了 同上 一 章 的 工作 一 致 ,我 们 用 H = 8 一 M/(wc?), 而 不 是 用 BB 来 写 出 这 些 方程 . 你 也 许 喜 欢 把 
它 写成 U = 土 xB。 = 土 k(B 十 XM/we), 其 中 X= 4 一 1. 但 那 是 同一 件 事 . 
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现在 让 我 们 继续 来 谈 谈 这 个 理论 , 待 以 后 再 回来 讨论 某 一 项 涉及 我 们 对 这 一 问题 的 提 法 
上 的 错误 . 如 果 某 个 电子 的 磁 矩 “向 上 ”, 则 能 量 既 来 自 外 加 磁场 ,也 来 自 使 自 旋 成 为 平行 的 那 
种 倾向 这 两 方面 . 由 于 当 自 旋 互相 平行 时 能 量 较 低 ,所 以 这 效应 有 时 被 认为 是 起 因 于 一 种 "有 
效 内 场 ”. 但 要 记 住 ,这 并 非 由 真实 的 磁力 引起 的 ,而 是 一 种 更 为 复杂 的 相互 作用 . 不 管 怎样 ,我 
们 把 式 (37. 1) 作 为 关于 一 个 “磁性 "电子 的 两 个 自 旋 态 的 能 量 公式 . 在 温度 了 时 ,这 两 个 态 的 
相对 概率 正比 于 e sw , 我 们 可 把 它 写成 e** ,其 中 工 == py[ 晶 十 MA/(we?)]/(&T). 这 样 ， 
若 我 们 计算 磁 矩 的 平均 值 , 则 会 (如 同上 一 章 中 那样 ) 求 得 


M = Nutanh xz. (37. 2) 
现在 ,我 们 想 要 计算 材料 的 内 能 . 我 们 注意 到 一 个 电子 的 能 量 恰好 与 磁 矩 成 正比 ,因而 


平均 能 量 的 计算 就 与 平均 磁 矩 的 计算 相同 一 只 要 在 式 (37. 2) 中 /的 地 方 ,我 们 应 该 写成 
一 pyB 也 即 一 y[H 十 XM/(we*)] .于 是 平均 能 量 为 


(U) yw 一 一 Ny (H+ )tanh X. 


可 是 这 并 不 是 很 正确 的 . 由 于 MA/(we?) 这 一 项 代表 所 有 可 能 的 原子 对 之 间 的 互 作用 ， 
所 以 必须 记 住 ,每 一 对 只 能 计数 一 次 ( 当 我 们 考虑 一 个 电子 在 其 余 电子 的 场 中 的 能 量 、 而 后 
又 考虑 第 二 个 电子 在 其 余 电 子 的 场 中 的 能 量 时 ,我 们 就 已 将 第 一 次 能 量 中 的 一 部 分 多 算 了 
一 次 ). 因此 ,我 们 就 必须 将 相互 作用 的 项 除 以 2, 于 是 有 关 能 量 的 公式 结果 为 


(U) ey =— Ne (H+ 2 )tanhz. (37. 3) 


在 上 一 章 中 ,我 们 曾经 发 现 过 一 件 有 趣事 情 一 一 低 于 某 一 温度 时 ,该 材料 找到 了 一 个 即 
使 没有 外 加 磁化 场 其 磁 矩 也 并 不 是 零 的 方程 组 的 解 . 当 我 们 在 式 (37. 2) 中 令 吾 = 0 时 , 曾 
求 得 


(37.4) 


式 中 Ma 和 二 Ny, 而 Tc = pyAMwin/ 
(kec ). 当 ( 用 图 解法 或 其 他 方法 ) 解 
这 一 方程 时 ,我 们 发 现 , 比 率 M/Mwn 
作为 T/Tc 的 函数 是 一 条 像 图 37-1 
中 标明 为 “量子 理论 "的 曲线 . 而 那 条 
标明 为 “ 钴 、 镍 ”的 虚 曲 线 则 表示 这 些 
元 素 晶 体 的 实验 结果 . 理论 和 实验 符 
合 得 相当 好 .在 这 图 上 也 显示 出 经 典 
理论 的 结果 ,其 计算 是 在 假定 原子 磁 
体 在 空间 中 可 以 具有 一 切 可 能 的 取 0 01 02 0.3 0 0.5 06 07 08 09 1.0 


Tc 


向 下 进行 的 . 你 可 以 看 出 ,这 个 假定 。 图 37-1 铁 碰 性 晶体 的 自发 磁化 强度 ( 琅 = 0 ) 作 为 温度 
提供 了 一 个 甚至 不 会 与 实验 事实 接 的 函数 [摘自 Encyclopaedia Britannica ] 
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近 的 预言 . 

即使 是 量子 理论 ,在 高 温和 低温 两 区 域 中 ,也 都 与 所 观测 到 的 行为 有 所 偏离 . 发 生 偏 离 
的 原因 是 ,在 该 理论 中 我 们 曾经 做 出 过 一 个 相当 草率 的 近似 : 即 假定 一 个 原子 的 能 量 取决 于 
它 的 附近 原子 的 平均 磁化 强度 . 换 句 话说 ,对 于 在 一 给 定 原子 附近 的 每 个 “向 上 " 磁 矩 ,就 将 
存在 由 于 那 种 量子 力学 排列 效应 而 引起 的 能 量 贡献 . 但 究竟 有 多 少 个 磁 矩 指 “ 向 上 " 呢 ? 就 
平均 来 说 ,这 是 用 磁化 强度 M 来 度量 的 一 一 不 过 只 是 在 平均 的 意义 上 而 言 的 . 某 处 的 一 个 
特定 原子 也 许 会 发 现 它 的 所 有 邻居 都 是 “向 上 ”的 . 这 样 , 它 的 能 量 便 会 大 于 平均 值 . 男 一 个 
原子 可 能 发 现 其 邻居 有 些 “ 向 上 ”, 而 有 些 “ 向 下 ”, 或 许 平均 为 零 , 因 而 就 该 没有 来 自 这 一 项 
的 能 量 , 如 此 等 等 .我们 所 应 当做 的 是 ,采用 某 种 较 复杂 的 平均 法 ,因为 在 不 同位 置 上 的 原子 
会 有 不 同 的 环境 ,因而 对 于 不 同 原子 就 有 不 同 数目 的 向 上 和 向 下 的 邻居 . 不 仅仅 考虑 一 个 受 
到 平均 影响 的 原子 ,而 是 应 该 考虑 每 一 个 处 于 实际 情况 下 的 原子 ,算出 它 的 能 量 , 并 求 出 平 
均 能 量 . 但 我 们 如 何 来 找 出 在 其 附近 的 原子 中 究竟 有 多 少 个 “向 上 "和 多 少 个 “向 下 " 呢 ? 当 
然 ,这 恰恰 就 是 我 们 企图 要 算出 的 东西 一 一 “向 上 ”的 和 “向 下 "的 数目 一 一 因而 就 有 一 个 十 
分 复杂 的 相互 联系 的 关联 问题 , 即 是 一 个 从 未 得 到 解决 的 问题 . 这 是 一 个 错综复杂 而 又 令 人 
振奋 的 问题 ,已 存在 了 许多 年 ,而 某 些 易 鼎 大 名 的 物理 学 界 人 士 在 这 方面 也 曾 写 过 一 些 论 
文 ,但 即使 是 他 们 也 仍 未 能 完全 解决 该 问题 . 

结果 证 明 ,在 低温 时 , 当 几 乎 全 部 原子 磁 矩 都 指 “ 向 上 ”而 只 有 少数 几 个 指 “ 向 下 ?时 , 问 
题 易于 解决 ;而 在 比 居 里 温度 Tc 高 得 多 的 高 温 、 且 它们 几乎 全 都 混乱 时 ,问题 又 容易 解决 . 
往往 还 不 难 算出 在 某 种 简单 而 又 理想 的 情况 下 的 微小 偏差 ,因而 对 于 为 什么 会 在 低温 时 与 
该 简单 理论 有 所 偏离 已 有 相当 好 的 理解 . 在 物理 上 也 已 理解 到 基于 统计 原因 磁化 强度 应 该 
在 高 温 时 有 所 偏离 . 但 接近 居 里 点 的 准确 行为 就 从 未 被 完全 算出 来 过 . 如 果 你 希望 有 一 个 从 
未 被 解决 的 问题 的 话 , 则 那 就 是 一 个 有 朝 一 日 会 计算 出 来 的 有 重要 意义 的 问题 . 


$37-2 热力 学 性 质 


在 上 一 章 中 ,我 们 已 经 为 计算 铁 磁 性 材料 的 热力 学 性 质 打 下 了 必要 的 基础 . 自然 ,这 
些 性 质 与 晶体 内 能 有 关 ,而 晶体 的 内 能 包括 各 种 自 旋 的 互 作 用 、 由 式 (37. 3) 给 出 . 对 于 比 
居 里 点 为 低 的 自发 磁化 能 景 ,可 以 令 式 (37. 3) 中 的 互 = 0, 因而 一 一 注意 到 tanh x = 


M/Miwi 可 求 得 正比 于 M? 的 平均 能 量 : 
一 NaM’ 
(Ur 一 一 下 人 (37.5) 


如 果 现 在 把 由 磁性 引起 的 能 量 作为 温度 函数 而 作 图 ,我 们 便 会 得 到 一 条 图 37-1 中 那 条 曲线 
的 平方 取 负 值 后 的 曲线 ,如 图 37-2(a) 所 示 . 要 是 此 时 测量 这 种 材料 的 比 热 ,我 们 便 会 得 到 
一 条 如 图 37-2(b) 所 示 的 曲线 , 它 是 图 37-2(a) 所 示 曲 线 的 微 商 . 它 随 温 度 增 加 而 缓慢 地 上 
升 ,但 在 T= Tc 时 就 突然 降低 至 零 , 这 一 急剧 下 降 是 由 于 磁化 能 量 曲线 的 斜率 刚好 在 居 里 
点 上 出 现 巨大 改变 引起 的 . 因此 ,完全 不 需要 任何 磁性 测量 ,根据 测量 这 一 热力 学 性 质 , 我 们 
就 可 以 发 现在 铁 或 镍 中 将 发 生 的 某 些 事情 . 然而 ,实验 和 经 过 了 改进 的 理论 (包括 涨 落 ) 却 都 
显示 这 条 简单 的 曲线 是 错误 的 ,而 真实 的 情况 实际 上 更 加 复杂 . 该 曲线 在 那 尖峰 处 升 得 更 
高 ,而 下 降 至 零 时 则 有 点 缓慢 . 即使 温度 已 高 至 足以 在 平均 上 使 自 旋 处 于 混乱 状态 ,但 是 仍 
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然 会 有 局 部 区 域 存在 某 些 磁 化 量 ,而 在 这 些 区 域 中 自 旋 具有 小 的 额外 相互 作用 能 一 一 这 


只 有 在 温度 进一步 升 高 而 情况 变 得 越 来 越 混乱 时 
才 会 缓慢 地 消失 . 因此 ,实际 的 曲线 看 来 就 像 图 
37-2(c) 那 样 . 今天 理论 物理 学 的 挑战 之 一 就 是 要 
找 出 在 居 里 转变 点 附近 关于 比 热 特性 的 准确 的 理 
论 描述 一 一 一 个 还 未 得 到 解答 的 引人入胜 的 问题 , 
自然 ,这 个 问题 与 同一 区 域内 磁化 曲线 的 形状 会 有 
十 分 密切 的 关系 . 

现在 要 来 描述 某 些 除 热 力学 以 外 的 实验 ,这 些 
实验 会 证 明 ,我 们 对 磁性 的 解释 有 些 是 正确 的 . 当 
材料 在 低温 下 被 磁化 至 饱和 程度 时 , M 很 接近 于 
Mk 和 一 一 几乎 所 有 自 旋 以 及 它们 的 磁 矩 都 是 平行 
的 . 这 可 以 通过 下 述 实验 加 以 核实 . 假设 将 一 条 形 
磁铁 用 一 根 细 丝 悬挂 起 来 ,然后 对 它 包围 上 一 个 线 
图 ,使 得 无 需 接触 磁铁 或 对 其 施加 任何 转 矩 就 能 使 
磁场 倒转 过 来 . 这 是 一 个 十 分 难 做 的 实验 ,因为 磁 
力 如 此 巨大 以 致 任何 不 平衡 .任何 倾斜 或 在 铁 里 的 
任何 不 完整 都 会 产生 一 些 偶然 的 转 矩 . 然而 ,该 实 
验 已 在 这 种 偶然 转 矩 被 减 至 最 低 程度 的 小 心 谨慎 
条 件 下 完成 了 . 利用 包围 在 磁铁 上 的 那个 线圈 的 磁 
场 ,我 们 一 下 子 就 将 所 有 的 原子 磁体 全 都 翻转 过 来 
了 . 当 我 们 这 样 做 时 ,也 将 所 有 自 旋 的 角 动 量 都 由 
“向 上 ”" 变 成 了 “向 下 ”( 见 图 27-3). 如 果 在 这 全 部 
自 旋 都 翻转 过 来 时 角 动 量 守恒 , 则 铁 条 的 其 余部 分 
就 必然 在 角 动 量 方面 有 相反 的 改变 , 整 块 磁体 将 开 
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图 37-2 一块 铁 磁性 晶体 的 单位 体积 能 重 
和 比 热 


始 旋转 . 果然 , 当 我 们 做 这 一 实验 时 ,就 发 现 磁铁 的 微小 转动 . 可 以 测 出 给 予 整 条 磁铁 的 总 角 


电子 自 旋 


图 37-3 ” 当 铁 条 中 的 磁化 方向 倒转 过 来 时 ， 
铁 条 会 得 到 某 一 角速度 


动量 ,而 这 仪 是 N 乘 以 ,后 者 为 每 个 自 旋 角 动 
量 的 变化 . 由 这 样 量 得 的 角 动量 与 磁 矩 的 比率 同 
我 们 的 计算 值 相差 约 在 10% 以 内 . 实际 上 ,我 们 
的 计算 曾 假定 原子 磁体 纯粹 起 因 于 电子 自 旋 , 但 
在 大 多 数 材料 中 除了 自 旋 之 外 ,还 有 某 种 轨道 
运动 . 由 于 这 种 轨道 运动 不 是 完全 脱离 量 格 的 ， 
因而 对 于 磁性 的 贡献 就 不 会 超出 百 分 之 几 很 
多 .事实 上 ,通过 取 Ma 和 = Np 及 利用 铁 的 密度 
为 7.9 和 自 旋 电子 的 磁 矩 &, 人 们 所 得 到 的 饱和 
磁场 约 为 20 000 Gs. 但 根据 实验 , 它 实际 上 是 在 
21 500 Gs 左右 . 这 是 误差 的 典型 值 一 -5% ~ 
10% ,由 于 忽略 了 包含 在 所 做 的 分 析 中 的 轨道 磁 
和 矩 的 贡献 造成 的 . 于 是 ,上 述 回 转 磁 测量 中 的 微 
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小 偏差 就 完全 理解 了 . 
$37-3 磁 滞 回 线 


从 上 面 的 理论 分 析 我 们 已 断定 ,在 某 一 定 温度 之 下 铁 磁 性 材料 应 当 自发 地 磁化 ,以 致 所 
有 磁性 都 指向 同一 方向 . 可 是 我 们 知道 ,这 对 于 一 块 
普通 的 尚未 经 磁化 的 铁 来 说 是 不 正确 的 . 为 什么 并 
不 是 所 有 的 铁 都 被 磁化 了 呢 ? 我 们 可 以 借助 于 图 
37-4 来 解释 . 假定 铁 全 部 是 一 大 块 如 图 37-4(a) 所 示 
形状 的 单 晶 ,并 都 已 在 一 个 方向 上 自发 地 磁化 了 , 那 
么 就 有 相当 强 的 外 部 磁场 , 即 具 有 大 量 能 量 . 我 们 能 
够 减少 这 种 场 的 能 量 , 只 要 布置 得 使 铁 块 一 边 被 “向 
上 "磁化 ,而 另 一 边 则 被 向 下 "磁化 ,如 图 37-4(b) 所 
示 . 当然 ,这 时 铁 外 的 场 就 会 伸展 至 较 小 体积 ,因而 使 
那里 有 较 少 能 量 . 

啊 , 等 一 等 ! 在 两 个 区 域 的 边界 层 内 , 自 旋 向 上 
的 电子 紧 靠 着 自 旋 向 下 的 电子 . 但 铁 磁性 只 在 这 样 的 
图 37-4 铁 的 一 决 单口 中 磁 畴 的 形成 。 材料 中 才 会 表现 出 来 , 即 其 中 电子 自 旋 若 互相 平行 而 
0 非 互相 反 向 , 则 能 量 会 前 碱 . 因此 ,我 们 在 沿 图 37-4 

(b) 的 那 条 虚线 上 就 已 加 进 了 -~- 些 额外 能 量 ,这 种 能 

量 有 时 称 为 壁 能 . 一 个 仅 有 单一 磁化 方向 的 区 域 叫做 磁 暑 . 在 两 磁 暑 间 的 界面 一 “ 壁 "一 
处 ,在 对 边 上 的 原子 按 不 同方 向 旋转 着 ,因而 具有 单位 面积 的 壁 能 . 我 们 已 把 它 描写 成 好 像 
是 有 两 个 相 邻 原子 ,以 恰恰 相反 的 方向 自 旋 ,但 事实 证 明 , 大 自然 会 把 事情 调整 得 使 转变 较 
为 平缓 . 然而 这 里 我 们 无 需 为 这 样 的 细节 操心. 

现在 的 间 题 是 :在 什么 时 候 造 成 一 个 壁 较 好 或 较 差 ? 答案 是 ,这 取决 于 那些 磁 畴 的 大 
小 . 假设 把 一 铁 块 按 比例 增 大 ,以 致 整个 事物 增 大 一 倍 , 则 在 体外 充满 给 定 磁场 强度 的 空间 
就 会 是 八 倍 大 ,从 而 正比 十 体积 的 磁场 能 量 也 会 是 八 倍 大 . 可 是 在 提供 壁 能 的 两 磁 财 间 的 界 
面 面 积 , 却 只 有 四 倍 大 . 因此 ,如 果 铁 块 足够 大 , 则 把 它 分 裂 成 多 个 磁 畴 将 是 合算 的 . 这 就 是 
为 什么 只 有 那些 十 分 微小 的 晶体 才能 拥有 单个 磁 畴 的 缘故 . 任何 大 的 一 一 尺度 大 于 百 分 之 
一 毫米 的 一 一 物体 将 至 少 有 一 个 磁 畴 壁 ; 厕 任何 普通 “厘米 大 小 "的 物体 则 将 分 裂 成 如 图 所 
示 的 许 许多 多 个 磁 畴 . 分 裂 成 磁 畴 的 这 种 过 程 将 继续 下 去 ,一 直到 再 插 进 一 个 附加 壁 所 需 的 
能 量 与 晶体 外 面 磁场 能 量 的 降低 同样 大 时 为 止 . 

实际 上 大 自然 还 发 现 了 另 一 种 降低 能 量 的 途径 . 完全 不 需要 有 磁场 跑 出 外 面 ,只 要 有 一 
小 块 三 角形 区 域 被 斜 着 磁化 就 行 ,如 图 37-4(d) 所 示 * . 因此 按 图 37-4(d) 的 那 种 排列 ,我 们 


* 你 可 能 会 觉得 奇怪 ,那些 或 者 “向 上 "或 者 “向 下 "的 自 旋 怎 么 又 能 够 斜 着 "了 呢 ! 这 问题 提 得 好 ， 
但 我 们 此 刻 不 需 去 担心 它 . 我 们 将 采取 经 典 观点 ,认为 原子 磁体 都 是 一 些 经 典 的 磁 偶 极 子 , 可 以 在 斜 着 
方向 受到 磁化 . 量子 力学 要 求 相当 老练 的 技巧 ,才能 理解 物体 如 何 能 够 "上 与 下 "以 及 “ 左 与 右 ” 同 时 全 部 
被 量子 化 . 
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知道 体外 不 会 存在 磁场 ,只 不 过 增加 了 一 点 点 里 壁 而 已 . 

然而 , 那 又 会 引起 一 种 新 问题 . 事实 证 明 , 当 铁 的 单 晶体 被 磁化 时 ,在 磁化 方向 改变 了 长 
度 . 因而 一 个 “理想 "立方 体 当 其 磁化 强度 比如 是 “向 上 ”时 ,就 不 再 是 一 完美 的 立方 体 了 . 其 
“ 竖 向 "尺寸 将 不 同 于 “水 平 "尺寸. 这 一 种 效应 叫做 磁 致 伸缩 . 由 于 这 种 几何 形态 上 的 变化 ， 
现在 图 37-4(d) 中 那些 小 块 三 角 体 ,比如 说 ,不 再 与 那些 适用 的 空间 “相配 "了 一 一 该 晶体 在 
一 个 方向 已 变 得 太 长 ,而 在 另 一 个 方向 则 太 短 了 . 当然 ,实际 上 还 是 相配 的 ,只 不 过 是 硬 挤 进 
去 罢了 ,而 这 就 会 牵涉 到 某 些 机 械 应 力 . 因此 ,这 种 排列 也 引进 了 一 种 附加 能 量 . 正 是 所 有 这 
些 不 同 能 量 的 互相 平衡 , 才 决 定 在 一 块 未 经 磁化 的 铁 中 磁 畴 最 后 如 何 把 它们 自己 排列 成 那 
种 复杂 的 形式 . 

现在 , 当 加 上 一 个 外 加 磁场 时 会 发 生 什么 情况 呢 ? 为 了 简单 起 见 , 试 考虑 磁 旺 如 图 
37-4(d) 所 示 的 晶体 . 如 果 我 们 加 上 一 个 方向 向 上 的 外 磁场 , 则 该 晶体 将 以 什么 方式 进行 磁 
化 呢 ? 首先 ,中 间 的 畴 壁 可 以 向 侧 向 (向 右 ) 移 动 而 减少 能 量 . 之 所 以 这 样 移动 ,其 目的 在 于 
使 “向 上 "区域 变 成 大 于 “向 下 ”区域 . 有 更 多 的 基本 磁体 与 场 整齐 排列 ,而 这 就 提供 了 一 个 较 
低 的 能 量 . 因此 ,一块 铁 在 弱 场 中 一 一 即 在 磁化 过 程 中 的 最 初 阶段 一 一 那些 畴 壁 会 开始 移动 
并 侵蚀 与 场 反 向 的 磁化 区 域 . 当场 继续 增强 时 , 整 块 晶体 便 逐 渐 转 变 成 -一 个 单独 大 畴 , 那 是 外 
场 帮助 维持 整齐 地 排列 成 的 . 在 强 场 中 晶体 “喜欢 "全 都 排列 成 一 个 方向 ,只 是 因为 在 外 磁场 中 
它 的 能 量 会 被 降低 一 一 这 时 有 关 的 就 不 再 仅仅 是 晶体 本 身 的 外 场 . 

如 果 几 何 形态 不 那么 简单 又 会 怎么 样 呢 ? 若 晶体 的 轴 与 其 自 
发 磁化 处 于 同一 方向 ,但 我 们 所 加 磁场 却 在 其 他 某 个 方向 一 一 比 | 
如 说 在 45" 上 一 一 那 又 会 怎样 呢 ? 我 们 也 许 认为 ,各 磁 畴 会 改造 
自己 使 得 其 磁化 强度 与 外 场 平行 ,然后 和 以 前 一 样 ,它们 就 能 够 
全 部 生长 成 一 个 畴 了 . 但 这 对 于 铁 来 说 是 不 容易 办 到 的 ,因为 磁 
化 晶体 所 需 的 能 量 依赖 于 相对 于 唱 抽 的 磁化 方向 . 要 把 铁 在 平 
行 于 其 晶 轴 的 方向 上 磁化 是 相对 容易 的 ,但 要 在 其 他 某 个 方 mM 
向 一 一 比如 相对 于 其 中 一 轴 成 45" 角 的 方向 一 把 它 磁化 就 需 
要 较 多 能 量 . 因此 ,如 果 我 们 就 在 这 样 一 个 方向 加 一 磁场 , 则 首 
先 发 生 的 是 ,那些 指向 接近 于 外 加 磁场 方向 的 从 优 方向 之 一 的 
磁 畴 将 会 长 大 ,直到 磁化 全 都 沿 着 这 些 方向 中 的 一 个 为 止 . 因 
此 ,如 果 加 上 更 强大 的 场 , 则 磁化 强度 就 逐渐 被 扭转 至 与 场 平行 N/ 


站 


的 方向 ,如 图 37-5 所 粗略 表示 的 那样 . 

图 37-6 画 出 了 铁 单 晶 磁化 曲线 的 一 些 观测 结果 . 为 了 便于 理 
解 它们 ,我 们 首先 必须 对 描述 晶体 中 有 关 方 向 的 符号 做 一 些 解释 . 
一 块 晶体 可 以 用 多 种 不 同方 式 把 它 切 开 , 以 便 产 生 原子 水 平 的 表 。 图 37-5 一 个 与 品 轴 成 
面 . 任何 曾 驱 车 经 过 果园 或 葡萄 园 的 人 们 都 会 知道 这 么 一 件 一 角度 的 磁化 场 正 将 逐 
事 一 一 对 之 观望 令 人 神往 . 如 果 你 朝 一 个 方向 望 去 ,会见 到 一 行 行 ” 渐 改 变 磁化 强度 的 方向 ， 
的 树 一 一 若 朝 另 一 方向 看 ,又 会 见 到 另外 一 行 行 的 树 , 如 此 等 等 . 而 不 会 改变 其 大 小 
同样 地 ,一 块 晶体 也 有 一 些 确定 的 平面 族 ,其 中 每 个 平面 都 包含 了 
许多 原子 ,而 这 些 平面 都 具有 这 么 一 个 重要 特点 (为 较 易于 理解 起 见 只 考虑 立方 晶体 ), 即 如 
果 观 察 这 些 面 与 那 三 条 坐标 轴 相 交 于 什么 地 方 一 一 则 我 们 发 现 这 些 交点 与 原点 间距 离 的 倒 
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数 会 形成 一 些 简单 的 整数 比 . 这 三 个 整数 
就 被 取 作 为 该 组 平面 的 定义 . 例如 图 
37-7(a) 中 我 们 把 一 个 平行 于 yz 面 的 平 
面 描绘 出 来 了 ,这 叫 作 [100j] 晶 面 , 它 与 y 
轴 和 zz 轴 的 交点 的 倒数 都 是 零 . 对 于 ( 立 
方 晶体 中 的 ) 这 种 面 的 垂直 方向 也 给 予 相 
同一 组 数目 . 在 立方 晶体 中 要 理解 这 个 意 
思 是 容易 的 ,因为 此 时 [100] 这 些 指数 意 
味 着 一 个 矢量 , 它 在 z 方 向 具有 单位 分 
量 , 而 在 > 和 zz 方向 则 都 没有 任何 分 量 . 
0 100 200 300 400 je 600 700 800 900 1000 [110] 这 一 方向 是 同 轴 和 y 轴 均 成 45° 
图 37-6 ”对 各 不 同 的 可 向 (相对 于 曲轴 而 言 ), 与 也 。 角 的 那 一 个 方向 ,如 图 37-7(b) 所 示 ; 而 
平行 的 M 分 量 { 转 载 自 Bitter F. Introduction to [111] 的 方向 则 是 沿 立方 体 对 角 线 的 方 
Ferromagnetism，McGraw-Hill Book Co. , Inc. , 1937] ”向 ,如 图 37-7(c) 所 示 . 


M/A4n 


(a) (b) 


图 37-7 标明 各 晶 面 的 方法 


现在 回 到 图 37-6 ,我 们 看 到 了 铁 的 单 晶 在 各 个 方向 上 的 磁化 曲线 . 首先 应 当 注意 ,对 
于 十 分 微小 的 场 一 一 弱 至 在 标 度 上 极 难 见 到 它 一 一 磁化 强度 非常 迅速 地 达到 了 一 个 十 分 
大 的 值 , 如 果 这 个 场 处 在 [100] 方 向 一 一 即 是 沿 那些 敏锐 而 容易 磁化 的 方向 之 一 一 一 则 该 
遇 线 会 上 升 至 一 个 高 值 ,稍微 弯曲 一 点 ,然后 就 饱和 了 . 所 发 生 的 情况 是 ,那些 已 经 在 那 
里 的 磁 畴 非常 易于 移动 .只 要 有 一 小 场 , 就 引起 畴 壁 移动 而 吃 掉 所 有 那些 “方向 错误 "的 
磁 畴 . 单 品 铁 与 普通 的 多 晶 铁 相 比 ,其 导 磁 本 领 要 大 得 多 . 一 块 理想 晶体 非常 易于 磁化 . 
但 为 什么 它 的 磁化 曲线 竟 被 弯曲 了 呢 ? 为 什么 它 不 会 立刻 就 达到 饱和 呢 ? 我 们 不 十 分 
肯定 . 你 或 许 有 一 天 会 学 习 到 这 些 东 西 . 但 我 们 的 确 懂得 ,在 高 场 时 该 曲线 很 平坦 . 当 整 
块 都 已 是 一 个 单独 的 磁 畴 时 ,为 什么 附加 磁场 就 不 能 造成 任何 更 多 的 磁化 一 一 它 已 经 处 
在 Mw 的 状态 ,其 中 所 有 电子 都 已 经 排列 整齐 了 . 

现在 , 若 试图 在 [110] 方 向 上 一 一 那 是 与 晶 轴 成 45" 角 的 一 一 做 同样 的 事情 , 那 会 发 生 什 么 
呢 ? 我 们 试 开 动 一 个 小 小 的 场 ,而 当 那 些 磁 畴 长 大 时 磁化 就 跳跃 上 去 . 然后 , 当 把 场 再 增 大 一 
点 时 ,我 们 便 发 现 需要 有 一 个 相当 大 的 场 才 能 达到 饱和 ,因为 此 刻 磁 化 已 偏离 了 那个 “容易 "的 
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方向 .如果 这 一 解释 正确 , 则 [110] 曲 线 外 推 回 至 纵 轴 上 的 交点 应 为 饱和 值 的 1/Y2. 事实 上 , 结 
果 证 明 这 的 确 非常 非常 接近 于 1/V2. 同 理 , 在 [111] 方 向 上 一 一 那 是 沿 立 方 体 的 对 角 线 
我 们 发 现 , 正 如 期 待 的 那样 ,曲线 会 外 推 回 至 饱和 值 的 约 1/V3. 

图 37-8 显示 有 关 其 他 两 种 材料 ( 镍 和 钴 ) 的 对 应 情况 . 镍 与 铁 不 同 . 在 镍 中 ,事实 证 骨 
[111] 方 向 才 是 易 磁化 方向 . 钴 具有 六 角 晶 形 , 而 人 们 对 于 这 一 种 情况 就 曾 拙 劣 地 修补 了 一 
套 名 称 . 他 们 希望 取 六 角 柱 的 底面 上 的 三 个 坐标 轴 和 另 一 个 垂直 于 底面 的 坐标 轴 , 因 此 一 共 
用 了 四 个 指数 . [0001] 的 方向 指 沿 六 角 轴 的 方向 ,而 [10101 的 方向 则 是 垂直 于 这 一 条 轴 的 . 
我 们 看 到 不 同 金 属 的 晶体 其 行为 用 不 同 的 方法 来 表示 . 


M/Aane,c(Gs) 


100 200 300 oo 200 400 600 800 
万 (GS) 一 一 ~ 


图 37-8 铁 \ 镍 和 和 钴 单 晶 的 磁化 曲线 [转载 自 Kittel C. Introduction to Solid State 
Physics, 2nd ed. , 1956]} 


现在 我 们 应 该 讨论 多 晶 材 料 ,诸如 一 块 通常 铁 . 在 这 种 材料 中 有 许 许 多 多 小 晶体 ,它们 
的 品 轴 指 向 各 个 方向 . 这些 是 与 磁 畴 不 同 的 . 应 该 记 住 , 几 个 磁 畴 可 能 属于 间 一 单 晶 , 但 在 一 
块 铁 中 就 有 许多 其 轴 取 不 同方 向 的 不 同 的 晶体 ,如 图 37-9 所 示 . 在 这 些 晶体 的 每 一 个 中 ,一 
般 也 会 有 几 个 磁 畴 . 当 对 一 块 多 蜡 材 料 加 上 一 个 小 磁场 时 ,所 发 生 的 情况 是 : 畴 壁 开 始 移动 ， 
而 那些 具有 易 磁 化 的 有 利 方向 的 畴 会 长 得 较 大 . 这 一 种 成 长 过 程 是 可 逆 的 ,只 要 场 保持 很 
若 我 们 把 场 除去 ,磁化 强度 就 会 回 到 零 . 磁化 曲线 的 这 一 部 分 在 图 37- 10 中 标明 为 a. 


小 


图 37-9 未 被 磁化 的 铁 磁性 材料 的 微观 结构 . 图 37-10 多 晶 铁 的 磁化 曲线 
每 一 品 粒 具 有 一 个 易 磁 化 方向 ,并 分 烈 成 一 些 
平行 于 这 一 方向 的 自发 磁化 的 磁 时 
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对 于 较 大 的 场 一 在 所 示 的 磁化 曲线 的 上 区 中 一 一 情况 复杂 得 多 .在 材料 的 每 个 小 晶 
体 中 ,会 有 应 变 和 位 错 存在 ,同时 也 会 有 杂质 .尘埃 和 不 完整 性 . 而 除了 最 小 的 场 之 外 的 一 切 
场 , 当 畴 壁 移动 时 就 会 被 这 些 东 西 所 阻挡 住 . 在 畴 壁 与 位 错 闻 ,与 晶 粒 问 界 间或 与 杂质 原子 
间 ,都 会 有 一 种 相互 作用 能 . 因而 当 畴 壁 到 达 其 中 之 一 时 , 它 就 受到 阻挡 . 它 在 某 个 磁场 时 被 
阻塞 在 那里 . 但 若 此 时 将 场 增 大 一 些 , 则 暑 壁 会 突然 迅速 地 行动 过 去 . 因此 上 畴 壁 的 运动 并 不 
像 理 想 晶体 中 那样 顺利 一 一 它 不 时 被 拖 住 ,然后 又 做 跳跃 式 的 运动 . 要 是 我 们 在 微观 范围 内 
来 注视 这 一 磁化 过 程 , 则 会 见 到 像 图 37-10 中 那个 插入 圆圈 内 的 某 些 情况 . 

现在 重要 的 事情 在 于 ,这 些 在 磁化 过 程 中 的 跳动 会 引起 能 量 损 失 . 首先 , 当 磁 畴 边界 最 
后 滑 过 一 个 障碍 物 时 , 它 会 很 快 地 移 到 次 一 个 障碍 物 上 去 ,因为 场 已 超过 对 无 障碍 运动 所 需 
的 了 . 迅速 运动 意味 着 有 迅速 变化 的 磁场 ,这 会 在 晶体 中 产生 涡 电流 . 这 些 电流 在 加 热 金属 
的 过 程 中 丧失 了 能 量 . 第 二 种 效应 则 是 , 当 磁 畴 突然 变化 时 ,晶体 的 一 部 分 由 于 磁 致 伸缩 而 
改变 了 它 的 大 小 . 畴 壁 的 每 一 突然 移动 都 会 产生 一 个 带 走 能 量 的 小 声波 . 由 于 这 些 效应 , 磁 
化 曲线 的 第 二 部 分 就 是 不 可 逆 的 ,并 有 能 量 损失 . 这 便 是 磁 灌 效应 的 来 源 ,因为 要 把 边界 壁 
向 前 移动 一 一 迅速 地 行动 一 一 然后 又 向 后 移动 一 一 又 迅速 地 行动 一 一 会 产生 不 同 的 结果 . 
它 像 一 种 “ 颠 笋 "的 摩擦 力 , 因 而 带 走 了 能 量 . 

最 后 ,对 于 足够 高 的 场 , 当 我 们 已 把 所 有 了 上 畴 壁 都 移动 并 将 每 一 晶体 都 在 其 最 佳 的 方向 上 
磁化 了 时 ,仍然 会 有 某 些 小 晶体 的 易 磁 化 方向 不 在 我 们 所 加 的 外 磁场 方向 上 . 这 时 要 将 那些 
磁 矩 转动 就 需要 很 强 的 额外 磁场 . 因此 对 于 强 场 来 说 ,磁化 曲线 会 缓慢 而 平稳 地 增加 一 一 即 
在 图 上 标明 为 “ 的 区 域 . 磁化 强度 并 不 会 急剧 达到 它 的 饱和 值 ,因为 在 该 曲线 的 最 后 部 分 原 
子 磁体 正在 一 个 强 场 中 进行 转动 . 因此 ,我 们 就 见 到 为 什么 通常 的 多 晶 材 料 的 磁化 曲线 ,如 
图 37-10 中 所 示 的 那样 ,会 在 开头 升 高 一 点 点 并 且 是 豆 逆 的 ,然后 就 不 可 逆 地 升 高 ,最 后 才 再 
蔓草 地 弯 过 去 . 当然 ,在 这 三 个 区 域 之 间 并 没有 明显 的 转折 点 一 一 它们 会 平滑 地 互相 融合 . 

不 难 证 明 那 磁化 曲线 中 部 的 磁化 过 程 是 跳跃 式 的 一 一 暑 壁 在 移动 时 跳跃 和 突然 停止. 
你 只 需要 将 一 个 一 一 绕 上 了 许多 干 还 的 一 一 线 图 
接 至 放大 器 及 扬声器 上 ,如 图 37-11 所 示 . 如 果 你 
把 几 张 硅钢 片 (如 在 变压器 中 所 用 的 那 一 种 ) 放 置 
在 该 线圈 中 心 并 将 一 条 形 磁 铁 慢 慢 地 移 近 该 番 硅 
钢 片 ,那么 磁化 的 突然 改变 就 会 在 线圈 中 产生 一 
些 脉 冲 电动 势 , 它 会 在 扬声器 中 产生 听 得 到 的 清 
楚 的 跑 噶 声 . 当 你 把 磁铁 移 得 更 靠近 铁 片 时 ,你 将 

扬声器 听 到 一 大 串 的 咬 哮 声 , 有 点 像 把 一 鳃 沙子 倒转 时 
图 37-11 钢 片 里 磁化 的 突然 变化 在 扬声器 。 沙 粒 竞相 落下 来 的 那 种 嗜 杂 声 . 当场 增强 时 , 晨 壁 
中 发 出 咬 哄 响声 就 在 跳跃 ,突然 停止 和 摇动 . 这 一 现象 叫 作 巴克 豪 

素 效 应 

当 你 把 磁铁 再 移 近 铁 片 时 ,有 一 段 时 间 这 噪声 变 得 越 来 越 响亮 ,但 之 后 当 磁 铁 十 分 靠近 
铁 片 时 噪声 又 相对 小 了 . 为 什么 呢 ? 因为 儿 乎 所 有 了 畴 壁 都 已 被 移 至 尽 可 能 远 了 . 所 以 任何 更 
大 的 场 都 只 是 在 转动 每 个 磁 畴 中 的 磁化 强度 , 那 是 一 种 平稳 的 过 程 . 

如 果 你 现在 将 磁铁 移 开 ,以 便 使 它 沿 磁 滞 回 线 的 那 条 下 降 支 路 返回 来 ,那么 各 磁 畴 便 全 
都 企图 再 回 到 低能 量 上 去 ,而 你 就 会 听 到 另 一 大 串 反 向 跳跃 的 声音 . 你 也 可 注意 到 , 若 把 磁 


第 37 章 磁性 材料 517 


铁 带 到 某 一 指定 地 点 而 在 那里 稍微 来 回 移 动 , 便 将 只 有 相对 少 的 噪声 ,再 又 像 是 把 一 负 沙 倾 
倒 一 一 但 一 旦 那些 沙 粒 已 经 站 稳 了 位 置 , 罐 的 细小 运动 便 将 不 会 对 它 造成 扰动 . 在 铁 中 磁场 
小 的 变化 不 足以 促使 任何 边界 越过 任何 “驼峰 ”( 即 渡 过 任何 困难 阶段 ). 


$37-4 铁 磁 性 材料 


现在 我 们 很 想来 谈 谈 在 技术 领域 中 用 到 的 各 种 磁性 材料 ,并 讨论 为 不 同 目 的 而 设计 磁 
性 材料 时 所 涉及 的 某 些 问题 . 首先,“ 铁 的 磁性 "这 个 人 们 经 常 听 到 的 名 词 是 一 种 误 称 一 一 并 
没有 这 么 回 事 .“ 铁 "不 是 一 种 完全 确定 的 材料 一 一 铁 的 性 质 产 格 地 取决 于 所 含 杂 质 的 份量 
和 该 块 铁 是 怎样 制 成 的 . 你 可 以 体会 到 ,磁性 将 依赖 于 畴 壁 移动 的 难 易 程度 ,以 及 那 是 一 种 
整体 的 性 质 而 不 是 个 别 原子 的 特性 . 所 以 凡 实 用 的 铁 磁性 实际 上 并 非 一 个 铁 原子 的 -… 种 特 
性 一 一 它 是 处 于 某 一 形态 上 的 固体 铁 的 性 质 . 例如 , 铁 可 取 两 种 不 同 的 结晶 形式 . 普通 形式 
具有 体 心 立方 晶 格 ,但 它 也 可 有 面 心 立 方 晶 格 ,不 过 后 者 只 在 超过 1 100 的 温度 时 才 会 稳 
定 . 当然 ,在 该 温度 时 体 心 立方 的 结构 早已 越过 其 居 里 点 了 . 可 是 ,通过 把 铬 和 镍 加 入 铁 中 形 
成 合金 (一 种 可 能 的 混合 物 ,其 中 含有 18% 的 铬 和 8% 的 镍 ) ,我们 能 够 获得 所 谓 的 不 锈 钢 ， 
这 虽然 主要 含 的 是 铁 , 但 即使 在 低温 时 也 仍 保留 其 面 心 晶 格 . 由 于 它 的 晶体 结构 不 同 , 它 便 
具有 完全 不 同 的 磁性 . 大 多 数 品种 的 不 锈 钢 并 不 带 有 可 观 程度 的 磁性 ,尽管 有 某 些 品种 稍微 
带 点 磁性 一 一 这 取决 于 该 合金 的 成 分 . 即使 这 样 一 种 合金 有 磁性 , 它 仍 不 是 像 普 通 铁 那样 的 
铁 磁性 一 一 尽管 该 合金 所 含 的 成 分 大 多 数 是 铁 . 

现在 我 们 很 想来 描述 几 种 为 某 些 特定 磁性 而 研制 起 来 的 特种 材料 . 首先 ,如 果 想 制 成 一 
块 永 磁体 , 想 要 具有 宽 磁 滞 回 线 的 那 种 材料 ,使 得 当 撤 去 电流 而 把 起 磁场 降低 至 零 时 ,磁化 
强度 仍 会 保持 强大 . 对 于 这 样 的 材料 , 磁 畴 边界 应 该 尽 可 能 “冻结 ”在原 地 . 这 种 材料 中 的 一 
种 就 是 “ 铝 镍 钴 V”( 含 有 51% 铁 ,8% 铝 ,14% 镍 ,24% 钴 ,3% 铜 ). (这 种 合金 相当 复杂 的 成 
分 标志 着 要 制 成 优质 磁铁 所 必须 经 历 过 的 详尽 的 努力 . 要 把 五 种 东西 混合 起 来 ,并 一 直 试 验 
到 求 得 最 理想 的 物质 ,需要 多 少 耐 性 啊 !) 当 铅 镍 钴 凝 因 时 ,就 有 一 种 “第 二 相 ” 淀 积 出 来 , 造 
成 许多 微小 晶 粒 和 很 高 的 内 应 变 . 在 这 种 材料 中 ， 
畴 壁 边界 根本 难于 移动 .除了 应 具备 准确 的 成 分 
外 , 铝 镍 钴 是 这 样机 械 “ 加 工 ” 的 ,即使 晶体 具有 长 
晶 粒 结构 ,而 且 晶 粒 沿 着 将 要 磁化 的 方向 . 这 样 ， 
磁化 就 有 在 这 些 方向 上 被 排列 起 来 的 一 种 自然 趋 
势 ,而 赁 这 种 各 向 异性 效应 磁化 就 会 被 保持 在 那里 
了 .而且 ,材料 在 制造 时 甚至 被 置 在 外 加 磁场 中 冷 
却 , 以 致 晶 粒 将 按 正 确 的 结晶 方向 生长 . 铝 镍 钴 V -0 -405 0 
的 磁 滑 回 线 如 图 37-12 所 示 . 你 看 它 比 上 一 章 图 
36-8 中 关于 软 铁 的 磁 滞 回 线 要 宽 约 500 倍 . 

现在 让 我 们 转 到 另 一 种 不 同 的 材料 上 来 . 为 
了 制造 变压器 和 电动 机 , 需要 一 种 “ 软 " 磁 材 
料 一 一 它 的 磁性 很 容易 改变 ,以 致 由 一 个 十 分 微 
小 的 外 加 磁场 就 造成 大 量 的 磁化 . 为 对 此 做 好 安 图 37-12 ” 铅 镍 钴 V 的 磁 滞 回 线 
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排 ,我 们 需要 一 些 纯净 的 而 又 退火 退 得 很 好 的 材料 ,其 中 将 含有 很 少 的 位 错 和 杂质 ,使 得 时 
壁 能 够 容易 移动 . 要 是 我 们 能 制 成 小 的 各 向 异性 , 那 也 会 是 很 好 的 . 这 时 ,即使 材料 中 的 品 粒 
有 相对 于 场 处 在 不 恰当 的 角度 ,但 它 也 仍然 容易 被 磁化 . 原来 我 们 已 经 说 过 , 铁 比较 喜欢 沿 
[100] 方 向 磁化 ,而 镍 则 倾向 于 [111] 方 向 ,因此 如 果 我 们 把 铁 和 镍 以 各 种 不 同 的 比例 混合 ， 
也 许 有 希望 用 刚好 恰当 的 比例 找到 一 种 不 会 偏爱 任何 方向 的 合金 一 一 [100] 和 [111] 两 个 方 
向 可 能 彼此 等 价 . 事实 证 明 ,这 发 生 于 混合 物 中 含有 70%% 镍 和 30% 铁 的 情况 . 此 外 一 一 也 许 
由 于 幸运 ,或 可 能 由 于 在 各 向 异性 与 磁 致 伸缩 效应 之 间 存 在 某 种 物理 关系 一 一 结果 是 , 铁 与 
镍 的 磁 致 伸缩 具有 相反 的 符号 . 而 在 这 两 种 金属 的 合金 中 , 当 含有 约 80% 的 镍 时 ,这 一 性 质 
就 会 通过 零 值 . 因此 , 镍 含量 在 70%~80% 之 间 时 ,我 们 将 获得 一 种 非常 “ 软 ”" 的 磁性 材 
料 一 一 极 易于 磁化 的 合金 ,它们 被 叫做 坡 莫 合 金 . 这 种 坡 莫 合金 用 于 优质 (在 低 信号 水 平 的 ) 
变压器 中 ,但 对 于 永 磁 则 毫 无 用 处 . 坡 莫 合金 一 定 要 很 小 心地 制造 和 使 用 . 一 块 坡 莫 合 金 若 
所 受 的 应 力 超过 弹性 限度 ,性质 将 激烈 发 生变 化 , 即 不 能 把 它 弯 曲 . 如 果 把 它 弯曲 ,其 磁 导 率 
将 由 于 机 械 形变 所 产生 的 位 错 、 滑 移 带 等 等 而 降低 , 畴 壁 不 再 容易 移动 了 . 然而 ,这 高 磁 导 率 
可 以 通过 在 高 温 中 退火 而 恢复 . 

用 某 些 数字 来 表征 各 种 不 同 磁性 材料 往往 很 方便 . 有 两 个 有 用 的 数字 , 那 就 是 磁 澡 回 线 
与 B 轴 和 HH 轴 的 截 距 ,如 图 37-12 所 标明 出 来 的 那样 . 这 些 截 距 分 别称 为 剩余 磁场 B, 和 矫 
顽 力 H., 在 表 37-1 中 我 们 把 几 种 磁性 材料 的 这 些 数字 列举 了 出 来 . 


表 37-1 某 些 铁 磁 材 料 的 性 质 


材料 名 称 剩余 磁场 B, (Gs) 矫 奖 力 H. (Gs) 


超 坡 英 合 金 (==5 000) 0. 004 
硅钢 (变压器 ) 12 000 0.05 
阿 姆 科 铁 (工业 用 纯 铁 ) 4 000 0.6 
铝 镍 钴 V 13 000 500 


$ 37-5 特殊 磁性 材料 


我 们 现在 想 要 讨论 一 些 更 奇异 的 磁性 材料 . 在 周期 表 上 有 许多 元 素 其 内 电子 壳 层 尚未 
填 满 因而 具有 原子 磁 矩 . 例如 , 紧 靠 着 铁 磁性 元 素 铁 、 镍 、 钴 你 就 会 找到 铭 和 锰 . 为 什么 它们 
不 是 铁 磁性 的 呢 ? 答案 是 ,对 于 这 些 元 素 式 (37. 1) 中 的 1 项 具有 相反 的 符号 . 例如 ,在 铬 好 
格 中 , 铬 原子 的 自 旋 逐 个 改变 方向 ,如 图 37-13(b) 所 示 . 所 以 铬 从 它 本 身 的 观点 来 看 是 “ 磁 
性 ”的 ,但 在 技术 上 却 不 是 令 人 感 兴趣 的 ,因为 缺乏 外 部 磁性 效应 . 这 样 , 铬 就 是 量子 力学 效 
应 使 自 旋 交 蔡 的 那 类 材料 的 一 个 例子 . 像 这 样 一 种 材料 称 为 反 铁 磁性 的 . 反 铁 磁 材 料 中 的 自 
旋 排列 也 与 温度 有 关 . 低 于 某 一 临界 温度 ,所 有 自 旋 都 会 在 每 隔 一 列 上 排列 整齐 ,但 当 晶体 
被 加 热 到 高 于 某 个 温度 一 一 还 是 称 为 居 里 温度 一 时, 自 旋 便 突 然 变 得 混乱 起 来 . 在 内 部 
发 生 了 一 次 突然 转变 . 这 一 转变 可 以 在 比 热 曲线 中 看 到 ,也 在 某 些 独特 的 “磁性 "效应 中 
表现 出 来 . 例如 ,这 种 交替 自 旋 的 存在 可 通过 被 铬 晶体 中 散射 出 米 的 中 子 而 加 以 证 实 . 由 
于 中 子 本 身 具有 自 旋 ( 和 磁 矩 ) ,所 以 它 就 具有 不 同 的 散射 振幅 ,这 取决 于 它 的 自 旋 是 平 
行 还 是 反 平行 于 散射 物质 中 的 自 旋 . 这 样 , 当 晶体 中 的 自 旋 交 替 与 具有 无 规 分 布 时 ,我们 
会 得 到 不 同 的 干涉 图 样 . 
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加 册 几 
1 


(c) (d) 图 37-14 尖 晶 石 (MgAl:0, ) 矿 物 的 品 


结 +2 1 = 四 
图 37-13 在 各 种 不 同 材料 中 电子 自 旋 的 相对 取向 :(a) 铁 。。 体 结构 . M8 ”两 子 占 据 正四 面体 位 置 ,每 


避 性 :Cb) 反 铁 碰 性 ;(e) 铁 气体;(d) 纪 铁合金 ( 开 线 箭头 代言 休 位置 人 个 直人 于 记 Eo 
表 包 括 轨道 运动 在 内 的 总 角 动量 方向 ) a 


自 Kittel C. Introduction to Solid State 
Physics, 2nd ed. ，1956 ] 


还 有 另 一 种 物质 ,量子 力学 效应 促使 其 中 电子 的 自 旋 交 替 排 列 ,但 无 论 如何 它 还 是 铁 磁 
性 的 一 一 这 就 是 说 ,这 种 晶体 具有 净 的 永久 磁化 强度 . 这 一 类 物质 的 内 部 结构 如 图 37-14 所 
示 . 图 上 显示 出 尖 晶 石 . 即 MgAl:O, 的 晶体 结构 ,这 如 同 图 上 所 示 , 乃 是 不 带 磁性 的 . 这 种 氧 
化 物 含 有 两 种 金属 原子 : 镁 和 名 . 现在 , 若 用 两 种 像 铁 和 镍 或 锌 和 猎 的 磁性 元 素来 代替 镁 和 
铝 一 一 换 句 话说 ,如 果 放 进 磁性 原子 而 不 是 原来 的 非 磁 性 原子 一 一 一 件 有 趣 的 事情 就 会 发 
生 . 让 我 们 称 其 中 一 种 金属 原子 为 a 而 另 一 种 金属 原子 为 5, 那么 下 述 各 种 力 的 组 合 就 必须 
加 以 考虑 , 有 一 种 a-b 互 作用 ,企图 促使 a 原子 与 原子 具有 相反 自 旋 一 一 因为 量子 力学 总 
是 给 出 相反 符号 (除了 铁 、 镍 和 钴 那些 神秘 的 晶体 以 外 ). 然后 ,还 有 直接 的 ea 相互 作用 , 企 
图 促使 4 与 a 间 反 向 ,另外 还 有 企图 促使 6 与 6 间 反 向 的 那 种 6-6b 相互 作用 . 现在 ,我 们 当然 
不 能 使 每 一 件 东 西 与 其 他 每 一 件 东 西 都 相反 一 一 a 与 5 反 ,a 与 a 反 ,而 6 又 与 b 反 .大 概 是 
由 于 a 与 a 间 的 距离 较 大 并 有 和 氧 原 子 存在 (尽管 我 们 实际 上 还 不 知道 其 所 以 然 ) ,结果 是 a-b 
相互 作用 比 a-a 或 bb 的 较 强 . 因此 ,大 自然 在 这 种 情况 下 所 采用 的 解答 是 使 所 有 的 a 都 互 
相 平 行 ,以 及 所 有 的 5 也 都 互相 平行 ,可 是 这 两 个 系统 却 互相 反 向 . 该 解答 会 给 出 最 低能 量 ， 
因为 ab 相互 作用 较 强 . 结果 变 成 :所 有 的 a 都 是 自 旋 向 上 ,而 所 有 的 56 则 都 是 自 旋 向 
下 一 一 当然 ,或 者 与 此 相反 . 但 如 果 a 型 原子 与 型 原子 的 磁 矩 不 相等 , 则 我 们 该 得 到 如 图 
37-13(c) 所 示 的 那 种 情况 ,而 在 材料 中 就 可 能 存在 净 的 磁化 强度 . 于 是 材料 将 属于 铁 磁性 
的 一 一 虽然 弱 了 一 点 . 这 样 的 材料 叫做 铁 氧 体 . 它们 不 具有 像 铁 那 么 高 的 饱和 磁化 强度 一 一 
由 于 明显 的 原因 一 一 因而 只 对 较 弱 的 场 才 有 用 . 但 有 一 个 十 分 重要 的 差别 一 一 它们 都 是 绝 
缘 体 , 铁 氧 体 是 铁 磁 绝缘 体 . 在 高 频 场 中 ,它们 会 有 十 分 微小 的 涡 电 流 , 并 从 而 可 用 于 诸如 微 
波 系统 中 . 微波 场 能 够 进入 像 这 样 的 绝缘 材料 的 内 部 ,而 它们 在 像 铁 那 样 的 导体 中 将 被 涡流 
逐 出 体外 . 

还 有 另 一 类 最 近 才 被 发 现 的 磁性 材料 一 一 称 为 石榴 石 的 正 交 硅 酸 盐 族 的 成 员 . 它们 也 
是 在 晶 格 中 含有 两 种 金属 原子 的 晶体 ,因而 我 们 又 有 几乎 可 以 随意 地 代替 其 中 两 个 原子 的 
那 种 情况 . 在 许多 感 兴趣 的 化 合 物 中 ,有 一 种 是 完全 磁性 的 , 它 在 该 石榴 石 结构 中 含有 包 和 


520 费 恩 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


铁 , 而 它 所 以 具有 铁 磁性 的 原因 是 很 难 理解 的 . 这 里 量子 力学 又 再 使 相 邻 的 自 旋 反 向 ,从 而 
形成 铁 中 电子 自 旋 指向 一 方 . 而 包 中 电子 自 旋 则 指向 相反 的 一 个 同步 系统 . 但 包 原 子 比较 复 
杂 , 它 是 一 种 稀土 元 素 , 它 的 磁 矩 从 电子 的 轨道 运动 中 获得 大 的 贡献 .对 于 包 来 说 ,轨道 运动 
的 贡献 与 自 旋 方面 的 贡献 相反 ,并 且 还 比较 大 . 于 是 ,借助 不 相 容 原理 而 工作 的 量子 力学 , 虽 
然 会 使 包 的 自 族 与 铁 的 自 旋 反 向 ,但 由 于 轨道 效应 就 仍 能 使 包 原 子 的 总 磁 矩 平行 于 铁 的 原 
子 磁 矩 一 如 图 37-13(d) 所 简略 表示 的 那样 . 因此 ,该 化 合 物 就 是 一 种 正常 的 铁 磁体 . 

铁 磁性 的 另 一 个 有 趣 例子 存在 于 某 些 稀土 元 素 中 , 它 与 自 旋 的 一 种 更 特殊 的 排列 有 关 . 
该 材料 既 不 是 自 旋 全 都 平行 意义 上 的 铁 磁性 ,也 不 是 每 个 原子 的 自 旋 相 反 意 义 上 的 反 铁 磁 
性 . 在 这 些 晶 体 中 ,处 于 某 一 层 内 的 所 有 自 旋 都 互相 平行 ,并 躺 在 该 层 的 平面 之 上 . 在 邻接 的 
一 层 内 ,所 有 自 旋 又 彼此 平行 ,但 却 指 着 稍微 不 同 的 方向 . 在 接 下 来 的 一 层 又 再 有 另 一 个 方 
向 ,如 此 等 等 . 结果 是 ,局 部 的 磁化 强度 矢量 按 螺旋 式 变化 一 当 沿 一 条 垂直 于 各 层 的 直线 
通过 时 , 逐 层 的 磁 矩 在 旋转 . 试图 分 析 当 加 一 磁场 于 这 样 一 个 螺旋 体 时 会 发 生 什么 情况 一 一 
在 所 有 各 原子 磁体 中 所 必须 进行 的 一 切 扭转 和 旋转 一 一 是 很 有 趣 的 (有 些 人 就 喜欢 用 这 些 
东西 的 理论 来 自我 取乐 ). 不 仅 存在 “平坦 "螺旋 的 那些 情况 ,也 还 存在 逐 层 磁 矩 它们 的 方向 
会 形成 一 个 锥 面 ` 以 致 它 既 具备 一 个 螺旋 分 量 而 又 具备 没 某 一 方向 均匀 的 铁 磁性 分 量 ! 

在 比 我 们 这 里 所 能 做 出 的 更 高 的 水 平 上 计算 出 来 物质 的 磁性 ,曾经 使 各 种 类 型 的 物理 
学 家 着 迷 , 首先 ,有 些 实际 工作 者 ,他 们 喜欢 寻找 以 更 佳 方式 制造 出 各 种 东西 来 的 途径 一 
他 们 乐于 去 设计 出 更 为 优良 而 又 更 加 有 意义 的 磁性 材料 . 像 铁 氧 体 那 类 东西 的 发 现 或 其 应 
用 ,立即 使 得 那些 喜欢 看 到 用 灵巧 的 新 方法 来 做 出 东西 的 人 们 很 高 兴 . 除 此 之 外 ,还 有 一 些 
人 在 大 自然 能 够 用 几 条 基本 定律 就 产生 出 的 极度 复杂 性 中 寻找 魅力 . 仅 从 唯一 一 个 相同 的 
普遍 概念 出 发 ,大 自然 便 从 铁 的 铁 磁性 和 磁 畴 开始 ,至 铬 的 反 铁 磁 性 ,又 至 铁 氧 体 和 石榴 石 
的 那 种 磁性 ,以 致 一 些 稀土 元 素 的 螺旋 结构 ,等 等 ,等 等 . 要 在 实验 上 去 发 现 这 些 特殊 物质 中 
所 发 生 的 一 切 奇异 事情 是 挺 令 人 向 往 的 . 然后 ,对 于 那些 理论 物理 学 家 来 说 , 铁 磁性 代表 着 
若干 项 十 分 有 趣 、 但 尚未 得 到 解决 .而 又 挺 漂亮 的 挑战 . 一 项 挑战 就 是 去 理解 为 什么 铁 磁性 
真 的 会 存在 . 另 一 项 挑战 则 是 去 预言 在 一 理想 晶 格 中 有 相互 作用 的 自 旋 的 统计 性 . 即使 忽略 
任何 可 能 不 重要 的 复杂 性 ,这 一 问题 迄今 仍 难以 充分 理解 . 那么 有 趣 的 原因 在 于 它 竟 是 这 么 
容易 表述 的 问题 : 设 在 常规 晶 格 中 存在 以 如 此 这 般 的 规律 相互 作用 着 的 大 量 电子 自 旋 , 试 问 
它们 究竟 会 做 什么 呢 ? 问题 虽然 简单 地 说 明了 ,但 多 年 来 人 们 就 是 难以 对 它 做 出 完全 的 分 
析 . 尽管 对 于 温度 不 太 靠 近 居 里 点 的 情况 已 做 了 相当 仔细 的 分 析 , 但 在 居 里 点 处 的 突然 转变 
的 理论 仍 有 待 完成 . 

最 后 ,有 关 自 旋 的 原子 磁体 系统 一 在 铁 磁 性 材料 .或 在 顺 磁 性 材料 以 及 在 核磁 性 
中 一 一 的 整 门 学 科 , 对 于 物理 系 的 高 年 级 学 生来 说 ,也 已 是 一 种 具有 魅力 的 东西 . 这 些 自 旋 
系统 可 用 外 加 磁场 加 以 推 和 拉 的 作用 ,从 而 人 们 就 能 够 利用 共振 、 弛 瑰 效 应 、 自 旋回 波 以 及 
其 他 各 种 效应 达到 许多 目的 . 它 被 用 作 许 多 复杂 热力 学 系统 的 原型 . 但 在 顺 磁性 材料 中 情况 
往往 相当 简单 ,而 人 们 已 经 很 高 兴 去 做 实验 以 及 从 理论 上 解释 那些 现象 

我 们 现在 已 结束 了 电学 和 磁 学 的 学 习 . 在 第 1 章 中 ,我 们 曾 谈 到 自从 早期 希腊 人 对 于 现 
珀 和 天 然 磁石 的 奇怪 行为 进行 了 观察 以 来 已 经 大 有 进步 . 可 是 在 我 们 一 切 宛 长 而 又 复杂 的 
讨论 中 , 却 从 未 解释 过 为 什么 当 我 们 摩擦 一 块 琥珀 时 会 在 它 上 面 获得 电荷 ,而 我 们 也 没有 和解 
释 过 为 什么 一 块 天 然 磁石 会 被 磁化 ! 你 可 能 会 说 :“ 呵 ! 我 们 不 过 未 能 得 到 一 个 正确 符号 罢 
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了 . "不 , 比 这 还 要 糟 些 . 因为 即使 我 们 的 确 曾 获得 过 正确 符号 ,仍然 会 有 这 么 一 个 问题 :为 什 
么 在 地 壳 里 的 天 然 磁 石 会 被 磁化 呢 ” 当 然 ,存在 地 球 磁场 ,但 地 球 磁场 又 是 从 哪里 来 的 呢 ? 
实际 上 并 没有 任何 人 知道 一 一 只 能 有 一 些 良 好 的 猜测 . 所 以 你 看 ,我们 这 一 套 物 理学 竟 是 一 
套 唐 品 一 一 从 天 然 磁石 和 琥珀 现象 出 发 ,而 就 在 对 这 两 者 都 不 很 了 解 处 收场 ,但 是 ,我 们 在 
这 一 过 程 中 也 已 经 学 到 了 大 量 十 分 令 人 振奋 而 又 非常 实用 的 知识 ! 


: 第 38 章 弹性 学 
$38-1 胡 克 定律 


弹性 学 这 一 学 科 ,是 与 使 物体 产生 形变 的 力 被 撤去 后 即 能 恢复 其 大 小 和 形状 的 那些 物 

质 行为 打交道 的 . 对 于 所 有 固态 物体 ,我 们 在 某 种 程度 上 都 发 现 了 这 种 弹性 . 要 是 我 们 有 时 

闻 详 尽 地 处 理 这 一 课题 , 则 要 观察 下 列 许多 事情 :材料 行为 ,弹性 的 -- 般 规律 .弹性 学 普遍 理 

论 ,决定 弹性 的 原子 机 制 以 及 最 后 当 力 大 至 范 性 流动 和 破裂 发 生 时 的 弹性 定律 限度 . 要 详细 

地 涉及 全 部 这 些 课题 ,所 花费 时 间 可 能 比 我 们 具有 的 更 多 ,因而 将 不 得 不 忽略 某 些 东 西 . 例 

如 ,我 们 将 不 讨论 范 性 或 弹性 定律 的 限度 ( 当 过 去 谈论 金属 中 的 位 错时 ,就 曾 稍微 接触 过 这 

些 课 题 ). 并 且 ,也 将 不 能 讨论 弹性 的 内 在 机 制 一 一 所 以 下 述 处 理 就 将 不 会 有 如 我 们 在 以 前 

各 章 中 所 试图 达到 的 那 种 完整 程度 . 人 

弯曲 那样 的 实际 问题 的 某 些 方法 . 

当 你 挤 压 一 块 材 料 时 , 它 将 “屈服 "一 一 材料 发 生 了 形变 . 如 果 力 足够 小 , 则 材料 中 各 点 

的 相对 位 移 与 力 成 正比 一 一 我 们 说 这 行为 是 弹性 的 . 下 面 将 仅仅 讨论 弹性 行为 . 首先 , 写 出 
弹性 的 基本 定律 ,然后 ,将 其 应 用 于 敬 干 不 同情 况 . 

假设 取 一 根 长 度 为 i、 宽度 为 w 及 高 度 为 六 的 矩形 杆 ,如 图 38-1 所 示 . 如 果 在 其 两 端 用 

力 下 来 拉 , 此 时 其 长 度 将 伸 长 AL. 我 们 将 假定 在 整 

“Aw 个 过 程 中 这 长 度 的 改变 是 原来 长 度 的 一 个 微小 分 

| 数 . 事实 上 ,对 于 诸如 木材 和 钢 等 材料 , 若 长 度 改 

变 超过 其 原 长 的 百 分 之 几 , 则 该 材料 便 将 断裂 . 对 

于 大 多 数 材料 ,实验 证 明 , 在 伸 长 足够 小 时 , 力 与 


et | 伸 长 成 正比 : 
于 - 江面 积 4 FocAl. (38. 1) 
FAl 一 一 这 一 关系 就 是 大 家 熟悉 的 胡 克 定律 
图 38-1 一 根 杆 在 受 均匀 张力 时 发 生 的 伸 长 杆 的 伸 长 A! 也 与 其 长 度 有 关 , 我 们 可 以 通过 


下 述 论 证 来 尽 可 能 弄 清楚 这 关系 . 若 把 全 辐 的 两 
块 材料 头 对 头 地 粘 在 一 起 ,作用 于 每 块 上 的 力 相同 , 且 每 块 都 将 伸 长 AL. 这 样 ,长 为 2! 的 一 
块 的 伸 长 即 为 截面 与 之 相同 但 长 度 为 : 的 另 一 块 的 伸 长 的 两 倍 . 为 要 得 到 一 个 更 能 表征 该 
材料 性 质 而 包含 较 少 特 殊 形状 的 数字 ,我 们 决定 与 伸 长 对 原 长 的 比率 AWUWl 打交道 . 这 一 比 
率 与 力 成 正比 但 与 i 无关， 


Fo 党. (38. 2) 


力 下 也 将 取决 于 该 块 材料 的 横 截面 积 . 假设 将 两 块 材料 侧面 与 侧面 相 靠 ,那么 ,对 于 给 
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定 伸 长 A/, 我 们 作用 于 每 块 的 力 就 应 为 正 , 亦 即 对 这 两 块 的 组 合作 用 了 两 倍 的 力 . 对 于 一 给 
定 的 伸 长 量 , 力 必定 与 该 块 材料 的 截面 积 A 成 正比 . 为 获得 一 个 比例 系数 与 物体 的 线 度 无 
关 的 定律 ,我 们 把 对 于 一 矩形 块 的 胡 克 定律 写成 下 列 形式 : 


F=YA 全 (38. 3) 


常数 Y 仅 代表 材料 的 特征 性 质 , 被 称 为 杨 氏 模 量 ( 你 将 经 常见 到 杨 氏 模 量 写成 ,但 我 们 已 
把 EE 用 作为 电场 能 量 和 电动 势 了 ,因而 建议 采用 男 一 个 字母 ). 

单位 面积 的 为 称 为 应 为 ,而 单位 长 度 的 伸 长 一 一 分 数 伸 长 一 一 则 称 为 应 变 . 因此 式 
(38. 3) 便 可 重新 写成 : 


一 二 YX 一 (38. 4) 


应 力 ==( 杨 氏 模 最 )X (应变 ). 
胡 克 定律 的 另 一 个 主要 部 分 是 : 当 你 在 一 个 方向 上 拉 介 一 块 材 料 时 , 它 将 在 一 垂直 于 伸 
长 的 方向 上 收缩 . 宽度 的 收缩 正比 于 原来 宽度 ,也 正比 于 AL]/. 这 侧 向 收缩 对 于 宽度 和 高 度 
两 方面 都 有 相同 比例 ,并 经 常 被 写成 


-=¢d (38.5) 


其 中 常数 o 表示 另 一 种 称 为 泊 松 比 的 材料 性 质 . 在 符号 上 它 总 是 正 的 ,而 且 是 一 个 小 于 1/2 
的 数目 (c 一 般 应 取 正 值 , 那 是 “合理 "的 ,但 为 什么 一 定 是 这 样 ,就 不 十 分 清楚 ). 

Y 和 o 这 两 常数 就 完全 规定 了 一 种 均匀 而 各 向 同性 ( 即 非 晶体 ) 材 料 的 弹性 . 在 结晶 材 
料 中 , 伸 长 和 收缩 在 不 同方 向 上 可 以 不 同 ,因而 可 以 有 许多 弹性 系数 . 我 们 将 暂时 把 讨论 局 
限于 其 性 质 可 以 由 Y 和 a 加 以 描述 的 那些 均匀 而 又 各 向 同性 的 材料 中 . 和 往常 一 样 存在 描 
述 事物 的 不 同方 法 一 一 有 些 人 喜欢 用 不 同 的 常数 来 描述 材料 的 弹性 ,但 始终 要 用 到 两 个 ,而 
且 它 们 都 可 以 与 a 和 Y 联系 起 来 . 

我 们 所 需要 的 最 后 一 个 普遍 原理 是 发 加 原理 . 由 于 式 (38. 4) 和 (38. 5) 两 定律 在 力 和 位 移 
方面 都 是 线性 的 ,所 以 簿 加 将 有 效 . 如 果 你 有 一 组 力 并 得 到 某 个 位 移 ,然后 你 增加 一 组 新 的 力 
并 得 到 某 个 另外 的 位 移 , 则 合 位 移 将 是 你 从 这 两 组 力 独立 作用 时 所 得 到 的 两 个 位 移 之 和 ， 

现在 ,我 们 有 了 所 有 的 普遍 原理 一 一 得 加 原理 和 方程 式 (38.4) 与 (38. 5) 一 一 就 有 了 全 
部 弹性 学 . 但 这 也 好 像 是 在 说 ,一 旦 有 了 牛顿 定律 ,就 有 了 全 部 力学 . 或 者 ,给 出 了 麦克 斯 韦 
方程 组 ,也 就 给 出 了 全 部 电学 . 当然 ,有 了 这 些 原理 你 便 可 以 得 到 许多 东西 ,因为 具备 了 你 目 
前 的 数学 本 领 你 就 能 够 走 得 很 远 . 不 过 ,我 们 还 将 演算 几 个 特殊 应 用 问题 . 


$38-2 均 勾 应变 


作为 第 一 个 例子 ,让 我 们 来 找 出 在 均匀 的 流体 静 压 强 的 作用 下 ,一 个 矩形 块 发 生 的 情 
况 . 现在 把 一 块 东西 放 进 压 力 箱 的 水 里 ,那么 ,这 一 块 东西 的 每 一 个 面 就 都 会 受到 一 个 正比 
于 该 面积 向 内 的 作用 力 ( 见 图 38-2). 由 于 流体 静 压 强 是 均匀 的 ,所 以 作用 于 该 块 东西 每 一 
面 上 的 应 为 (单位 面积 之 力 ) 就 都 相同 . 我 们 将 首先 算出 在 长 度 上 的 变化 . 该 块 东 西 的 长 度 变 
化 可 以 想象 成 如 图 38-3 中 所 简 示 出 来 的 那 三 个 独立 问题 中 可 能 发 生 的 长 度 变化 之 和 . 
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p 问题 1 车 在 该 块 材料 两 端 我 们 用 压强 p 
,A 将 其 推 压 , 则 压缩 应 变 为 p/Y, 而 且 符 号 是 负 的 ， 
Al__p 
p 一 。 
A 人 Y 
p 


问题 2 若 加 压强 p 于 该 块 材料 的 两 个 侧 
面 , 则 压缩 应 变 又 是 p/Y ,但 此 刻 我 们 所 要 的 是 
图 38-2 受到 均匀 的 流体 静 压 强 作用 的 一 根 杆 ”纵向 应 变 , 它 可 以 由 侧 向 应 变 乘 以 一 a 而 得 到 . 


侧 向 应 变 为 
Aw = 
也 第 
因而 
A pb 
ys 二 oa y: 


问题 3 ”车 在 该 块 材料 的 项 上 加 以 推 压 , 则 压 
缩 应 变 又 是 p/Y, 而 其 相应 的 侧 向 应 变 再 次 为 
一 p/Y. 因而 得 到 

Al，_ 
一 十 c 区 

把 这 三 个 问题 的 结果 合 起 来 一 一 也 就 是 说 , 取 
AL 一 Al 十 Al 十 Al 我 们 便 得 


学 = 一 如 (1 一 20). (38.6) 
A 0 


当然 ,这 一 问题 在 所 有 三 个 方向 上 都 对 称 ,因此 ， 
Rs 图 38-3 流体 静 压 强 是 三 个 纵向 压缩 力 的 
入 = 个 = 一 所 (1 一 20). (38.7) 得 加 


ZU 


在 流体 静 压强 作用 下 的 体积 变化 也 有 些 令 人 感 兴趣 的 . 由 于 V= fuj, 所 以 对 于 小 位 移 
可 写 出 


利用 式 (38. 6) 和 (38. 7) ,我 们 得 


冬 =-3 名 (1 一 20). (38. 8) 


入 们 喜欢 把 AVAV 叫做 体 应 变 , 并 写 为 


=—_ KY 
p= Ky- 
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该 体 应 力 p 与 体 应 变 成 正比 一 一 再 次 得 到 胡 克 定律 . 系数 K 称 为 体积 弹性 模 量 , 它 与 其 他 
常数 间 的 关系 为 有 
K = grr Sy (38. 9) 

由 于 K 具有 某 种 实用 价值 ,许多 手册 常 给 出 Y 和 天 而 不 是 给 出 Y 和 o. 如 果 你 想 要 得 到 c， 
就 总 可 以 由 式 (38. 9) 获 得 它 . 我 们 也 可 从 式 (38.9) 看 出 , 泊 松 比 o 必然 小 于 1X2. 假如 不 是 
这 样 的 话 , 则 体积 弹性 模 量 会 是 负 值 ,因而 材料 便 会 在 增 大 压强 时 膨胀 . 这 使 得 我 们 能 够 从 
任 一 块 旧 材料 中 获取 机 械 能 量 一 一 这 意味 着 该 块 材料 处 于 不 稳定 平衡 中 . 如 果 我 们 开始 让 
它 膨胀 , 则 它 就 会 自己 继续 膨胀 同时 释放 出 能 量 来 . 

现在 我 们 要 来 讨论 , 当 把 “ 切 "应 变 加 于 某 个 东西 上 时 发 生 的 情况 . 所 谓 切 应 变 , 我 们 指 
图 38-4 所 示 的 那 种 畸变 . 作为 对 这 一 问题 的 准备 ,让 我 们 考察 受到 如 图 38-5 所 示 的 力作 用 
的 一 块 立方 形 材料 内 的 应 变 . 可 以 再 度 把 它 分 解 成 两 个 问题 :垂直 方向 的 推力 和 水 平方 向 的 
拉力 . 设 这 立方 体 每 一 面 的 面积 为 A, 则 对 于 水 平 长度 的 变化 得 


i A 
TYAt*YA- YA: el0) 


垂直 方向 高 度 的 变化 恰好 就 是 此 式 的 负 值 . 


丰 
4 


图 38-4 在 均匀 剪 切 作用 下 的 立方 体 图 38-5 在 顶部 和 底部 都 受到 压缩 力作 用 而 在 两 
侧 受 到 相等 的 拉 伸 力作 用 的 一 个 立方 体 


现在 假设 同样 的 立方 体 受到 如 图 38-6(a) 所 示 的 那些 剪 切 力作 用 . 注意 ! 如 果 要 不 产 
生 净 转 矩 并 要 立方 体 处 于 平衡 态 中 的 话 , 则 所 有 力 必 须 相等 (相似 的 力也 必须 在 图 38-4 中 
出 现 , 因 为 这 块 东 西 是 处 于 平衡 态 . 这 种 力 是 由 使 这 块 东 西 固定 在 台面 上 的 “ 黏 胶 " 提 供 的 ). 
这 时 ,该 立方 体 被 认为 是 处 于 纯 剪 切 的 状态 . 但 必须 注意 , 若 用 一 个 45" 角 的 面 一 比如 说 
沿 图 中 的 对 角 线 4 一 一 来 切割 该 立方 体 , 则 作用 于 这 一 截面 上 的 总 力 垂直 于 这 个 平面 并 等 
于 V2G. 受 这 个 力 所 作用 的 面积 为 V2A, 因 此 ,垂直 于 这 个 面 上 的 张 应 力 仅 为 G/A. 同 理 ,如 
果 我 们 检查 一 下 与 另 一 方向 作成 45" 角 的 平面 一 一 图 中 的 对 角 线 B 一 一 便 会 看 到 有 一 个 重 
直 于 这 个 面 的 压缩 应 力 一 CA. 由 此 可 见 ,在 一 “ 纯 剪 切 "中 的 应 力 相当 于 彼此 大 小 相等 、 互 
相 正 交 , 并 与 原 立 方 体 的 面 成 45" 角 的 那个 张 应 力 和 压 应 力 的 组 合 . 内 应 力 和 内 应 变 与 我 们 
在 图 38-6(b) 所 示 的 那 种 力作 用 下 的 较 大 块 材料 中 将 要 求 得 的 相同 ,但 这 就 是 我 们 已 经 解 
答 的 问题 . 对 角 线 长 度 的 改变 由 式 (38. 10) 给 出 : 
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面积 =V2 4 


G 
(38. 11) 


(其 中 一 条 对 角 线 缩短 , 另 一 条 则 伸 长 ). 

把 剪 切 应 变 用 立方 体 受 扭转 的 角度 一 一 图 38-7 中 的 9 角 一 一 来 表示 往往 很 方便 . 从 这 
个 图 的 儿 何 形 状 你 便 可 以 看 出 , 顶 边 的 水 平 位 移 8 
等 于 V2AD, 因 此 


(38. 12) 


剪 切 应 力 g 被 定义 为 作用 于 一 个 面 上 的 切 向 力 除 
以 该 面 面 积 , 即 g = G/A. 应 用 式 (38. 11) 于 
(38. 12) 中 ,得 


9= 2 
S 或 者 ,把 这 个 式 子 写成 “应 力 = 常数 乘 应 变 ” 的 形 
图 38-7 切 应 变 9 为 24D/D 式 , 即 
g= 0. (38. 13) 
比例 系数 w 称 为 剪 切 模 量 (或 者 有 时 称 为 刚度 系数 ). 如 果 用 Y 和 o 来 表达 , 则 为 
p= ZC Ty: (38. 14) 


顺便 提 一 下 ,这 剪 切 模 量 必须 是 个 正 值 一 一 要 不 然 你 就 可 以 从 正在 受到 剪 切 作用 的 一 块 村 
料 中 获得 功 .根据 式 (38. 14) ,o 必须 大 于 一 1. 这 样 , 我 们 便 知道 "一定 要 在 一 1 与 十 去 之 间 . 
然而 ,实际 上 , 它 却 总 是 大 于 零 的 . 

作为 整个 材料 中 应 力 均匀 的 那 种 典型 情况 的 最 后 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 这 样 的 问题 ,一 
块 材料 被 拉 伸 而 同时 又 受到 约束 以 致 没有 什么 横向 收缩 能 够 发 生 (在 技术 上 ,对 它 进 行 压 缩 
而 同时 不 避免 侧 向 凸 起 来 稍微 容易 些 一 一 但 这 是 同样 的 问题 ). 会 发 生 什么 情况 呢 ? 噢 , 必 


第 38 章 弹 性 学 527 


然 存在 使 它 的 厚度 不 变 的 那 种 侧 向 力 一 一 一 些 我 们 此 时 不 知道 但 必须 计算 出 来 的 力 . 这 与 
上 面 已 经 做 过 的 问题 类 型 相同 ,只 是 要 用 一 点 不 
同 的 代数 .我 们 设想 作用 于 所 有 三 个 侧 向 面 上 的 
力 如 图 38-8 所 示 , 计算 各 种 线 度 的 改变 ,而 选择 
一 些 横 向 力 使 得 宽度 和 高 度 都 保持 不 变 . 按照 通 
常 的 论证 ,对 于 那 三 个 应 变 得 : 


了 YY 
- 当 乱 <( 关 + 二)]， Goa.19 
= 凶 [ 守 (于 + 在 站 ， (38. 16) 
伯 = 立 [让 -e( 攻 + 下)] (38.17) 


现在 ,由 于 Al, 和 AL 都 假定 为 零 ,所 以 式 (38. 16) 和 (38.17) 给 出 了 把 F, 和 F, 与 F， 
相 联 系 的 两 个 方程 式 . 对 它们 一 起 求解 ,得 到 


EF_ oe FE (38. 18) 


代入 式 (38.15) 中 ,得 


Al:_ 1/1_ 20 \F: _ 111 一 c 一 2c: \F。 
二 部 a (~ ) 元 . 《3& 19) 
你 以 后 会 经 常 看 到 把 这 个 式 倒转 ,并 将 a 的 二 项 式 分 解 成 因 式 ,于 是 它 被 写成 
£ 1 一 r 汪 . (38. 20) 


A (+o)(— 6) 


当 我 们 把 各 侧 都 约束 住 时 , 杨 氏 模 量 得 用 一 个 复杂 的 o 函数 相 乘 . 正如 你 可 以 由 式 (38. 19) 
最 容易 匈 到 的 ,在 Y 前 面 的 那个 因子 总 大 于 1. 当 各 侧 都 固定 时 , 拉 伸 一 块 东西 是 较 难 
的 一 一 这 也 就 意味 着 ,一 块 东西 的 强度 当 其 各 侧 都 被 固定 时 会 比 不 固定 时 强 . 


$ 38-3 ”扭转 的 棒 ; 前 切 波 


现在 让 我 们 把 注意 力 转 到 一 个 较 复杂 的 例子 上 来 ,因为 这 里 材料 的 不 同 部 分 受到 不 同 
其 值 的 应 力作 用 . 试 考虑 一 根 被 扭转 的 棒 ,诸如 某 种 机 械 的 驱动 轴 或 在 一 部 精密 仪器 中 用 来 
作为 悬 丝 的 被 扭转 的 石英 纤维 . 正如 你 可 能 从 扭 摆 实 验 中 所 知道 的 ,作用 于 扭转 的 棒 上 的 转 
矩 与 角度 成 正比 一 一 该 比例 常数 显然 取决 于 棒 的 长 度 、 棒 的 半径 以 及 材料 的 性 质 . 问题 是 : 
按 怎 样 的 方式 ? 我 们 目前 能 够 回答 这 个 问题 ,因为 那 不 过 是 演算 某 个 几何 问题 . 

图 38-9(a) 表 示 一 根 长 度 为 工 半 径 为 a、 其 一 端 相 对 于 另 一 端 扭 过 一 个 角度 $ 的 柱 形 
棒 . 如 果 要 把 这 应 变 同 我 们 已 知道 的 东西 联系 起 来 , 则 可 以 把 棒 设 想 为 由 许多 个 柱 形 壳 所 构 
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成 ,并 分 别 算出 每 个 壳 所 发 生 的 情况 . 作为 开始 ,我 们 考察 一 个 薄 而 短 的 .半径 为 ~( 小 于 a) 
而 厚度 为 Ar 的 柱 形 壳 一 一 如 图 38-9(b) 所 示 . 现在 ,如 果 考 察 这 个 柱 壳 上 原本 是 一 个 小 正 
方形 的 部 分 , 则 会 看 到 它 已 被 扭转 成 一 个 平行 四 边 形 . 圆柱 壳 的 每 个 这 样 的 单元 都 处 在 剪 切 
之 中 ,而 其 剪 切 角 为 


g =10=k 和 PY (38. 21) 


(b) 


Ar 
YN t 
有 29 人 


9 
NN Y 
4 


图 38-9 (〈a) 一 根 捏 转 的 柱 形 棒 ;(b) 一 个 扭转 的 柱 形 壳 ;(c) 壳 中 每 一 小 部 分 都 处 在 剪 切 中 


前 切 应 力 为 作用 于 正方 体 端面 上 的 力 AF 除 以 其 端面 积 ALAr[ 参见 图 38-9(c) ]， 


AF 
ALAr 


歇 一 
作用 于 这 样 一 个 正方 体 端 面 上 的 力 AF 贡献 出 绕 柱 轴 的 转 矩 Ar: 
Ar = rAF = rgALAr. (38. 22) 


总 转 矩 = 就 是 绕 该 柱 壳 整 圆周 的 这 种 转 矩 之 和 . 所 以 把 足够 多 的 部 分 拼 在 一 起 使 得 所 有 A/ 
相 加 成 2xr ,我们 就 得 到 一 个 空心 管 的 总 转 矩 为 


rg (2nr)Ar. (38. 23) 
或 者 ,利用 式 (38. 21) ,得 ， 
r= 2xp 全 (38. 24) 


我 们 得 到 一 根 空 心 管 的 转动 刚度 r/g 是 与 该 管 半径 > 的 立方 和 厚度 Ar 成 正比 而 与 其 长 度 
上 成 反比 的 . 

现在 可 以 想象 一 根 实 心 棒 是 由 一 系列 同心 管 所 构成 的 ,而 每 个 管子 被 扭转 相同 的 角度 
#( 昌 然 对 于 每 个 管子 来 说 内 应 力 是 不 同 的 ) ,总 转 矩 是 转动 每 一 个 柱 壳 所 需 的 转 矩 之 和 , 因 
此 对 于 实心 棒 
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t= 2np a dr， 
其 中 积分 是 从 > = 0 积 至 ”> = a 的 ,a 为 该 棒 的 半径 . 经 过 积分 后 ,得 
r= py. (38. 25) 


对 于 一 根 被 扭转 的 棒 , 转 矩 正比 于 角度 并 且 与 其 直径 的 四 次 笑 都 成 正比 一 一 一 根 两 倍 那么 
粗 的 棒 产 生 16 倍 那 么 大 的 扭转 刚度 . | 

在 放下 扭转 这 一 课题 之 前 ,让 我 们 把 刚才 所 学 到 的 东西 应 用 到 一 个 有 趣 的 问题 : 即 扭转 
波 . 如 果 你 取 一 根 长 棒 并 突然 扭转 其 一 端 , 则 一 个 扭转 波 将 会 沿 该 棒 发 展 下 去 ,如 图 38-10 
(a) 所 简略 表示 出 来 的 那样 . 这 比 一 个 稳 恒 扭转 更 令 人 精神 振奋 一 一 让 我 们 看 看 是 否 能 算出 
所 发 生 的 情况 . 


{a) 
图 38-10 《〈a) 在 一 根 棒 上 行进 的 扭转 波 ;(b) 棒 的 一 个 体积 元 
令 z 为 沿 棒 从 一 端 至 某 一 点 的 距离 . 对 于 一 个 静 扭 转 来 说 沿 棒 各 处 都 有 相同 的 转 矩 ,并 


且 正 比 于 $YL, 即 总 扭转 角 除 以 总 长 度 . 对 材料 要 紧 的 是 局 部 扭转 应 变 , 你 会 知道 它 就 是 
3g/az, 当 沿 棒 的 扭转 不 均匀 时 , 则 应 该 用 下 式 来 代替 式 (38. 25 ) : 


r(z) = pt. (38. 26) 


现在 让 我 们 来 看 看 如 放大 图 38-10(b) 所 示 的 ,长度 为 Az 的 体积 元 所 发 生 的 情况 . 设 在 一 小 
段 棒 的 端 1 处 有 转 矩 r(z) ,而 在 端 2 处 有 一 不 同 的 转 矩 r(z 十 Az), 如 果 Az 足够 小 , 则 可 采 
用 泰勒 级 数 把 它 展开 并 写成 


r(z 十 Az) 一 r(z) 十 (FE)az. (38. 27) 


作用 于 * 与 = 十 Az 间 那 一 小 段 棒 上 的 净 转 矩 显然 等 于 r(z) 与 r(z 十 Az) 之 差 , 即 Ar = 
(3r3z)Az. 对 式 (38. 26) 取 微分 ,得 


4 
Mr = ~ 人 Go (38. 28) 


这 个 净 转 矩 的 效果 是 对 该 小 段 棒 提 供 一 个 角 加 速度 . 这 小 段 棒 的 质量 为 


AM = (xa’ Az)p, 
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式 中 o 为 材料 密度 . 我们 曾经 在 第 1 卷 第 19 章 中 算出 一 圆柱 体 的 转动 惯量 为 mr?/2, 若 把 
上 述 那 小 段 材料 的 转动 惯量 叫 作 AT, 则 有 


AT = 于 pa' Az. (38. 29) 


牛顿 定律 讲 : 转 矩 等 于 转动 惯量 乘 以 角 加 速度 , 即 


A120 
Ar 一 AL 5 (38. 30) 
把 每 个 公式 集合 起 来 ,我们 得 
* D? a 
A = Boe hr 
三 a$ Pp a$ 
-i i= 0 (38.31) 


你 会 认识 到 这 是 一 个 一 维 的 波动 方程 . 我 们 已 求 得 扭转 波 将 以 下 述 速率 沿 棒 传 播 下 去 : 


CC 和 切 流 ee (38. 32) 


棒 越 致密 一 一 对 于 相同 的 刚度 来 说 一 一 波 行 得 越 慢 ;而 棒 越 坚硬 , 则 波 发 展 下 去 就 越 快 . 这 
速率 与 棒 的 直径 无 关 . 

扭转 波 是 剪 切 波 的 一 个 特例 , 一 般 说 来 , 剪 切 波 是 其 中 应 变 不 会 改变 材料 任何 部 分 体积 
的 那 种 波 .在 扭转 波 中 ,存在 这 种 切 应 力 的 一 个 特殊 分 布 一 一 即 分 布 于 一 个 圆周 上 . 但 对 于 
切 应 力 的 任 一 种 安排 , 波 将 以 相同 速率 一 一 即 由 式 (38. 32) 所 给 出 的 那 一 速率 一 一 传播 , 例 
如 ,地 震 学 家 发 现 了 在 地 球 内 部 传播 的 这 种 波 . 

在 一 固体 材料 内 部 ,我 们 还 可 以 有 另 一 种 弹性 领域 中 的 波 . 如 果 你 推动 某 一 件 东 西 ,就 
可 以 引起 “ 纵 ” 波 一 一 也 称 为 压缩" 波 ,这 有 如 空气 或 水 中 的 声波 一 一 位 移 与 波 的 传播 沿 同 
一 方向 (在 一 弹性 体 的 表面 上 也 还 可 以 有 其 他 类 型 的 波 一 一 叫 “ 瑞 利 波 "或 “ 乐 甫 波 ”. 在 其 中 
应 变 既 不 是 纯 纵向 的 也 不 是 纯 横向 的 . 我们 目前 没有 时 间 研 究 它 ). 

正当 我 们 论述 波 这 个 课题 时 ,试问 在 像 地球 这 样 一 块 巨大 的 固体 中 纯 压 缩 波 的 速度 究 
竟 如 何 ? 我 们 所 以 讲 “ 巨 大 ”, 是 因为 在 一 粗 而 厚 的 物体 中 的 声速 与 在 一 根 ( 比 如 ) 细 棒 中 的 
声速 不 同 . 所 谓 “ 粗 厚 " 物 体 ,是 指 其 横向 尺寸 比 声音 的 波长 要 大 得 多 .于 是 , 当 我 们 推动 该 物 
体 时 , 它 就 不 能 向 旁 伸 展 一 一 只 能 在 一 维 上 受 讨 缩 . 幸亏 ,我 们 已 算出 了 一 块 受 约束 弹性 材 
料 的 特殊 压缩 情况 , 亦 曾 在 第 1 卷 第 47 章 中 算出 过 气体 中 声波 的 速率 . 按照 同样 的 论证 你 
可 以 知道 ,在 固体 中 声音 的 速率 等 于 / Y/p ,其 中 Y 为 受 约 束 情况 下 的 “纵向 模 量 "一 一 或 
压强 除 以 长 度 的 相对 变化 ,这 恰好 就 是 我 们 曾 在 式 (38. 20) 中 得 到 的 F/A 对 Al/ 的 比 . 因 
此 ,纵波 的 速率 由 下 式 给 出 : 


ci 
= Tap (38. 33) 
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只 要 在 零 与 去 之 间 , 则 剪 切 模 量 y 就 小 于 杨 氏 模 量 Y, 而 Y 比 Y 还 要 大 ,因而 


<Y<Y.. 


这 意味 着 纵波 比 剪 切 波 传播 得 更 快 . 一 种 用 来 量度 物质 弹性 常数 的 最 精密 方法 ,就 是 测 
量 该 材料 的 密度 和 这 两 种 波 的 速率 . 从 这 种 数据 我 们 就 能 得 到 Y 和 v. 顺便 说 说 ,通过 对 
发 自 一 次 地 震 的 那 两 种 波 到 达 时间 差 的 测量 ， 一 位 地 震 学 家 一 “甚至 仅 从 一 一 个 站 所 收 到 
的 信号 一 一 就 能 够 估计 出 振 源 的 距离 . 


$38-4 弯曲 的 梁 


现在 要 来 考察 男 一 个 实际 问题 一 一 棒 或 梁 的 弯曲 . 当 我 们 弯曲 一 根 具 有 任意 截面 的 棒 
时 , 力 会 怎么 样 呢 ? 虽然 我 们 将 算出 的 是 设想 的 一 根 
具有 一 圆 截面 的 棒 , 但 其 答案 将 适用 于 任何 的 形状 ， _ 
然而 ,为 了 节省 时 间 , 我 们 将 抄 近 路 ,因而 即将 得 到 的 ces 
理论 仅仅 是 近似 的 . 我 们 的 结果 将 只 在 弯曲 的 半径 比 
梁 的 厚度 大 得 多 时 才 正 确 . / 

假定 你 抓 住 一 根 直 棒 的 两 端 而 把 它 弯 成 像 图 R 
38-11 那样 的 曲线 ,在 该 棒 内 部 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 

噢 ,如 果 它 被 弯曲 了 , 则 意味 着 在 该 曲线 之 内 的 材料 
受到 压缩 ,而 在 曲线 之 外 的 材料 受到 拉 伸 . 存在 某 一 

个 近似 与 棒 轴 平行 的 面 
既 不 被 拉 长 也 不 被 缩 图 38-11 一 根 弯 梁 
短 ,这 个 面 叫做 中 性 面 . 

泵 会 预期 ,这 个 面 靠 近 横 截面 的 “中 间 ”. 可 以 证 明 ( 但 我 们 将 
不 在 这 里 做 出 ) :对 于 简单 梁 的 微小 弯曲 ,中 性 面 会 穿 过 横 截 
面 的 “重心 ”. 这 只 有 对 于 “ 纯 ” 弯 曲 一 一 只 要 你 不 同时 对 梁 拉 
伸 或 压缩 一 一 才 正 确 . 

这 样 ,对 于 纯 弯 曲 来 说 , 梁 的 一 块 横向 薄片 就 会 如 图 
38-12(a) 所 示 的 那样 变形 . 在 该 中 性 面 之 下 的 材料 具有 与 距 
这 一 中 性 面 的 距离 成 正比 的 压缩 应 变 ;而 在 其 上 的 材料 则 被 
拉 伸 ,其 应 变 也 正比 于 距 这 一 中 性 面 的 距离 . 因此 ,纵向 伸 长 

! 与 高 度 》 成 正比 ,其 比例 常数 恰好 就 是 除 以 该 棒 的 曲率 
半径 一 一 参见 图 38-12: 

Al_y 
l R.' 
所 以 在 y 处 的 一 条 小 带 上 单位 面积 的 力 一 一 应 力 一 一 也 与 距 
(b) 中 性 面 的 距离 成 正比 ; 
图 38-12 (a) 一 根 弯曲 梁 中 
的 一 小 片段 ;(b) 梁 的 模 截 面 各 =Y: (38. 34) 
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现在 让 我 们 来 考察 这 一 应 变 产生 的 力 . 作用 于 图 38-12 中 那 一 小 段 上 的 各 个 力 如 图 所 
示 . 如 果 设想 任何 横向 截面 , 则 作用 于 其 上 的 力 在 中 性 面 之 上 朝 一 个 方向 ,而 在 中 性 面 之 下 
则 朝 男 一 个 方向 ,它们 成 对 地 构成 一 个 “弯曲 转 矩 " 钢 一 一 这 指 的 是 绕 该 中 性 线 的 转 矩 .我 
们 可 通过 对 图 38-12 中 那样 一 小 段 的 一 个 面 上 的 力 乘 以 距 中 性 面 的 距离 ,然后 进行 积分 ,从 
而 计算 出 总 转 矩 : 


= We ydF. (38. 35) 
根据 式 (38. 34), dF = (Yy/R)dA, 因而 
Y[, 
Mn = |y dA. 


ydA 的 积分 我 们 可 称 之 为 该 几何 截面 绕 穿 过 其 “质心 ”的 水 平 轴 的 “转动 惯量 "* ,我 们 将 把 
它 叫 作 T: 


31 
撕 二 起， (38. 36) 
一 aa. (38. 37) 


于 是 , 式 (38. 36) 向 我 们 提供 了 有 关 弯 曲 转 和 矩 钢 与 梁 的 曲率 1/R 之 间 的 关系 . 梁 的 “ 刚 
度 " 与 Y 和 转动 惯量 工 均 成 正比 , 换 句 话说 ,如 果 你 要 用 比如 说 一 定数 量 的 铝 来 制造 一 根 尽 
可 能 强硬 的 梁 , 那 你 就 得 把 尽 可 能 多 的 铝 放 在 离 中 性 面 较 远 的 地 方 ,以 便 造成 一 个 大 的 转动 
惯量 . 然而 ,不 能 把 此 推 至 极端 ,因为 这 么 一 来 该 件 东西 就 将 不 会 如 我 们 所 假定 的 那样 弯 
曲 一 一 但 却 将 弯 折 或 曲折 ,因而 又 会 变 成 较 脆 弱 了 . 可 是 现在 你 已 明白 ,为 什么 结构 梁 要 造 
成 工 字形 或 H 字形 一 一 如 图 38-13 所 示 的 那样 . 


图 38-13 “ 工 字 " 梁 图 38-14 一端 加 有 重量 的 一 根 悬 璧 梁 


作为 梁 方 程式 (38. 36) 的 一 个 应 用 例子 ,让 我 们 算出 有 集中 力 W 作用 于 其 自由 端的 一 
根 惹 辟 梁 的 偏离 ,如 图 38-14 所 示意 的 那样 (所 谓 * 悬 营 " 我 们 只 是 指 梁 被 支持 得 使 其 一 端的 
位 置 和 斜率 都 保持 固定 一 一 它 被 插入 水 泥 墙 内 ). 这 根 梁 的 形状 将 会 怎么 样 呢 ? 让 我 们 把 距 
固定 端的 距离 为 z 处 的 偏离 量 叫 作 z ,我 们 希望 知道 x(z) ,将 只 对 小 的 偏离 作出 计算 ,也 将 
假定 与 其 截面 比较 起 来 梁 是 很 长 的 . 现在 ,正如 你 已 从 数学 课 中 懂得 , 任 一 条 曲线 x(z) 的 曲 
率 1/R 由 下 式 给 出 : 


* 当然 , 那 实际 上 就 是 单位 面积 具有 单位 质量 的 一 个 薄片 的 转动 惯量 . 
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1 d:z/dz’ 
= 8. 38 
R ~ TIF/ dr (38.38) 


由 于 我 们 只 对 于 小 斜率 感 兴 趣 一 一 这 往往 是 工程 结构 中 的 情况 一 一 与 1 比较 起 来 略 去 
(dz/dz)* ,从 而 取 
工 dz 
R dr’ 
我 们 也 需要 知道 弯曲 转 和 挎包 , 它 是 x 的 函数 ,因为 它 等 于 绕 任 一 个 横 截面 的 中 性 轴 的 转 撼 . 
让 我 们 略 去 粱 本身 的 重量 而 仅仅 考虑 在 梁 末 端 处 向 下 的 力 W( 如 果 你 愿意 的 话 ,可 以 把 梁 
的 重量 也 考虑 进去 ). 于 是 在 x 处 的 弯曲 转 矩 为 


M(zr) = W(LO— zx), 


因为 那 是 由 重量 W 所 施加 的 、 围 绕 着 x 点 的 转 矩 一 一 梁 必须 在 z 处 加 以 支撑 的 转 矩 . 我们 
就 得 到 


(38. 39) 


加 人 人 dx 
W(L—zx)= R= XI 本 
d’ W 
dx 上 — — 
i 7(L 工 ). (38. 40) 


这 是 一 个 没有 什么 窍门 的 、 可 以 积分 的 方程 ,结果 得 到 


(38. 41) 


这 里 利用 了 在 + 二 0 处 z(0) = 0 及 dz/dz 也 等 于 零 的 假定 . 那 是 由 梁 的 形状 决定 的 . 末端 的 


位 移 为 
WL 


z(L) = YI 3? (38. 42) 


即 一 根 梁 末端 的 位 移 随 长 度 的 立方 而 增加 . 

上 面 在 导出 梁 的 近似 理论 时 ,我 们 曾经 假定 过 梁 的 横 截 
面 在 梁 被 弯曲 时 不 会 改变 . 当 梁 的 厚度 与 曲率 半径 相 比 显得 
微小 时 , 因 横 截面 的 改变 非常 小 ,所 以 我 们 的 结果 是 好 的 . 不 
过 ,一 般 说 来 ,这 一 效应 是 不 能 忽略 的 ,正如 你 能 够 通过 把 一 
块 软 橡皮 擦 弯曲 在 手指 上 而 容易 自行 验证 出 来 那样 . 如 果 原 
来 的 横 截 面 是 一 个 矩形 ,你 将 会 发 现 , 当 它 被 弯曲 时 在 其 底部 
会 串 起 来 ( 见 图 38-15). 此 事 之 所 以 发 生 ,是 因为 当 我 们 推 压 
其 底部 时 ,材料 便 向 旁 延伸 一 一 正如 由 泊 松 比 所 描述 的 那样 . 
橡皮 是 容易 弯曲 或 伸 长 的 ,但 它 有 点 像 液体 , 即 很 难 改 变 其 体 
积 一 一 犹如 你 在 弯曲 那 块 橡皮 擦 时 它 所 明白 表现 出 来 的 那 
样 .对 于 不 可 压缩 的 材料 , 泊 松 比 应 该 恰好 等 于 1/2 一 一 橡皮 
儿 乎 就 是 这 样 . 


图 38-15 (a) 一 块 被 弯曲 的 橡 
皮 控 ;(b) 横 截面 
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$38-5 弯 折 


现在 要 用 我 们 关于 梁 的 理论 来 理解 有 关 梁 或 者 柱 和 棒 弯 折 的 道理 . 考虑 示意 图 38-16 
中 所 表示 的 情况 ,一 根 原来 是 直 的 棒 , 在 其 两 端 受 一 对 反 向 力 所 推 压 而 保持 弯曲 的 形状 . 我 
们 想 要 计算 这 根 棒 的 形状 以 及 作用 于 两 端的 力 的 大 小 . 

令 棒 与 两 端 之 问 直 线 的 偏离 为 >(z) ,其 中 工 
为 距 一 端的 距离 . 在 图 中 已 点 的 弯曲 转 矩 饥 等 于 
力 下 乘 以 力 劈 , 即 垂直 距离 y， 


M(x) = Fy. (38. 43) 
_ 利用 关于 梁 的 方程 式 (38. 36) ,使 有 
图 38-16 一 根 咨 曲 的 染 有 = 及. (38. 44) 
对 于 小 偏离 来 说 ,可 以 取 1/R = 一 dy/dxr*( 负 号 来 源 于 向 下 弯曲 ). 我 们 就 得 到 
2 = 一 贡 y， (38. 45) 


这 是 正弦 波 的 微分 方程 . 因而 对 于 小 的 偏离 ,这样 一 根 被 弯曲 的 梁 其 曲线 为 正弦 曲线 . 这 正 
弦 波 的 “波长 "4 为 两 端 间距 离 上 的 两 倍 . 若 弯 曲 程度 很 小 , 则 这 正好 是 棒 未 被 弯曲 时 长 度 的 
两 倍 . 因而 该 曲线 为 

y= Ksinxz/L. 


对 此 式 取 二 次 微 商 , 便 得 


将 其 同 式 (38. 45) 比 较 , 可 以 看 到 力 为 


Y. 
Ee 


Le 


F=x (38. 46) 
对 于 微小 弯曲 来 说 , 力 与 弯曲 位 移 y 无 关 ! 

这 样 ,在 物理 上 就 有 下 述 情 况 , 如 果 力 小 于 式 (38.46) 所 给 出 的 下 , 则 根本 就 没有 什么 弯 
曲 . 但 如 果 稍 微 大 于 这 个 力 , 则 材料 将 突然 严重 弯曲 一 一 这 就 是 说 ,对 于 超过 这 一 临界 力 
YIT/L( 常 称 为 “ 欧 拉 力 ”) 的 那些 力 , 梁 将 “ 弯 折 ”, 如 果 一 座 建筑 物 的 楼 上 的 负载 超过 了 支 
柱 的 欧 拉 力 , 则 该 建筑 物 将 倒塌 . 另 一 个 显示 这 种 弯 折 力 最 重要 的 地 方 是 在 太空 火箭 上 . 一 
方面 ,火箭 必须 在 发 射 台 上 能 够 支持 它 本 身 的 重量 并 在 加 速 期 间 能 够 经 得 起 那些 应 力 ; 另 一 
方面 ,重要 的 是 把 结构 的 重量 保持 极 小 ,以 便 使 有 效 负载 和 燃料 容量 尽 可 能 地 大 . 

事实 上 , 当 力 超过 欧 拉 力 时 , 梁 未 必 就 完全 志 缩 下 来 . 当 位 移 变 大 时 , 力 会 大 于 上 面 所 求 
得 的 力 , 因 为 我 们 曾 略 去 了 式 (38. 38) 有 关 1/R 中 的 一 些 项 . 为 要 求 得 梁 严 重 弯 曲 时 的 力 ， 
就 必须 回 到 准确 的 方程 式 (38. 44) 上 去 , 它 是 在 我 们 采用 有 关 R 与 y 间 的 近似 关系 前 就 已 
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经 得 到 的 . 式 (38. 44) 具 有 一 种 相当 简单 的 几何 性 质 * ,要 把 它 算 出 来 稍微 有 点 复杂 ,但 却 是 
相当 重要 的 .不 用 xz 和 y 来 描述 该 曲线 ,我 们 可 以 用 两 个 新 的 变数 :S, 即 沿 曲线 的 距离 ;6， 
即 该 曲线 的 切线 的 倾角 . 参阅 图 38-17. 曲率 就 是 该 角 随 距离 的 变化 率 : 


l= 
R ds: 


图 38-17 关于 一 根 弯曲 粱 的 曲线 坐标 S 和 0 


因此 ,我 们 能 够 将 那个 准确 的 方程 (38. 44) 写 成 RN 
dg _F 人 斑 人 
ds 一 于? 
如 果 取 上 式 对 于 S 的 微 商 并 用 sin 9 代替 dy/dS , 则 我 们 得 
4 -一再 sing (38. 47) 人 1 
F. F 
[如 果 0 很 小 , 便 会 回 到 式 (38.45). 一 切 都 行 了 ]. 
现在 , 当 你 知道 式 (38. 47) 刚 好 就 是 你 所 获得 的 关于 
摆 作 大 幅度 振动 的 方程 式 时 一 当然 ,其 中 F/(YI) 要 用 
另 一 个 常数 来 代替 ,你 或 许 会 感到 离 悦 或 者 不 高 兴 . 我 们 


早 就 在 第 1 卷 第 9 章 中 学 习 过 如 何 通 过 数值 计算 来 求解 ”一 一 一 
这 样 的 方程 ”. 你 所 得 到 的 解答 就 是 某 些 令 人 神往 的 曲 
线 一 一 称 为 “弹性 "曲线 .图 38-18 显示 对 于 不 同 FA(YI) 值 ”图 38-18 一 根 恋 曲 棒 的 曲线 
的 三 条 曲线 . 


* 偶尔 ,同一 个 方程 也 出 现在 其 他 的 物理 情况 中 一 一 例如 ,在 两 块 平行 平面 之 间 所 包含 液体 的 弯 月 
而 同样 的 几何 解答 可 以 通用 . 
** ”这些 解 也 可 用 称 为 “ 雅 可 比 椭 辐 函数 "的 一 些 函 数 来 表示 ,这 些 也 已 被 某 些 人 算出 来 了 . 


面 
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$39-1 应 变 张 量 


上 一 章 我 们 曾 谈 到 一 些 特殊 弹 性 体 的 形变 ,本 章 我 们 将 要 考察 一 般 弹 性 材料 内 部 可 能 
发 生 的 情况 .我 们 希望 有 可 能 描述 当 用 某 种 复杂 方式 把 一 大 团 果 子 冻 扭转 和 压缩 时 ,其 内 部 
的 应 力 和 应 变 的 情况 . 要 完成 此 事 ,就 需要 能 描写 弹性 体 中 每 一 点 上 的 局 域 应 变 . 对 此 ,我们 
可 以 通过 对 每 一 点 给 出 一 组 六 个 数 一 一 一 个 对 称 张 量 的 分 量 一 一 来 做 到 . 以 前 我 们 就 曾 谈 
及 应 力 张 量 (第 31 章 ) ,现在 却 需 要 应 变 张 量 . 

考虑 从 一 块 起 初 未 发 生 任 何 应 变 的 材料 出 发 ,并 注意 当 其 发 生 应 变 时 埋 在 材料 里 的 一 
个 小 “灰尘 "斑点 的 运动 . 原来 被 放 在 PP 点 、 即 r = (xz, y, z) 处 的 斑点 , 移 到 如 图 39-1 所 示 
的 PP 点 、 即 r= (x , y ,xz ) 处 .我 们 把 从 PP 至 P' 的 矢量 位 移 记 作 u. 于 是 

u=r—r. (39.1) 
当然 ,这 位 移 u 依赖 于 我 们 出 发 的 一 点 了 ,因而 wx 就 是 r 的 一 个 矢量 函数 或 者 ,如 果 你 
喜欢 的 话 ,也 即 是 (z，>y，z) 的 函数 . 

让 我 们 首先 来 考察 应 变 在 整 块 材料 中 是 常数 的 那 种 简单 情况 一 一 因而 我 们 就 有 所 谓 均 
匀 应 变 . 例如 ,假设 有 一 块 材料 ,将 其 均匀 拉 伸 ,仅仅 在 一 个 方向 比如 在 方向 上 
均匀 地 改变 它 的 长 度 ,如 图 39-2 所 示 . 位 于 zx 处 斑点 的 位 移 xz 与 z 成 正比 .实际 上 ， 


应 变 发 生 后 


应 变 发 生前 


图 39-1 在 未 发 生 应 变 的 一 块 材料 中 位 于 已 点 处 的 斑点 , 当 材料 发 生 应 变 后 移 到 P' 点 处 
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我 们 将 wu: 写成 这 样 ;: 应 变 发 生前 
Wr = Cx, 


当然 ,比例 常数 es 与 AlVl 是 同一 件 事 (你 不 久 
就 会 看 到 为 什么 我 们 要 用 一 个 双重 脚 标 ). 

如 果 应 变 不 均匀 , 则 xx 与 x 的 关系 将 在 
材料 里 逐 点 改变 . 对 于 一 般 的 情况 来 说 ,就 要 
用 一 种 局 域 的 Al/l, 即 用 下 式 来 定义 en : 

em = Aur/97x. (39. 2) 


这 个 数 一 一 它 现在 是 xz, y 和 z 的 函数 一 一 描 
述 整 块 果子 冻 中 z 方 向 的 伸 长 量 . 当然 ,此 外 
还 可 以 有 沿 y 向 和 z 向 的 伸 长 ,我 们 用 下 列 两 
个 数值 来 描述 : 


eo = i es = Te. (39.3) 


我 们 也 需要 能 描述 剪 切 型 的 应 变 . 假设 我 图 39-2 均匀 拉 伸 型 应 变 
们 想象 在 起 初 未 发 生 形 变 的 果子 冻 中 标示 出 
一 个 小 立方 体 . 当 这 团 果子 冻 被 推 压 而 变形 时 ,立方 体 的 一 个 面 可 能 变 成 一 个 平行 四 边 形 ， 
如 图 39-3 所 示意 的 那样 ”. 在 这 种 应 变 中 ,每 个 质点 在 z 方 向 的 移动 与 y 坐标 成 正比 ， 


a Sy, (39. 4) 
还 有 一 个 正比 于 z 的 y 方向 的 位 移 ， 
uy = Dz. (39. 5) 
应 变 发 生前 
NN 
NN 


图 39-3 均匀 应 变 


* 我 们 暂时 选择 把 总 剪 切 角 0 分 成 两 个 相等 部 分 ,并 使 该 应 变相 对 于 = 和 y 是 对 称 的 . 
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因此 ,我 们 就 能 够 通过 写 出 
Us 一 Eyy, Uy = eyxZ， 
其 中 
ey 一 ez 一 本 
来 描述 这 种 剪 切 型 应 变 . 


现在 你 也 许 会 想到 , 当 应 变 不 均匀 时 ,我 们 可 以 用 下 面 对 ew 和 ev 这 两 个 量 所 下 的 定义 
来 描述 普遍 的 剪 切 应 变 : 


Qus 9 
er 一 3 eyr 一 Ei (39. 6) 


除了 uw, 的 符号 相反 之 外 它们 就 很 像 式 (39. 4) 和 (39. 5). 对 于 这 些 位 移 来 说 ,果子 冻 中 一 个 
小 立方 体 将 仅仅 转 过 一 个 角度 0/2, 如 图 39-4 所 示 . 完全 没有 什么 应 变 一 一 只 不 过 在 空间 
中 的 转动 ,材料 没有 变形 ,所 有 原子 的 相对 位 置 都 根本 没有 改变 . 所 以 应 当 想 办 法 使 纯 转动 
不 包括 在 我 们 对 剪 切 应 变 的 定义 之 中 . 关键 点 在 于 :车 3u,/3x 和 3u,/3y 相等 而 相反 , 则 没 
有 应 变 , 因 此 ,我 们 可 用 下 列 定义 解决 问题 : 


ery 一 Cy: 一 总 (3uy/az 十 aux/ay)， 
对 于 纯 转 动 来 说 ,两 者 均等 于 零 ,但 对 于 纯 剪 切 则 会 得 到 es, 等 于 e,, ,这 正 是 我 们 想 要 的 那 


种 关系 . 
转动 前 


SS 


图 39-4 均匀 转动 一 一 没有 应 变 


在 最 普遍 的 形变 中 
值 来 定义 应 变态 : 


可 以 包括 伸 长 或 收缩 以 及 切 变 在 内 一 一 我 们 可 通过 给 出 九 个 数 
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_ qu: 

err 一 dar" 
Au 

ew 一 = 


(39.7) 


ery 一 序 (3us/az 十 9u:/9y)， 


这 些 就 是 应 变 张 量 的 各 项 . 由 于 它 是 一 个 对 称 张 量 一 一 我 们 的 定义 总 是 使 得 e,, = ex 
实际 上 , 它 只 有 六 个 不 同 的 数 . 你 会 记得 ( 见 第 31 章 ) , 张 量 的 普遍 特征 是 :那些 项 都 会 像 两 
个 矢量 的 分 量 之 积 那样 变换 ( 若 4 和 B 都 是 矢量 , 则 C, = A,B, 便 是 一 个 张 量 ).e 的 每 一 项 
都 是 矢量 & = 《wu,, wu,, 4:) 和 算 符 Y = 二 (9/9x, 9/9y, 9/9x) 的 各 分 量 之 积 (或 这 种 积 之 
和 ) ,我 们 知道 后 者 如 同一 个 矢量 那样 变换 . 让 我 们 令 zi ，xzz ,x 各 代表 工 ， yz, 而 i， uw， 
us 各 代表 uu, , u: , 则 可 以 将 这 个 应 变 张 县 的 普遍 项 。 写成 


ey = (Qu /az, + 9u/9z;), (39.8) 
式 中 ,i 和 j 各 可 以 是 1, 2 或 3. 
当 有 一 均匀 应 变 可 以 包括 拉 伸 和 剪 切 一 一 时 , 则 所 有 的 @; 都 是 常数 ,因而 可 以 写 出 
Ur 一 er 十 emyy 十 ez (39.9) 


(我 们 选取 wu 为 零 的 那 一 点 作为 x，y, z 坐标 系 的 原点 ). 在 这 种 情况 下 ,应变 张 量 e; 会 给 出 
坐标 矢量 二 《x,y, zx) 和 位 移 矢量 w 二 (wu , wu,, wu.) 之 间 的 关系 . 

当 应 变 不 均匀 时 ,果子 浆 的 任 一 部 分 也 可 能 受到 一 些 扭转 一 一 会 存在 局 域 转动 . 若 形 变 
都 很 小 , 则 应 该 有 


Au = >》 (0; — wi)Az,, (39. 10) 


式 中 w; 是 一 个 反对 称 张 县 ， 


2 序 (au/az 一 auvaz )， (39.11) 


上 式 能 够 描述 转动 . 可 是 ,我们 将 不 再 为 转动 操心 ,而 仅 关心 由 对 称 张 量 。, 描述 的 应 变 . 
$39-2 弹性 张 量 


我 们 已 描述 了 应 变 , 现 在 要 把 这 些 应 变 与 内 力 一 一 材料 中 的 应 力 一 一 联系 起 来 对 于 材 
料 中 每 一 小 部 分 ,假定 胡 克 定律 都 成 立 , 因 而 将 应 力 写成 正比 于 应 变 . 在 第 31 章 中 ,我 们 曾 
把 应 力 张 量 S; 定 义 为 在 整个 冬 直 于 j; 轴 的 单位 面积 上 的 力 的 第 i 个 分 量 . 胡 克 定律 讲 ,S， 
的 每 一 分 量 与 每 一 个 应 变 分 量 都 为 线性 关系 . 由 于 S 或 e 每 个 有 9 个 分 量 , 因 此 会 有 
9 X 9 三 81 个 可 能 的 系数 被 用 来 描述 材料 的 弹性 . 如 果 材 料 本 身 是 均匀 的 , 则 它们 都 是 党 
数 . 现在 把 这 些 系数 写成 Cw ,并 由 下 式 定义 : 
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S$; = DCimen y (39. 12) 
kl 


其 中 i j,&, /都 可 取 1, 2 或 3 的 值 . 既然 这 些 系 数 Ci 把 一 个 张 县 与 男 一 个 张 最 联系 起 
来 ,所 以 它们 本 身 也 就 形成 一 个 张 量 一 一 一 个 四 阶 张 量 , 可 以 称 它 为 弹性 张 县 . 

假定 所 有 的 C 均 为 已 知 ,而 你 将 一 个 复杂 的 力作 用 于 菜 一 特殊 形状 的 物体 之 上 . 将 会 
有 各 式 各 样 的 形变 ,而 该 物体 就 将 形成 某 种 被 扭转 过 的 形状 . 位 移 将 会 怎样 呢 ? 你 可 以 看 出 
那 是 一 个 复杂 的 问题 .假如 你 知道 了 应 变 , 你 便 能 够 由 式 (39. 12) 求 出 应 力 一 一 或 者 相反 . 但 
在 任 一 点 上 ,你 所 获得 的 应 力 和 应 变 都 将 取决 于 材料 的 所 有 其 余部 分 发 生 的 情况 . 

解决 这 一 问题 的 最 易 途 径 就 是 考虑 能 量 . 当 有 力 下 正比 于 位 移 z 时 ,比如 说 下 = kx， 
则 对 于 任意 位 移 zx 所 需 之 功 为 kx?/2. 同 理 ,可 以 证 明 进 入 单位 体积 形变 材料 内 的 功 zw 为 


w 一 立 > Couesen. (39. 13) 


DL 


在 使 物体 形变 过 程 中 所 作 的 总 功 W 为 w 对 整个 体积 的 积分 : 
WwW = | 证 DConeserdy. (39. 14) 


于 是 ,这 就 是 储藏 于 材料 内 应 力 中 的 势能 . 现在 当 物体 处 于 平衡 态 时 ,其 内 能 必然 处 在 极 小 . 
因此 , 求 物体 中 应 变 的 问题 ,就 可 以 通过 求 出 整个 物体 的 一 组 位 移 wu 一 一 将 使 得 W 为 极 
而 得 到 解决 . 我 们 曾 在 第 19 章 中 提供 过 处 理 像 这 一 类 极 小 值 问题 时 使 用 到 的 变 分 法 
的 某 些 普遍 概念 . 这 里 不 能 对 这 一 问题 进行 更 详尽 的 深入 讨论 . 

现在 我 们 主要 感 兴趣 的 是 ,关于 弹性 张 量 的 一 般 性 质 我 们 能 够 说 些 什么 . 首先 ,很 明显 ， 
实际 上 在 Cw 中 并 没有 81 个 不 同 项 . 由 于 S; 和 ey 两 者 都 是 对 称 张 量 , 所 以 每 个 张 量 就 只 有 
六 个 不 同 项 ,因而 在 Csw 中 至 多 也 只 能 有 36 个 不 同 项 . 然而 ,存在 的 项 往往 比 这 还 少 得 多 . 

让 我 们 考察 立方 晶体 的 特殊 情况 . 在 其 中 ,能 量 密度 ww 像 下 式 这 样 开始 写 起 : 


小 


久 一 宇和 wd 二 Cogeney | Cesta 二 yene 二 Coena 后 十 Co 六, 二 wil, 

(39. 15) 

共有 81 项 ! 但 是 立方 晶体 具有 某 些 对 称 性 . 特别 是 ,如 果 晶 体 被 转 过 90°, 则 它 具 有 相同 的 

物理 性 质 . 对 于 在 y 方向 的 拉 伸 与 对 于 在 z 方向 的 拉 伸 来 说 具有 相同 的 刚度 . 因此 , 如果 我 

们 改变 式 (39. 15) 中 关于 x 和 y 两 坐标 方向 的 定义 , 则 能 量 就 不 会 改变 . 对 于 立方 晶体 来 
说 ,必然 有 

Ce 一世， 二 ， (39.16) 


其 次 ,我 们 还 能 够 证 明 , 像 C..., 那 些 项 一 定 会 等 于 零 . 立方 晶体 具有 这 么 一 种 性 质 , 即 
在 与 轴 正 交 的 任何 平面 的 反射 之 下 它 是 对 称 的 . 车 我 们 用 一 y 代替 y, 不 会 有 什么 差别 . 但 
当 由 》 变 至 一 y 时 ew 会 变 成 一 es 一 一 以 前 朝向 十 y 的 位 移 现在 朝向 一 y 了. 如 果 能 量 不 会 
改变 , 则 当 我 们 做 反射 时 , Ce 就 必然 变 成 一 Co. 但 反射 后 的 晶体 与 以 前 的 相同 ,因此 
Cu- 就 必须 与 一 C-。* 相 等 . 这 只 有 当 两 者 均等 于 零 时 才能 实现 . 

你 会 说 :“ 但 同样 的 论证 也 将 使 Cow = 0 啊 !1” 不 对 ,因为 这 里 共有 四 个 y. 对 于 每 个 y， 
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符号 都 要 改变 一 次 ,而 四 个 负 号 就 会 造成 一 个 正 号 . 因此 , 若 有 两 个 或 四 个 y, 则 该 项 的 确 不 
必 为 零 . 只 有 当 出 现 一 或 三 个 y 时 , 它 才 是 零 . 所 以 ,对 于 立方 晶体 来 说 ,C 的 任何 不 等 于 零 
的 项 将 只 有 偶数 个 相同 的 脚 标 (上 面 我 们 对 于 y 所 做 的 论证 ,显然 对 于 xz 和 z 也 都 有 效 ). 于 
是 ,也 许 会 有 像 Csy, ,Cs, ，C。w ,等 等 的 项 . 然而 已 经 证 明 ,车 把 所 有 的 x 都 改 成 y, 以 及 
相反 (或 把 所 有 的 z 和 所 有 的 x 对 换 , 等 等 ), 则 我 们 必定 获得 一 一 对 于 立方 品 体 来 说 一 一 相 
同 的 数值 . 这 意味 着 只 有 三 种 不 同 的 非 零 可 能 性 : 


Crrrr (= Cyyy = Cars ), 
Cr (二 Cwzr 二 Curee ,等 等 )， (39. 17) 
Co (二 Cyxyr 一 Cure ,等 等 ). 

于 是 ,就 立方 晶体 来 说 ,能 量 密度 看 来 会 像 这 样 : 


w= 去 [Cos( 手 十 的 十 的 ) 十 2Cuw (exen 十 eyes 十 ce) 十 4Com( 史 十 改 十 号 ) 
(39. 18) 
就 各 向 同性 一 一 也 就 是 非 晶 的 一 一 材料 而 言 , 对 称 性 还 会 更 高 . 那些 C 项 应 该 对 于 坐 
标 系 的 任何 选取 都 相同 , 于 是 结果 是 ,在 那些 C 项 中 还 存在 另 一 个 关系 式 , 即 
Cpe = Com ep (39. 19) 
通过 下 面 的 一 般 论证 可 以 看 出 的 确 是 这 样 . 应 力 张 量 5; 必须 与 er 以 完全 与 坐标 方向 无 关 的 
方式 相 联系 , 即 必须 只 由 标量 来 联系 . 你 会 说 ;:“ 那 很 容易 ".“ 从 ej 得 到 S; 的 唯一 途径 ,就 是 
由 一 个 标量 常数 相 乘 , 它 正好 就 是 胡 克 定律 ,所 以 它 必定 是 S, = (常数 )e, ”, 但 这 并 不 完全 
对 ,因为 也 可 能 存在 由 单位 张 量 % 乘 上 与 ey 成 线性 关系 的 某 个 标量 . 你 能 够 用 e 线性 地 构 
成 的 唯一 不 变量 是 之 es ( 它 如 同 标量 x? 十 y? 十 z? 那样 变换 ). 因此 ,把 S; 与 ej; 联系 起 来 的 方 
。 程 的 最 普遍 形式 一 一 对 于 各 向 同性 材料 来 说 一 一 为 


S; = 2pes 十 M(>)eu)55 (39. 20) 
大 


(第 一 个 常数 往往 被 写成 2 乘 以 w, 这 样 该 系数 w 才 会 等 于 我 们 在 上 一 章 中 曾 定义 过 的 剪 切 
模 量 ).w 和 4 这 两 常数 称 为 拉 梅 弹性 常数 . 将 式 (39. 20) 和 (39. 12) 两 相 比 较 ,你 就 会 看 出 
Cryy 一 人 ， 
人 (39,21) 
Cprr = 24++A. 
因此 ,我 们 已 经 证 明了 式 (39. 19) 的 确 是 正确 的 . 你 也 会 看 到 ,各 向 同性 材料 的 弹性 可 由 两 个 
常数 完全 给 出 ,正如 我 们 曾 在 上 一 章 中 说 过 的 那样 . 


这 些 C 项 可 用 以 前 曾经 用 过 的 任意 两 个 弹性 常数 一 一 例如 杨 氏 模 量 Y 和 泊 松 比 o 
来 表示 . 我 们 愿意 把 下 列 各 式 留 给 你 们 去 证 明 
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Carr 一 人 二 下， 
Ca 一 TT) 和 
Cy = 二 


§ 39-3 在 弹性 体 中 的 运动 


我 们 已 经 指出 ,处 于 平衡 中 的 弹性 体 其 内 应 力 自身 会 做 调整 ,以 使 其 能 最 极 小 . 现在 来 
做 一 番 考 察 , 当 内 力 不 平 衡 时 会 发 生 什么 情况 . 让 我 们 
假设 ,在 某 个 表面 A 内 有 一 小 片 材料 ,参见 图 39-5. 如 果 
这 一 片 处 于 平衡 之 中 , 则 作用 于 其 上 的 总 力 FF 就 必然 
为 零 . 可 以 设想 ,这 一 个 力 是 由 两 部 分 组 成 的 . 一 部 分 可 
能 是 由 像 重 力 那 样 的 “外 ” 力 引 起 的 , 它 是 从 远 处 作用 于 
该 片 材料 而 产生 的 单位 体积 的 力 f. 而 总 外 力 Fx 就 
是 这 fr 对 整 片 材料 体积 的 积分 : 


Fy =| 六 dV. (39. 23) 


平衡 时 ,这 个 力 会 被 来 自 附近 材料 对 整个 表面 A 作用 
的 总 力 Fn 所 抵消 . 当 这 片 材料 不 是 处 于 平衡 中 时 一 一 
如 果 它 在 运动 一 一 则 这 个 内 力 与 外 力 之 和 就 应 等 于 质 
蕙 乘 以 加 速度 . 我 们 应 有 


图 39-5 由 表面 A 所 包围 的 一 个 小 
体积 元 


Fs 十 Fn = |erav， (39. 24) 


其 中 po 为 材料 密度 ,而 为 其 加 速度 . 现在 我 们 可 以 把 式 (39.23) 和 (39. 24) 丙 者 结合 起 来 ， 
从 而 写成 
Fs = |.c fn + pr )dV. (39. 25) 
将 通过 
f=— f+or (39. 26) 
这 一 定义 来 简化 我 们 的 写法 . 于 是 , 式 (39. 25) 可 以 写成 


F», = | av (39. 27) 


被 称 为 Fy 的 这 个 积分 与 材料 内 的 应 力 有 关 . 该 应 力 张 量 S; 曾 ( 在 第 31 章 中 ) 被 这 样 定 
义 ,使 得 跨越 单位 法 线 为 n 的 一 个 表面 元 da 的 力 dF 的 z 分 量 由 下 式 给 出 : 


dF, = (San Syn, + Sen.)da. (39. 28) 
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于 是 作用 于 那 一 小 片 材料 上 的 Fw 的 工分 量 , 就 是 dF. 对 整个 表面 的 积分 . 将 此 式 代 入 式 
(39. 27) 中 的 < 分 量 中 ,得 


[sun; Fn da [feav. (39. 29) 


我 们 已 有 面积 分 与 体积 分 的 关系 一 一 而 这 就 使 我 们 想起 曾 在 电学 中 学 过 的 某 种 东西 . 
注意 ,如 果 忽 略 式 (39. 29) 左 边 每 个 S 的 第 一 个 下 脚 标 zx, 那么 它 看 来 就 恰好 像 量 
“Sm 一 一 即 一 个 矢量 的 法 向 分 量 一 一 对 整个 表面 的 积分 . 它 应 该 是 从 该 体积 流出 去 的 
“S 的 通 量 . 而 倘若 利用 高 斯 定律 , 则 可 以 写成 “S "的 散 度 的 体积 分 . 事实 上 ,无 论 该 zx 脚 标 
存在 与 否 , 它 总 是 正确 的 一 一 它 仅 是 你 可 以 通过 分 部 积分 而 得 到 的 一 个 数学 定理 . 换 句 话 
说 ,我 们 可 将 式 (39. 29) 改 写成 


| 
i gr + 9y 十 dz jdy vfzdV. (39. 30) 


现在 就 可 以 去 掉 那 些 体积 分 ,而 把 f 一 般 分 量 的 微分 方程 写成 : 
3S， 
f;= 之 和 (39. 31) 


上 式 告 诉 我 们 单位 体积 的 力 如何 同 应 力 张 量 S, 联系 起 来 . 

关于 固体 内 部 运动 的 理论 就 是 这 样 做 出 来 的 . 如 果 从 认识 初 位 移 一 一 比如 说 ,由 wu 所 给 
出 的 一 一 着 手 , 则 可 以 算出 6;. 从 这 些 应 变 又 可 以 根据 式 (39. 12) 而 得 到 应 力 . 从 这 些 应 力 
可 以 得 到 式 (39. 31) 中 的 力 密度 f .一旦 知道 了 了 ,就 可 以 根据 式 (39. 26) 获 得 材料 的 加 速度 
7, 这 会 告诉 我 们 位 移 将 如 何 变 化 . 把 所 有 结果 都 聚集 在 一 起 , 便 会 得 到 关于 弹性 固体 的 可 
怕 的 运动 方程 . 我 们 只 写 出 对 各 向 同性 材料 所 得 到 的 结果 . 如 果 你 用 式 (39. 20) 表 示 的 S,， 


并 将 名 写成 去 (934/93z 十 94w/3z,), 则 你 最 后 会 得 到 这 样 一 个 矢量 方程 


f= (+p) VV .wu) + Vu. (39. 32) 


事实 上 ,你 能 够 看 出 了 与 & 相 联 系 的 方程 必然 会 具有 这 种 形式 . 力 必然 取决 于 位 移 u 的 
二 次 微 商 .u 的 二 次 微 商 是 矢量 的 到 底 有 哪些 呢 ? 其 一 是 V(V， u), 那 是 一 个 真正 的 和 最 ， 
仅 有 的 另 一 个 矢量 是 Yu, 因此 最 普遍 的 形式 为 


f=aV(V.u)+b Vu, 


它 就 是 式 (39. 32), 只 是 常数 的 定义 不 同 而 已 . 你 可 能 会 觉得 奇怪 ,为 什么 我 们 没有 用 到 
VXVXw 作 为 第 三 项 ,因为 它 也 是 一 个 矢量 .但 要 记 住 , YXVXu 同 Vw 一 V(V :wu) 是 同 
一 件 事 ,因而 它 就 是 我 们 所 有 的 两 项 的 一 个 线性 组 合 . 把 它 加 进去 不 会 增加 任何 新 东西 . 我 
们 再 一 次 证 明了 各 向 同性 材料 只 会 有 两 个 弹性 常数 . 

对 于 这 种 材料 的 运动 方程 ,可 以 令 式 (39. 32) 等 于 p9?w/9z: 一 一 目前 略 去 任何 像 重 为 那 
样 的 彻 体力 一 一 并 得 到 


2 
p= Atp) VV tp Vu. (39. 33) 
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它 看 来 有 点 像 我 们 以 前 在 电磁 学 中 曾 有 过 的 波动 方程 式 , 只 不 过 有 一 个 附加 的 复杂 项 . 
对 于 弹性 处 处 相同 的 材料 , 按 下 述 办 法 可 以 弄 清 楚 其 -- 般 解 的 表现 形式 . 你 会 记得 ,任何 
矢量 场 都 可 以 写成 两 矢量 之 和 :一 个 矢量 的 散 度 为 零 ; 另 一 个 矢量 的 旋 度 为 零 . 换 句 话 
说 ,我 们 可 令 


& 一 2 十 pz， (39. 34) 
其 
a V:u=0, VXu,=0. (39. 35) 
用 ww 十 us 代替 式 (39. 33) 中 的 wu, 我 们 得 
pa*/9t [wm + wu] = (M+p) VV :uw) + pV (uw + wu,). (39. 36) 


可 以 通过 取 这 一 方程 的 散 度 而 消去 ww ， 
p9° /9 (V2) = (十 由 VV uw) tuV. Viw. 
由 于 算 符 (V ) 和 (V ， ) 可 以 相互 交换 ,所 以 我 们 能 将 散 度 作为 一 个 公 因子 提取 出 来 ,从 而 得 
V* {pou/9t 一 (十 20) Viu! = 0. (39. 37) 


由 于 根据 定义 VX ws = 0, 所 以 整个 插 号 | | 的 旋 度 也 等 于 零 ,因而 该 括号 本 身 就 恒 等 于 


pa2uayatz = (A 2p) Viu. (39. 38) 


这 是 以 速率 c* 一 VU 十 24)Vp 运动 的 波 满足 的 矢量 波动 方程 . 由 于 us 的 旋 度 为 零 , 所 以 就 
没有 任何 剪 切 与 这 种 波 有 联系 . 这 种 波 正好 是 上 一 章 中 曾经 讨论 过 的 那 种 压缩 一 一 声音 
的 一 一 波 , 而 其 速度 就 恰恰 是 我 们 曾 求 得 的 cw 冯 . 

同样 地 一 一 通过 取 式 (39. 36) 的 旋 度 一 一 我 们 能 够 证 明 wu, 会 满足 方程 


pa ui/9t = pViu. (39. 39) 


这 又 是 具有 速率 c = VwZp 的 波 之 矢量 波动 方程 . 由 于 .uw 为 零 ,所 以 ui 不 会 产生 密度 变 
化 ,这 个 矢量 四 相当 于 上 一 章 中 我 们 曾 见 过 的 那 种 横 波 或 剪 切 型 波 ,而 cy = cgg. 

要 是 我 们 希望 知道 各 向 同性 材料 中 的 静 应 力 , 原 则 上 可 以 通过 令 三 等 于 零 一 “或 等 于 
像 来 自重 力 pg 的 那 种 静 彻 体力 一 在 与 施 于 该 大 块 材料 的 表面 上 的 力 有 关 的 一 些 条 件 下 ， 
求解 方程 式 (39. 32) 而 找到 . 这 比 电磁 学 中 的 相应 问题 更 困难 一 些 . 之 所 以 较 难 ,首先 由 于 方 
程 的 处 理 稍微 困难 ;而 其 次 , 则 由 于 我 们 很 可 能 感 兴趣 的 弹性 体 的 形状 通常 更 加 复杂 . 在 电 
磁 学 中 ,我 们 所 感 兴趣 的 常常 是 环绕 像 柱 体 、 球 体 等 相对 简单 的 几何 形状 来 求解 麦克 斯 韦 方 
程 组 ,因为 这 些 都 是 电学 设备 的 合适 形状 . 在 弹性 学 中 ,我 们 希望 分 析 的 东西 却 可 能 具有 十 
分 复杂 的 形状 一 一 像 曲柄 钧 汽车 里 的 曲轴 或 汽轮机 的 转子 . 应 用 我 们 以 前 曾 提 及 的 最 小 能 
量 原理 ,这样 的 问题 有 时 可 以 通过 数值 计算 法 近似 地 算出 . 另 一 种 办 法 是 采用 物体 模型 , 利 
用 偏振 光 以 在 实验 上 测量 内 部 的 应 变 . 

工作 是 这 样 进行 的 : 当 一 种 透明 的 各 向 同性 材料 一 一 例如 ,一 种 像 留 西 特 那 样 的 透明 塑 
料 一 一 被 置 于 应 力 之 下 时 , 它 就 变 成 双 折射 . 如 果 你 使 偏振 光 穿 过 它 , 则 偏振 面 会 被 旋转 -- 
个 与 应 力 有 关 的 角度 . 通过 测量 这 个 旋转 角度 ,你 就 能 测 出 该 应 力 了 . 这 样 的 装置 看 起 来 会 
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如 图 39-6 所 示 的 样子 .图 39-7 则 是 处 于 受 力 状态 下 的 复杂 形状 的 光 弹 模型 的 照片 . 


应 力 下 的 有 
机 玻璃 模型 


图 39-6 用 偏振 光 测 其 内 应 力 图 39-7 从 两 块 互相 交叉 的 偏振 片 间 所 看 到 的 处 在 受 力 
状态 的 一 件 塑料 模型 [转载 自 Sears FE W. Optics,1949] 


$39-4 非 弹 性 行为 


迄今 在 我 们 所 谈 及 的 一 切 情况 中 都 曾 假定 应 力 正比 于 应 变 ;一 般 说 来 ,这 是 不 正确 的 . 
图 39-8 显示 一 种 可 延性 材料 的 典型 应 力 - 应 变 曲 线 . 
对 于 小 应 变 来 说 ,应 力 与 应 变 的 确 成 正比 . 可 是 ,最 后 
当 越过 了 某 一 点 之 后 ,应 力 与 应 变 的 关系 就 开始 与 直 
线 有 所 偏离 了 . 就 许多 种 一 我 们 总 称 之 为 “脆性 ” 
的 一 材料 来 说 ,只 要 应 变 稍微 超过 该 曲线 开始 弯 下 
去 的 一 点 ,物体 就 会 破裂 . 一 般 说 来 ,在 该 应 力 -应 变 
关系 中 还 有 其 他 复杂 性 . 例如 , 若 你 使 一 物体 变形 , 则 
应 力 最 初 可 能 会 很 高 ,但 随 着 时 间 推 移 应 力 会 慢 慢 降 
低 . 而 且 , 如 果 已 达到 了 高 的 应 力 ,但 还 未 达到 “破裂 " 3 
点 , 则 当 你 减少 应 变 时 ,应 力 将 会 沿 另 一 条 曲线 返回 . 用 
即 有 一 个 小 小 的 滞后 效应 (类 似 我 们 在 磁性 材料 中 见 ”图 39-8 大 应 变 的 一 个 典型 应 力 -应 
到 的 也 和 瑟 间 的 关系 曲线 )， ee 

材料 将 会 破裂 的 那个 应 力 ,一 种 材料 与 另 一 种 材料 的 差异 很 大 . 有 些 材 料 在 最 大 拉 伸 应 
力 达到 某 一 定 值 时 发 生 断 烈 , 另 一 些 材料 则 会 在 最 大 剪 切 应 力 达 到 某 一 个 值 时 破裂 . 粉笔 是 
一 种 张力 比 剪 切 力 弱 得 多 的 材料 的 例子 . 如 果 你 拉 一 支 粉笔 的 两 端 ,粉笔 将 在 垂直 于 所 加 应 
力 的 方向 上 断裂 ,如 图 39-9(a) 所 示 . 之 所 以 在 垂直 于 外 加 力 的 方向 上 断裂 ,是 由 于 粉笔 不 
过 是 一 群 易于 拉 开 的 粒子 被 紧 压 在 一 起 而 已 . 然而 ,这 一 材料 却 难于 发 生 切 变 ,因为 其 中 档 
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了 会 彼此 互相 妨碍 . 现在 你 会 记 起 , 当 有 一 根 棒 处 于 扭转 中 时 , 则 环绕 着 它 各 点 都 存在 剪 切 
力 . 并 且 ,也 曾经 证 明 过 , 剪 切 应 力 等 效 于 拉 伸 应 力 与 压力 在 45" 角 上 的 组 合 . 由 于 这 些 原 
因 , 如 果 你 扭转 一 支 黑 板 上 用 的 粉笔 , 它 将 沿 着 与 轴 成 45" 角 开始 的 一 个 复杂 的 面 破裂 . 
文 这 样 破裂 了 的 粉笔 的 照片 如 图 39-9(b) 所 示 , 粉 笔 是 在 拉 伸 应 力 最 大 的 地 方 破裂 的 . 


(a) (b) 


图 39-9 (a) 两 端 受 拉力 而 断裂 的 一 支 粉笔 ;(b) 因 扭转 而 断裂 的 粉笔 


让 的 材料 表现 出 奇特 而 复杂 的 行为 . tn ey 如 果 取 一 条 纱 纶 
围巾 ,把 它 揉 皱 成 一 团 ,并 将 其 投掷 到 桌面 上 , 则 它 将 会 缓慢 地 自己 舒展 开 来 从 而 恢复 它 原 
来 的 平坦 形式 . 乍 看 起 来 ,我 们 也 许 ER :惯性 在 阻碍 着 它 回 复原 来 的 形状 . 然而 ,简单 
的 计算 表明 ,惯性 对 于 解释 该 效应 小 了 好 几 个 数量 级 . 似乎 存在 两 种 重要 的 互相 对 抗 的 效 
应 :材料 内 部 “ 某 种 东西 "会 “记得 " 它 原先 有 过 的 形状 ,并 “力图 "恢复 原样 ;但 另外 某 种 东西 
“更 喜欢 "新 的 形状 ,而 “阻止 " 回 到 原先 的 形状 上 去 . 

我 们 将 不 尝试 去 描写 莎 纶 塑料 中 起 作用 的 那 种 机 制 ,但 你 可 从 下 述 模 型 中 获得 关于 这 
种 效应 怎么 可 能 发 生 的 一 些 概 念 . 假设 你 想象 一 种 材料 , 它 由 长 而 柔顺 但 却 坚 韦 的 纤维 与 充 
满 着 黏 澡 性 液体 的 某 些 小 孔 互相 混合 在 一 起 而 构成 . 也 想象 从 一 个 孔 到 邻近 的 孔 存 在 一 些 
狭 罕 的 通道 使 得 液体 能 够 从 一 个 孔 缓慢 地 渗入 邻近 的 孔 . 当 我 们 揉 皱 一 片 这 样 的 材料 时 ,使 
那些 长 纤维 变 了 形 , 把 在 一 处 小 孔 里 的 液体 挤 压 出 来 而 逼 进 到 那些 正 被 拉 伸 着 的 其 他 小 孔 
中 去 ,在 我 们 把 那 片 材料 释放 后 ,长 纤维 会 试图 恢复 它们 原来 的 形状 . 但 这 样 做 时 ,必须 迫使 
液体 回 到 原先 的 位 置 上 去 一 一 由 于 黏 滞 性 的 缘故 这 将 进行 得 相当 慢 . 在 我 们 将 该 片 东西 抒 
皱 时 所 加 之 力 , 比 起 由 那些 纤维 所 施 之 力 要 大 得 多 .我 们 能 够 迅速 地 将 其 揉 皱 ,但 恢复 的 过 

旦 就 较为 缓慢 了 . 这 无 疑 是 那些 大 而 强硬 的 分 子 与 一 些 较 小 而 易 移 动 的 分 子 在 纱 给 围巾 中 
的 组 合 是 造成 它 行为 的 主要 原因 . 这 一 概念 也 符合 下 列 事实 :材料 在 温暖 时 会 比 寒冷 时 更 迅 
速 地 恢复 到 它 原 来 的 形状 一 一 热量 增加 了 较 小 分 子 的 可 动 性 (降低 了 黏 滞 性 )， 

虽然 我 们 刚才 正在 讨论 胡 克 定律 为 何 会 失灵 ,但 引 人 注 目 之 处 或 许 不 是 胡 克 定律 对 于 

大 的 应 变 会 发 生 失灵 ， 而 是 它 总 是 很 普遍 地 成 立 . 我 们 通过 考察 材料 中 的 应 变 能 量 可 以 获得 

这 事情 为 什么 会 这 样 的 某 些 概念 . 提出 应 力 正比 于 应 变 , 同 提出 应 变 能 量 随 应 变 的 平方 而 变 
化 ,是 同一 回 事 . 假设 把 一 根 棒 扭 转 了 小 角度 0, 如 果 胡 克 定律 正确 , 则 应 变 能 量 应 当 与 9 的 
平方 成 正比 . 如 果 我 们 假定 这 个 能 量 为 旋转 角度 的 任意 函数 , 那 就 可 以 把 它 写成 关于 零 角 度 
的 泰勒 展开 式 : 
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U(b) = U(0) +U'(0)0+ UU"(0)F + EU" (OF 十 … (39. 40) 
转 和 矩 + 等 于 U 对 角度 的 微 商 ,我 们 应 有 
r(0) = U’'(0) +U"(0)0+ FU"(0)F + (39. 41) 


现在 , 若 从 那 平 衡 位 置 度量 我 们 的 角度 , 则 第 一 项 为 零 ,因而 第 一 个 留 下 的 项 是 与 9 成 正比 
的 . 而 对 于 足够 小 的 角度 , 它 将 比 含 F 的 项 占有 明显 优势 [事实 上 ,材料 内 部 是 足够 对 称 的 ， 
以 致 (90) = 一 rt( 一 90), 于 是 这 个 含 4 的 项 使 将 为 零 , 因 而 与 线性 的 偏离 就 只 会 来 白 那 F 的 
项 了 .然而 ,为 什么 这 对 于 压缩 和 伸张 都 应 该 正确 ,就 找 不 出 理由 来 了 ]. 我 们 还 未 加 以 解释 
的 事情 在 于 ,为 什么 材料 往往 会 在 那些 高 阶 项 变 得 重要 之 后 就 立即 断裂 ， 


$39-5 计算 弹性 常量 


作为 有 关 弹 性 学 的 最 后 一 个 论题 ,我 们 想 要 指明 ,从 构成 材料 原子 的 性 质 的 某 些 知识 着 
手 , 人 们 如 何 才能 试图 算出 材料 的 弹性 常量 来 . 我 们 将 仅仅 考虑 像 氨 化 钠 那样 的 离子 立方 晶 
体 的 简单 情况 . 当 一 晶体 被 变形 时 , 它 的 体积 和 形状 都 会 发 生变 化 . 这 种 变化 导致 唱 体 中 势 
能 的 增加 . 要 算出 这 应 变 能 量 的 变化 ,得 先 弄 清楚 
每 个 原子 的 去 处 . 在 一 些 复杂 晶体 中 ,原子 将 按 十 
分 复杂 的 方式 把 它们 自己 安排 在 晶 格 中 ,以 便 使 
其 总 能 量 尽 可 能 地 小 ,这 使 得 对 应 变 能 量 的 计算 
相当 困难 . 然而 ,在 简 立 方 晶体 的 情况 下 ,不 难看 
到 将 会 发 生 的 情况 . 晶体 内 部 的 形变 在 几何 上 将 
与 晶体 外 部 边界 的 形变 相似 . 

我 们 能 够 用 下 述 方法 算出 立方 晶体 的 弹性 党 
量 . 首先 ,我 们 设想 在 晶体 中 每 一 对 原子 之 间 的 某 
个 力学 定律 . 然后 ,计算 出 当 晶体 离开 其 平衡 状态 
而 发 生 形变 时 其 中 内 能 的 变化 . 这 向 我 们 提供 了 
一 个 能 量 与 包含 所 有 应 变 的 平方 之 间 的 关系 . 将 
用 这 种 方法 得 到 的 能 量 与 式 (39. 13) 相 比较 ,就 能 
够 把 每 一 项 的 系数 看 作 是 弹性 常量 Cw. 

在 我 们 的 例子 中 ,将 设想 一 个 简单 的 力 的 定律 : 
两 相 邻 原子 之 间 的 力 是 中 心力 ,其 意 指 力 的 作用 沿 
着 两 原子 间 的 连 线 . 应 该 项 期 , 离 了 晶体 中 的 力 与 此 
相 类 似 ,因为 它们 基本 上 都 只 是 库仑 力 ( 共 价 键 力 往 
往 较为 复杂 ,因为 它们 能 够 对 相 邻 原子 作用 一 个 便 
向 的 推力 ,我 们 将 不 考虑 这 种 复杂 性 ). 我 们 也 将 仅仅 
包括 每 个 原子 与 其 最 近邻 及 次 近邻 之 间 的 作用 力 . 
换 名 话说 ,我 们 将 做 一 -种 近似 , 即 略 去 所 有 超过 次 近 


i 图 39-10 (a) 我 们 正 考 虑 的 原子 间 相 互 作 
邻 的 力 .在 xy 平面 上 将 计 入 的 力 如 图 39-10(a) 所 用 力 ;(b) 各 原子 由 弹 答 联系 起 来 的 模型 
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示 . 当然 ,在 yz 和 zz 两 平面 上 的 相应 的 力也 得 包括 进去 . 

由 于 我 们 只 对 适用 于 小 应 变 的 弹性 常 基 感 兴趣 ,因而 就 只 需要 在 能 量 中 随 应 变 的 平方 
变化 的 项 ,所 以 就 可 以 想象 每 一 对 原子 之 间 的 作用 力 是 随 位 移 线性 地 变化 的 . 于 是 ,我们 还 
可 以 设想 ,每 一 对 原子 由 一 条 线性 弹簧 联系 着 ,如 图 39-10(b) 所 示 . 所 有 连接 钠 原 子 与 氧 原 
子 问 的 弹簧 都 应 具有 相同 的 弹性 常量 ,比方 说 .在 两 个 钠 原 子 间 和 两 个 毛 原 子 间 的 弹簧 
可 能 具有 不 同 的 常量 ,但 将 通过 把 它们 取 作 相等 而 使 讨论 较 简 单 ,我 们 将 统称 之 为 (在 知 
道 了 计算 如 何 进 行 之 后 ,就 可 以 在 以 后 的 计算 中 取 不 同 的 上 值 ). 

现在 假定 晶体 的 形变 是 由 应 变 张 量 。 描述 的 均匀 应 变 产 生 的 . 在 一 般 情况 下 , 它 将 具 
有 与 +, y 和 zx 有 关 的 各 种 分 量 ,但 现在 我 们 将 仅仅 考虑 具有 ex ，ew 和 ee 这 三 个 分 量 的 应 
变 , 以 便 易 于 对 它 进行 想象 . 如 果 我 们 挑 出 一 个 原子 作为 原点 , 则 其 他 每 个 原子 的 位 移 都 可 
由 像 式 (39. 9) 那 样 的 方程 来 给 出 : 

Ur 一 er 并 十 ezyy， 
(39. 42) 
Uy 一 eryx c+ eywy. 
假设 把 那个 在 x = y = 0 处 的 原子 叫做 “1 号 原子 ”, 并 如 图 39-11 所 示 的 那样 对 它 在 zy 平 
面 上 的 一 些 近邻 也 加 上 号 码 . 又 把 晶 格 常数 称 为 a, 我 们 便 得 到 列 于 表 39-1 中 的 那些 天 方 
向 和 y 方向 的 位 移 u. 和 zy 


图 39-11 1 号 原子 的 最 近邻 及 次 近邻 原子 的 位 移 (被 夸大 了 的 ) 
现在 可 以 计算 储藏 于 那些 弹簧 中 的 势能 , 即 &/2 乘 以 每 一 条 弹簧 的 伸 长 的 平方 . 例如 ， 
在 原子 1 与 原子 2 间 的 水 平 弹簧 中 的 能 量 为 


浊 
eee). (39. 43) 
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注意 作为 一 级 近似 ,原子 2 的 y 方 向 位 移 并 不 改变 连接 原子 1 与 原子 2 间 弹 簧 的 长 度 . 然 
而 ,要 获得 一 条 像 连接 到 原子 3 的 那 种 对 角 线 弹簧 的 应 变 能 量 ,就 必须 算出 由 于 水 平方 向 和 
垂直 方向 两 个 位 移 所 引起 的 长 度 改 变 . 对 于 偏离 原来 的 立方 体 的 微小 位 移 来 说 ,我 们 可 以 把 
到 达 原 子 3 距离 的 改变 写成 w 和 w, 在 对 角 线 方向 上 的 分 量 之 和 , 即 
a 
V2 


利用 从 表 上 得 到 的 xz 和 w, 值 , 便 可 获得 能 量 


(xz 十 zy )， 


Se ] = 轰 


2\ 万 4 


对 于 在 xy 平面 上 的 所 有 弹簧 的 总 能 量 ,我们 需要 像 式 (39. 43) 和 (39. 44) 那 样 的 八 个 
项 之 和 , 称 这 一 能 量 为 U。, 则 有 


(ew 中 Es 三 各 ,十 训 yw (39.44) 


2 
Un = $4 证 (es -Ba 二 ‘By 二 Eyy 并 十 kies, 二 学 (ec 一 exr 一 ery 十 ev) 小 和 De 


十 学 (ec 十 ex 十 es 十 es)? 十 kes 十 (es — Er — @y tT 6 }’ (39. 45) 


表 39-] 


ExrQ 
(err 十 ery )a (ex 十 ew )a 
Coa eyya 
(~ Ey)ja (— eyr. + ey )a 
—erxa 一 ewaQ 
一 (err 十 ery )a —(ey + és )a 


一 eryQ 一 cyQ 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
? 
8 
9 


(err 一 ery )a (ea —es)a 


为 了 获得 与 原子 1 连接 的 所 有 弹簧 的 总 能 量 , 还 必须 对 式 (39. 45) 中 的 能 量 再 添加 一- 
项 . 虽然 我 们 只 有 应 变 的 z 方向 和 y 方向 分 量 , 但 仍然 有 在 zy 平面 以 外 的 .与 次 近邻 相 联 
系 的 某 些 能 量 ,这 附加 的 能 量 就 是 


ks (ela’ + es,a’). (39. 46) 


弹性 常量 与 能 量 密度 w 由 式 (39. 13) 相 联系 .我 们 已 计算 出 来 的 能 量 是 与 一 个 原子 联 
系 着 的 能 量 ,更 确切 地 说 ,是 每 个 原子 能 量 的 两 倍 , 因 为 每 条 弹簧 能 量 的 一 半 必 须 分 配给 连 
接着 的 两 个 原子 中 的 每 一 个 . 由 于 单位 体积 里 共有 1l/az 个 原子 ,所 以 包 与 U 的 关系 为 


要 求 出 弹性 常量 Ciw ,只 需 完全 写 出 式 (39. 45) 中 的 那些 平方 项 一 一 再 加 上 式 (39. 46) 
的 那些 项 一 一 并 把 ejes 的 系数 同 式 (39. 13) 中 的 相应 系数 做 比较 . 例如 ,把 含有 ez: 和 cs 项 
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都 搜集 起 来 ,我 们 得 到 因子 
(ki + 2k2 )a’, 


因而 
_& 二 2k 


Curr = Cyyyy = 
zxT yyyy a 


对 于 剩 下 来 的 项 ,就 有 一 点 儿 复 杂 了 . 由 于 我 们 不 能 够 把 如 exe,, 这 样 的 两 项 之 积 与 eew 区 
别 开 来 ,所 以 在 这 里 的 能 量 表 式 中 这 种 项 的 系数 就 等 于 式 (39. 13) 中 这 两 项 之 和 . 在 式 
(39.45) 中 ee 的 系数 为 2k ,因而 我 们 有 


_ 2k, 
(Cayy 味 Css ) 和 a 
但 由 于 在 我 们 的 晶体 中 的 对 称 性 , C..,, = Cw:: ,因而 就 有 
Crryy Cyyrr 了 和 
a 


按照 相似 步骤 ,也 可 以 得 到 


™ , 
Ciyzy a 人 xi = 


最 后 你 们 将 注意 到 ,任何 包含 x 或 y 只 有 一 次 的 项 都 为 零 一 一 和 上 面 根据 对 称 性 的 论证 得 
出 的 结论 相同 . 把 上 述 结果 综合 如 下 : 


Car Cy 宇 所 十 
Cay = Cu 一 外 
”YY a (39. 47) 


| 一 Gg 一 … 三 0. 


我 们 已 能 够 把 大 块 材 料 的 弹性 常量 与 表现 在 常量 8, 和 心 中 的 那些 原子 性 质 联 系 了 起 
来 . 在 我 们 的 特殊 情况 中 , Co = Cu. 结果 是 一 一 正如 你 也 许 会 从 计算 所 要 的 方法 中 看 
到 的 一 一 对 于 立方 晶体 来 说 ,这 些 项 始终 相等 ,不管 被 计 及 的 力 项 共有 多 少 , 只 要 力 的 作用 
沿 着 每 对 原子 间 的 连 线 一 一 这 就 是 说 ,只 要 存在 于 原子 之 间 的 力 是 像 弹 得 那样 的 力 ,而 不 是 
你 也 许 会 从 一 根 悬 梁 那 里 得 到 的 (以 及 你 在 共 价 键 中 所 确实 得 到 的 ) 那 种 具有 侧 向 部 分 的 力 . 

我 们 可 以 用 测定 弹性 常量 的 实验 结果 来 核对 这 个 结论 . 在 表 39-2 中 所 给 出 的 是 若干 种 
立方 晶体 的 三 个 弹性 系数 的 观测 值 ”. 你 将 会 注意 到 , C- 与 Cws, 一般 不 相等 . 原因 是 ,在 
像 钠 和 钾 那 些 金属 中 原子 间 的 力 ,并 不 如 同 我 们 在 上 述 模型 中 所 假定 的 那样 沿 连接 原子 的 
直线 . 金刚 石 也 不 服从 该 定律 ,因为 在 金刚 石 内 的 力 是 共 价 力 , 具 有 某 种 方向 性 一 一 那些 键 


* 在 文献 中 你 将 常常 发 现 使 用 不 同 符号 的 表示 方法 .比如 ,入 们 往往 写成 Cs, = Ch ,Cy, = Cis 和 
sy = Cu. 
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会 更 喜欢 指 着 四 面体 角 . 像 氟 化 锂 、. 氯 化 钠 那 样 的 离子 晶体 ,的确 几乎 具有 我 们 在 模型 中 所 
假定 的 全 部 物理 性 质 ,因而 C- 和 Cu 就 几乎 相等 . 但 不 清楚 为 什么 氯 化 银 会 不 满足 
Csyy 二 Csy 这 一 条 件 . 


表 39-2” 立方 晶体 的 弹性 模 量 (以 10'dyn。cm? 为 单位 ) 


“转载 自 Kittel C. Introduction to Solid State Physics, 2nd ed. ，1956. 93 


第 40 章 和 干 水 的 流动 


$40-1 流体 静 力 学 


流体 ,特别 是 水 的 流动 这 一 课题 使 每 个 人 都 着 迷 . 我们 均 能 记 起 自己 小 时 候 ,在 澡 盆 里 
或 在 泥浆 水 坑 里 与 那 种 奇怪 的 东西 玩 要 . 当 我 们 逐渐 长 大 时 , 便 会 注视 着 河流 、 瀑 布 以 及 旋 
涡 水 塘 , 因 而 被 这 种 相对 于 固体 来 说 似乎 像 是 活生生 的 物质 所 迷 住 . 流体 的 行为 在 许多 方面 
都 很 出 人 意外 并 且 十 分 有 趣 一 一 它 是 本 章 和 下 一 章 的 课题 . 在 街 上 一 个 小 孩子 企图 阻塞 一 
股 小 水 流 的 努力 ,以 及 他 对 水 确定 它 的 道路 的 那 种 奇特 方式 所 感到 的 惊异 ,与 我 们 多 年 来 为 
理解 流体 流动 所 做 的 努力 很 类 似 . 我 们 试图 依靠 获得 的 描述 流动 的 那些 定律 和 方程 式 一 一 
以 我 们 的 理解 一 一 来 筑 坝 拦 水 . 我 们 将 在 这 一 章 中 描述 这 些 尝 试 . 而 在 下 一 章 中 ,将 描述 水 
如 何 会 冲 出 水 坝 以 及 使 我 们 理解 它 的 努力 落空 的 那 种 独特 方式 . 

假定 你 们 都 已 熟悉 了 水 的 基本 性 质 .区 别 流体 与 固体 的 一 个 主要 性 质 就 是 流体 不 能 维 
持 任 意 长 的 时 间 切 应 力 . 如 果 我 们 对 流体 作用 一 剪 切 力 , 则 它 将 在 这 剪 切 力 作用 下 运动 . 像 
蜂蜜 那样 较 稠 的 液体 , 比 起 像 空 气 或 水 的 流体 来 就 不 那么 容易 流动 . 对 一 流体 量度 其 屈服 的 
难 易 程度 的 乃 是 它 的 黏 滞 性 . 在 本 章 中 ,我 们 将 只 考虑 其 中 黏 滞 效应 可 以 忽略 的 那些 情况 ， 
黏 清 效 应 将 在 下 一 章 中 考虑 . 

我 们 将 从 考虑 流体 静 力学 , 即 静 止 时 的 流体 理论 开始 . 当 流 体 静止 时 ,就 没有 任何 剪 切 
力 ( 甚 至 对 于 黏 清 性 液体 亦 然 ). 因此 ,流体 静 力学 的 定律 是 :应力 总 是 垂直 于 流体 内 的 任何 
一 个 面 . 单位 面积 的 这 个 法 向 力 叫 做 压强 . 从 静止 流体 中 不 存在 剪 切 力 这 一 事实 出 发 ,就 可 
以 推断 出 压 应 力 在 所 有 方向 都 相等 (图 40-1). 我 们 将 让 你 们 自己 娱乐 一 下 , 即 证 明 若 在 流 
体 中 的 任 一 个 面 上 都 没有 剪 切 力 , 则 压强 在 任何 方向 必然 相同 . 

流体 中 的 压强 可 以 逐 处 变化 . 例如 ,在 地 
球 表 面 的 静 流 体 中 ,压强 将 由 于 流体 的 重量 而 
随 高 度 变 化 . 如 果 该 流体 的 密度 被 认为 不 变 ， 
并 且 如 果 把 某 个 任意 零 水 平面 处 的 压强 称 为 
po( 图 40-2), 则 在 水 平面 以 上 高 度 为 h 处 的 压 
强 就 是 p = po 一 pgh，, 其 中 8g 为 单位 质量 的 重 
力 . 因此 ,组 合 


P+pogh 

图 40-1 在 一 肯 止 流体 中 ,作用 于 任何 稚 盏 。 在 名 止 流体 中 是 但 量 ' 这 个 关系 式 是 你 们 训 

上 的 单位 面积 的 力 与 该 面 垂 直 , 并 且 对 于 面 悉 的 ,但 现在 要 来 导出 一 个 把 上 式 作为 一 种 特 
的 所 有 取向 都 相同 殊 情况 的 、 更 为 普遍 的 结果 . 


第 40 章 干 水 的 流动 553 


=p,:h=0 
LE2 


图 40-2 在 一 静止 液体 中 的 压强 图 40-3 作用 于 立方 体 上 的 净 压 力 为 单位 体积 的 一 Vp 


如 果 考 虑 水 的 一 个 小 立方 体 ,那么 作用 于 其 上 的 来 自 压强 方面 的 净 力 是 什么 呢 ?” 因 为 
在 任何 地 方 压强 在 各 个 方向 都 相同 ,所 以 仅 由 于 压强 的 逐 点 变化 就 能 够 产生 单位 体积 中 的 
净 力 .假设 压强 在 zx 方 向 上 是 变化 的 一 一 而 我 们 所 选取 的 各 坐标 轴 方 向 都 平行 于 该 立方 体 
的 各 边 . 这 样 作用 于 工 处 面 上 的 压强 就 会 提供 pAyAz 的 力 ( 图 40-3), 而 在 x 十 Az 处 面 上 的 
压强 则 提供 一 [p 十 (3p/9x)Az1AyAz 的 力 ,因而 净 力 为 一 (3p/3x)AxAyAz. 如 果 我 们 考虑 
这 一 立方 体 的 其 余 各 对 表面 , 则 不 难看 出 ,单位 体积 的 压力 为 一 多. 若 除 此 之 外 还 有 别 种 
力 一 一 诸如 重力 一 一 则 该 压力 就 必须 抵消 它们 才能 得 到 平衡 . 

让 我 们 考虑 这 种 附加 力 可 以 由 一 势能 来 加 以 描述 的 情况 ,就 像 在 重力 情况 下 它 应 该 是 
正确 的 那样 ,我 们 将 令 #$ 代 表单 位 质量 的 势能 (比如 ,对 于 重力 ,$ 就 恰好 是 gz. ) 单 位 质量 的 
力 通过 一 Vy 用 势 表 出 ,因而 车 o 为 流体 密度 , 则 单位 体积 中 的 力 就 是 一 pV$. 对 于 平衡 的 情 
况 来 说 ,单位 体积 的 这 种 力 加 上 单位 体积 压强 方面 的 力 就 必然 为 零 : 


—W—pV$=0. (40. 1) 


式 (40. 1) 就 是 流体 静 力 学 的 方程 . 在 一 般 情 况 下 , 它 没有 解 . 若 密 度 在 空间 中 按 任意 方式 变 
化 ,就 没有 办 法 使 得 这 些 力 互相 抵消 ,因而 该 流体 就 不 可 能 处 于 静 平 衡 之 中 . 此 时 对 流 将 开 
始 出 现 . 我 们 从 这 一 方程 就 可 以 清楚 地 看 出 ,因为 压强 项 是 一 纯粹 梯度 ,而 对 于 可 变 的 p 那 
里 的 另 一 项 并 不 是 梯度 . 只 有 当 p 是 常数 时 ,该 势能 项 才 是 纯粹 梯度 . 此 时 方程 就 有 解 

Pp 十 p$ = 常数 . 


另 一 种 容许 流体 静 力 平衡 的 可 能 性 是 ,o 仅 为 p 的 函数 . 然而 ,我 们 将 放下 流体 静 力学 这 一 
课题 ,因为 它 与 流体 运动 时 相 比 远 不 是 那么 有 趣 ， 


$40-2 运动 方程 


首先 ,我们 按照 一 种 纯 抽象 的 、 理 论 的 方式 来 讨论 流体 的 运动 ,然后 才 考 虑 一 些 特殊 例 
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子 . 要 描述 流体 的 运动 ,我 们 必须 给 出 它 在 每 一 点 上 的 性 质 . 比方 ,在 不 同 地 方 , 水 (让 我 们 称 
该 流体 为 "水 " 吧 ) 以 不 同 的 速度 在 运动 . 因此 ,要 确定 流动 的 特性 ,就 必须 给 出 任何 时 刻 处 于 
每 一 点 的 速度 的 三 个 分 量 . 如 果 能 够 找到 确定 速度 的 方程 式 ,那么 我 们 就 可 能 知道 流体 在 所 
有 时 刻 是 怎样 运动 的 了 . 然而 ,速度 并 非 流体 所 具有 的 逐 点 变化 的 唯一 性 质 . 我 们 刚才 已 讨 
论 过 压强 的 逐 点 变化 ,此 外 还 有 其 他 各 种 变量 ,可 能 也 存在 密度 的 逐 点 变化 . 并 且 ,该 流体 可 
能 是 一 导体 ,其 中 载 有 在 大 小 和 方向 上 都 逐 点 变化 的 密度 为 了 的 电流 ,还 可 能 存在 逐 点 变化 
着 的 温度 或 磁场 ,等 等 .因此 ,用 以 描述 整个 情况 所 需 的 场 的 数目 就 将 取决 于 问题 到 底 有 多 
么 复杂 . 当 其 中 的 电流 和 磁场 对 于 确定 流体 行为 起 主要 作用 时 就 会 出 现 一 些 有 趣 的 现象 ,这 
个 学 科 称 为 磁 流 体 动力 学 ,目前 正 受到 极 大 注意 . 然而 ,我 们 将 不 讨论 这 些 较 复杂 的 情况 , 因 
为 在 复杂 性 较 低 的 水 平 上 就 已 经 有 一 些 有 趣 的 现象 ,而 即使 在 这 种 较 初级 的 水 平 也 将 是 足 
够 复杂 的 . 

我 们 将 考虑 其 中 既 没 有 磁场 也 没有 导电 性 的 那 种 情况 ,并 且 不 必 对 温度 操心 ,因为 我 们 
将 假定 密度 和 压强 会 按照 唯一 的 方式 确定 任何 一 点 的 温度 . 事实 上 ,我 们 将 通过 做 出 密度 不 
变 的 假定 一 一 设想 该 流体 基本 上 是 不 可 压缩 的 一 一 以 减少 工作 的 复杂 性 . 换 句 话说 ,我 们 是 
在 假定 压强 变化 是 这 样 的 小 ,以 致 由 之 而 产生 的 密度 变化 可 以 忽略 不 计 . 如 果 情 况 不 是 这 
样 , 则 将 遇 到 越 出 这 里 即将 要 加 以 讨论 的 范围 之 外 的 一 些 现象 一 一 比如 说 ,声音 或 冲击 波 的 
传播 . 我 们 已 在 某 种 程度 上 讨论 过 声波 和 冲击 波 的 传播 ,因而 现在 将 通过 做 出 密度 p 是 一 恒 
最 的 近似 ,把 我 们 关于 流体 动力 学 的 考虑 与 这 些 其 他 现象 隔离 开 来 . 不 难 判定 ,p 不 变 的 近 
似 何 时 才 是 一 个 好 的 近似 . 我们 可 以 说 , 若 流 动 速度 比 流体 中 的 声波 的 速率 小 得 多 , 则 无 需 
担心 密度 的 变化 .水 在 我 们 尝试 理解 它 的 过 程 中 做 出 逃避 与 密度 恒定 的 近似 无 关 . 那些 的 确 
会 容许 它 逃 避 为 人 们 所 理解 的 复杂 性 将 在 下 一 章 中 讨论 ， 

在 有 关 流 体 的 普遍 理论 中 ,人 们 必须 从 联系 压强 和 密度 的 物 态 方程 出 发 . 在 我 们 的 近似 
中 ,这 个 物 态 方程 仅 是 


Pp 二 常数 . 
于 是 ,这 就 是 关于 各 变量 的 第 一 个 关系 式 . 下 一 个 关系 式 表示 物质 守恒 一 若 物质 从 某 一 点 
流出 , 则 所 遗留 下 来 的 量 中 就 一 定 有 所 减少 . 设 流 体 的 速度 为 v, 则 单位 时 间 流 经 单位 面积 
的 质量 就 是 pv 垂直 于 该 面 的 分 量 . 在 电学 中 我 们 曾 有 过 一 个 相似 的 关系 式 . 从 电学 中 也 已 
知道 这 个 量 的 散 度 会 给 出 单位 时 间 内 密度 的 减少 率 . 同样 ,方程 


v(m) =—P (40. 2) 


表示 流体 质量 的 守恒 , 它 是 流体 动力 学 中 的 连续 性 方程 . 在 我 们 的 近似 、 即 在 不 可 压缩 流体 
的 近似 下 ,p 是 恒 量 ,因而 连续 性 方程 就 简单 地 为 


V:'y=0., (40. 3) 


流体 速度 v 一 一 像 磁场 B 那样 一 一 具有 零散 度 (流体 动力 学 方程 往往 酷似 电动 力学 方程 ,这 
就 是 为 什么 我 们 要 先 学 习 电 动力 学 的 缘故 . 有 些 人 却 从 相反 方面 论证 ,认为 人 们 应 先 学 习 流 
体 动力 学 ,以 便 此 后 能 更 易于 理解 电学 . 可 是 电动 力学 实际 上 要 比 流体 动力 学 容易 得 多 ). 
我 们 将 从 牛顿 定律 得 到 下 一 个 方程 ,而 牛顿 定律 告诉 我 们 速度 是 如 何 由 于 力 的 作用 而 
发 生变 化 的 . 流体 中 一 个 体积 元 的 质量 乘 以 其 加 速度 必定 等 于 作用 在 此 体积 元 上 的 力 . 取 一 
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个 单位 体积 元 ,并 将 单位 体积 所 受 的 力 写成 f, 便 有 
PX (加 速度 ) = /. 

我 们 将 把 这 个 力 密度 写成 下 述 三 项 之 和 . 曾经 讨论 过 作用 于 单位 体积 上 的 压力 为 一 多 . 此 
外 ,还 有 从 远 处 作用 着 一 一 像 重 力 或 电力 那样 一 一 的 一 些 “ 外 " 力 . 当 它 们 是 具有 单位 质量 势 
$ 的 保守 力 时 ,它们 就 会 给 出 力 密 度 一 pV$( 若 这 些 外 力 并 非 保 守 力 , 则 必须 把 单位 体积 的 
外 力 写 成 f%). 因此 ,存在 另 一 种 单位 体积 的 “内 " 力 , 它 是 由 于 在 流动 的 流体 中 也 可 能 存 
在 剪 切 应 力 的 事实 引起 的 . 这 被 称 为 黏 滞 力 , 我 们 将 把 它 写 成 fn. 于 是 ,流体 的 运动 方 
程 就 是 

oX (加 速度 ) = 一 Vp 一 pV$ 十 fx (40. 4) 


在 本 章 中 ,我 们 将 假定 液体 是 “稀薄 "的 ,这 是 在 黏 滞 性 不 重要 的 意义 上 说 的 ,从 而 将 略 
去 Js#. 当 去 掉 这 一 黏 澡 项 时 ,我们 就 正在 做 出 这 样 一 种 近似 , 即 所 描写 的 乃 是 某 种 理想 材 
料 而 并 非 真 正 的 水 . 汉 “' 诺 伊 曼 就 曾 深切 地 意识 到 当 没 有 这 一 黏 滞 项 与 有 这 一 项 时 所 发 生 
的 巨大 差别 ,而 他 也 意识 到 ,在 直到 约 1900 年 时 流体 动力 学 的 大 部 分 发 展 中 ,几乎 主要 的 兴 
趣 都 集中 在 求解 具有 这 个 近似 、 而 几乎 与 实际 流体 毫 无 关系 的 那些 漂亮 的 数学 问题 上 . 他 把 
从 事 这 种 分 析 的 理论 家 标志 为 研究 “ 干 水 "的 人 们 . 这 样 的 分 析 不 考虑 流体 的 基本 性 质 . 正 是 
因为 我 们 在 本 章 的 计算 中 都 要 忽略 这 一 性 质 ,所 以 才 给 它 “ 王 水 的 流动 ”这么 一 个 标题 . 我们 
把 对 真实 的 水 的 讨论 推迟 到 下 一 章 去 . 

如 果 不 考虑 fw , 则 在 式 (40.4) 中 除了 关于 加 速度 的 表示 式 以 外 ,我 们 就 有 了 所 需 的 
一 切 . 你 或 许 会 认为 ,关于 流体 质点 的 加 
速度 公式 会 十 分 简单 ,因为 似乎 很 明显 ， we 
若 * 是 流体 中 一 个 质点 在 某 处 的 速度 ， np 
则 加 速度 该 不 过 是 3waz 罢了 . 但 这 并 不 
对 一 一 而 且 是 由 于 某 一 相当 微妙 的 原因 . 
微 商 9w94 是 在 空间 一 个 固定 点 的 速度 。 质点 咯 和 
7(z，>，z，t) 的 变化 率 .我们 所 需要 的 却 
是 关于 流体 一 个 特定 部 分 的 速度 变化 有 
多 快 . 试想 象 对 其 中 一 滴水 用 有 色 斑 点 来 
标明 ,以 便 能 够 对 它 进行 观察 . 在 一 个 小 图 40-4 一 流体 质点 的 加 速度 
的 时 间 间 隔 At 内 ,这 一 滴水 将 移动 至 一 
个 不 同 的 位 置 . 如 果 该 滴水 正在 沿 某 一 如 图 40-4 所 示意 的 路 径 运动 , 则 它 可 能 在 At 内 从 
P, 移动 至 P:. 事实 上 , 它 将 在 x 方向 移动 量 v,At, 在 yy 方向 移动 最 v,At, 并 在 z 方 向 移动 量 
vAt. 我 们 看 到 , 若 v(x,y, xz, 1) 为 时 刻 1 在 (zx, y， z) 处 的 流体 质点 的 速度 , 则 这 同一 质点 
在 t 十 At 时刻 的 速度 由 v(x 十 Azr, y 十 Ay, z 十 Az, i 十 At) 给 出 ,其 中 
AT=vAt, Ay= vAt, Az = vw.ALt. 
回顾 式 (2.7) 一 一 我 们 对 它 展开 至 第 一 级 ,有 
v(x 二 vAt, y+ vAt, z+ vAt, tt At) 


根据 偏 微 商 的 定义 


av 9y 9y ody 
= 多 » st FUr Bm DU Ep ， 
v(x, y, z, £t) 十 3 了 7 At 咎 jyA 丰 了 2 At 十 了 人 
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因而 加 速度 AwAt 为 
9 9 9v ,9v 
vz 和 村 风 EE z+ 
可 以 用 算 符 形式 将 这 个 式 一 一 把 V 当 成 一 个 矢量 看 待 写成 
(yx Vv 3. (40. 5) 


注意 ,即使 39vw/91 = 0, 以 致 在 给 定点 的 速度 不 再 变化 ,但 仍 可 能 有 加 速度 . 作为 一 个 例子 ,以 
恒定 速率 沿 一 圆周 流动 着 的 水 正在 作 加 速 运动 ,尽管 在 一 给 定点 的 速度 并 不 发 生变 化 . 当 
然 ,原因 在 于 ,起 初 在 圆周 某 点 的 特定 部 位 的 水 ,一 会 儿 之 后 其 速度 已 经 有 了 不 同 的 方向 ,这 
表明 存在 一 个 向 心 加 速度 . 

上 述 理论 的 其 余部 分 就 只 是 数学 方面 的 了 一 一 先 将 式 (40. 5) 中 的 加 速度 代入 式 (40. 4) 
而 得 到 运动 方程 ,然后 求 运动 方程 的 解 . 我 们 得 到 

2 十.V)v= 一 时 一 W， (40. 6) 
t p 
在 此 式 中 黏 滞 性 已 被 略 去 . 利用 从 矢量 分 析 得 来 的 下 列 恒等式 : 
(y.V)y 一 (YX x* 十 立 YO pp) 


可 以 把 上 述 方程 重新 整理 . 如 果 现在 定义 一 个 新 的 矢量 场 2, 例 如 ， 的 旋 度 ， 
QR=VYXv, (40.7) 
则 上 面 的 矢量 恒等式 还 可 以 写成 
(VDJv 一 有 Xy 十 去 wo， 
而 我 们 的 运动 方程 式 (40. 6) 就 变 成 
守 +QXv+ 二 Vi -= (40. 8) 
你 可 以 利用 式 (40. 7) 通 过 核对 方程 中 两 边 的 各 分 最 都 彼此 相等 ,而 证 实 式 (40.6) 和 (40. 8) 
两 方程 是 等 效 的 . 
矢量 场 2 被 称 为 涡 度 . 如 果 涡 度 处 处 为 零 , 则 我 们 就 说 流动 是 无 旋 的 . 我 们 曾 在 8 3-5 


中 定义 过 一 个 称 为 矢量 场 的 环流 的 东西 . 在 给 定时 刻 ,在 流体 中 环绕 任 一 闭合 回路 的 环流 等 
于 流体 速度 环绕 该 回路 的 线 积分 ， 


(环流 ) = 和 .ds 


于 是 对 于 一 个 无 限 小 的 回路 来 说 ,单位 面积 的 环流 一 一 利用 斯 托 克 斯 定理 一 一 就 等 于 
VXv. 因此 , 潢 度 史 就 是 围绕 一 单位 面积 (垂直 于 8 的 方向 ) 的 环流 . 由 此 也 可 推断 出 :如 果 
你 将 一 小 片 灰 侍 一 一 不 是 无 限 小 的 点 一 一 放 进 该 液体 中 任何 地 方 , 它 就 会 以 角速度 2/2 旋 
转 . 试 试看 你 能 否 证 明 这 个 结论 . 你 也 可 以 对 放 在 一 个 转台 上 的 一 桶 水 加 以 核对 ,这 时 2 等 
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于 水 的 局 部 角速度 的 两 倍 . 
如 果 我 们 仅 对 于 速度 场 感 兴 趣 , 则 可 将 压强 从 各 式 中 消去 . 取 式 (40. 8) 两 边 的 旋 度 , 记 
住 p 是 恒 量 ,而 任 一 梯度 的 旋 度 都 为 零 , 并 利用 式 (40. 3) , 便 得 


VX(QXv) =0. (40.9) 
上 述 方程 ,结合 下 列 两 式 
R=VXy (40. 10) 
和 
0, (40. 11) 


就 完整 地 描述 了 速度 场 " 从 数学 方面 讲 , 如 果 在 某 一 时 刻 知道 了 只, 那么 我 们 会 知道 速度 
矢量 的 旋 度 ,而 同时 也 明白 速度 的 散 度 为 零 ,因而 若 给 定 该 物理 情况 ,我 们 便 具 有 确定 每 一 
处 v 所 需 的 一 切 了 (这 刚好 与 磁 学 中 的 情况 相似 ,在 那里 曾经 有 V+.B=0 和 VxB= 
j/oc). 于 是 ,一 个 给 定 的 8 会 确定 v, 就 正如 一 个 给 定 的 j 会 确定 B 一 样 . 因此 ,一 旦 知道 
了 方程式 (40. 9) 便 告诉 我 们 关于 8 的 变化 率 ,由 此 可 以 获得 下 一 时 刻 的 新 2. 利用 式 
(40. 10) ,我 们 又 求 出 一 个 新 的 v 来 ,如 此 等 等 . 我 现在 必须 告诉 你 这 些 方程 怎么 会 包含 为 计 
算 流动 所 需 的 一 切 机 制 . 然而 ,要 注意 这 种 方法 只 会 给 出 速度 场 ,我 们 已 经 失去 了 有 关 压 强 
方面 的 一 切 信息 . 

我 们 指出 该 方程 的 一 个 特殊 后 果 . 若 在 任何 时 刻 1 各 处 82 = 0, 则 38/94 也 为 零 ,以 至 
在 i 十 At 时刻 仍然 处 处 为 零 . 我 们 得 到 了 方程 的 一 个 解 ,流动 永远 是 无 旋 的 . 假如 流动 从 
零 转动 开始 ,就 永远 不 会 有 旋转 . 此 时 , 待 解 的 方程 组 为 


V:v=0, VXvrv=0. 
它们 恰好 像 自 由 空间 中 的 静电 场 或 静 磁场 方程 组 . 对 此 我 们 以 后 将 回来 再 做 讨论 ,并 考察 其 
中 某 些 特殊 问题 . 
$ 40-3 ”定常 流 一 一 伯 努 利 定理 


现在 要 回 到 运动 方程 式 (40. 8) 上 来 ,但 将 限于 讨论 “定常 "流动 的 情况 . 所 谓 定常 流动 我 
们 指 的 是 ,在 流体 中 任何 地 方 的 速度 永远 不 全 发 _ _，。_ 

N1 
生变 化 的 流动 . 在 任何 地 点 的 液体 ,总 是 被 新 的 一 N 


流体 以 完全 相同 的 方式 所 代替 . 速度 图 看 起 来 总 
| 
上 


| 
是 相同 的 一 "是 一 个 静止 的 矢量 场 . 用 我 们 在 ， 
静 磁 学 中 画 出 * 场 线 "一 样 的 方法 ,现在 也 可 以 把 1 
那些 始终 与 流体 速度 相 切 的 线 画 出 来 ,如 图 40-5 | 
所 示 . 这 些 线 称 为 流 线 . 对 于 定常 流 来 说 ,它们 显 | 
个 流 线 图 样 会 随时 改变 ,因而 在 任何 时 刻 的 流 线 L_ UL_ /A_/_/ . 


然 就 是 流体 微粒 的 实际 路 径 (在 非 定常 流 中 ,这 
图 样 就 并 不 代表 流体 微粒 的 路 径 ). 图 40-5 流体 定常 流动 中 的 流 线 
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定常 流 并 不 意味 没有 什么 情况 发 生 ,流体 中 的 原子 正在 运动 和 改变 其 速度 . 它 仅 仅 意 味 
着 3wat = 0. 因此 ,车 我 们 以 v 点 乘 该 运动 方程 , 则 项 vy- (2 Xv) 就 会 消失 ,而 仅 留 下 


vy.y 和 二 二 (40. 12) 


上 述 方程 表明 ,对 于 沿 流 体 速度 方向 的 一 个 小 位 移 来 说 ,括号 内 的 量 不 会 改变 . 这 时 ,在 定常 
流 中 的 所 有 位 移 都 沿 着 流 线 , 因 而 式 (40. 12) 告 诉 我 们 :对 于 没 流 线 的 所 有 点 ,我 们 能 够 写 出 


二 十 $ 二 常数 ( 沿 着 流 线 ). (40. 13) 


这 就 是 伯 努 利 定理 . 一 般 来 说 ,右边 那个 常数 ,对 于 不 同 流 线 可 以 有 所 不 同 , 尽 我 们 所 知 就 
是 : 式 (40. 13) 左 边沿 一 给 定 流 线 是 完全 相同 的 . 顺便 说 说 ,我 们 不 妨 注意 ,对 于 2 = 0 的 那 
种 定常 无 旋 运 动 , 运 动 方 程式 (40. 8) 会 向 我 们 提供 下 面 的 关系 


V 过 人 = 0， 


kati 常数 (处 处 ). (40. 14) 


除了 了 此 时 该 常数 对 于 整个 流体 都 具有 相同 值 之 外 ,该 式 与 式 (40. 13) 完 全 相同 . 

事实 上 , 伯 努 利 定理 只 不 过 是 关于 能 量 守重 的 一 种 表述 . 像 这 样 的 一 个 守恒 定理 会 提供 
关于 流动 的 大 量 信息 ,而 不 必 实 际 去 解 那些 详尽 的 方程 . 伯 努 利 定理 竟 是 那么 重要 而 又 那么 
简单 ,使 得 我 们 愿意 向 你 们 表明 ,如 何 才能 用 一 种 与 刚才 所 用 的 正规 运算 不 同 的 方式 将 其 推 
导出 来 . 设想 如 图 40-6 所 示 的 、 由 一 束 相 邻 流 线 所 形成 的 一 个 流 管 . 由 于 这 个 管 的 璧 是 由 流 
线 构成 的 ,所 以 就 不 会 有 流体 穿越 管 壁 流 出 来 . 让 我 们 把 这 个 流 管 一 端的 截面 叫 作 A, ,那里 
的 流速 为 v ,密度 为 o ,而 势能 为 加. 在 管 的 另 一 端 ,这 些 对 应 的 量 则 分 别 为 A; ,wm ，p 和 
风 . 现在 ,在 经 历 了 一 个 短 短 的 时 间 闻 隔 At 之 后 ,在 A, 处 的 流体 已 经 移动 一 小 段 距离 wwAl， 
而 在 A, 处 的 流体 则 移动 另 一 段 距离 wAt[ 图 40-6(b)]. 质量 守恒 要 求 凡 通 过 4, 而 进入 的 
质量 必须 等 于 通过 A, 而 离开 的 质量 . 在 管 两 端 这 两 质量 必定 相同 : 


AM = pA vl At 一 Pp Az vs At. 


图 40-6 流体 在 流 管 里 的 运动 
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因此 ,就 有 等 式 
pAiv = pz Az v,. (40, 15) 
这 个 方程 告诉 我 们 : 若 p 是 一 恒 量 , 则 速度 与 流 管 的 截面 积 成 反比 . 
现在 要 来 计算 由 流体 压强 所 做 的 功 . 对 A, 处 进入 的 流体 所 做 的 功 为 pAivAi, 而 在 
4: 处 流体 对 外 所 做 的 功 则 为 pzAsvzAt. 因此 ,对 Ai 与 Az 之 间 流 体 所 做 净 功 为 
piAiv At 一 思 AzvzAt， 
它 必 定 等 于 质量 为 AM 的 流体 在 从 A, 至 A 的 运动 过 程 中 能 量 的 增加 , 换 句 话说， 
PiAivi At — prAsvsAt 一 AM(E, — E, )， (40. 16) 


其 中 El 为 在 A, 处 单位 质量 的 流体 能 最 ,而 E。 则 为 在 A 处 单位 质量 的 能 量 . 流体 的 单位 
质量 能 量 可 以 写成 


已 一 于 中 十 十， 


其 中 去 为 单位 质量 的 动能 ,#$ 为 单位 质量 的 势能 ,而 U 则 代表 流体 单位 质量 的 内 能 的 一 


个 附加 项 , 例如 ,内 能 也 许 相当 于 可 压缩 流体 中 的 热能 或 化 学 能 . 所 有 这 些 量 都 可 以 逐 点 变 
化 . 把 这 种 能 量 的 形式 应 用 到 式 (40. 16) 中 , 则 有 


LY | PA a 到 十 内 十 U: 一 到 二 一 内 = 


但 我 们 已 经 知道 AM = pAvAt, 所 以 得 到 
主 十 子 研 十 和 二 太一 盘 二 雪 呈 十 和 二 Uy (40. 17) 


这 是 带 有 内 能 附加 项 的 伯 努 利 方程 . 车 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 该 内 能 项 在 两 边 相 等 ,而 我 们 
再 一 次 得 到 :方程 式 (40. 14) 沿 任何 流 

现在 考虑 某 些 简单 例子 ,其 中 伯 
努 利 积 分 向 我 们 提供 了 对 流动 的 描 
述 .假设 有 水 从 靠近 桶 底 的 一 个 小 孔 
流出 来 ,如 图 40-7 所 示 . 我 们 考虑 这 
种 情况 , 即 其 中 小 孔 处 的 流速 vu 比 
靠近 桶 项 处 的 流速 要 大 得 多 , 换 句 话 
说 ,设想 桶 的 直径 大 到 我 们 可 上 略 去 液 
面 的 下 沙 ( 只 要 愿意 我 们 可 以 做 更 精 
确 的 计算 ). 在 桶 项 处 压强 为 p, 即 大 
气压 ,而 在 出 口 旁 的 压强 也 是 po. 现在 
就 对 诸如 图 上 所 画 出 来 的 那 条 流 线 写 
出 伯 努 利 方程 . 在 桶 顶 ,我 们 取 v 等 于 图 40-7 ”从 水 桶 喷 出 的 水 流 
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零 ,同时 也 取 重 力 势 $ 为 零 . 在 出 口 处 速率 为 vo ,而 % 二 一 如, 因而 


po= po + 去 vbhn — pgh, 


也 即 

vnn = V2gh. (40. 18) 
这 一 速度 恰好 就 是 某 一 物体 下 落 了 距离 h 应 该 得 到 的 速度 . 这 不 会 太 令 人 惊异 ,因为 水 在 出 
口 处 获得 的 动能 是 以 在 桶 项 的 势能 作为 代价 的 . 然而 ,一 定 不 要 由 此 得 出 这 样 的 概念 , 即 可 
以 用 这 一 速度 乘 该 小 孔 面积 而 算出 流体 从 该 桶 流出 的 流量 . 流体 喷 离 小 孔 时 ,其 速度 并 非 完 
全 互相 平行 ,而 是 带 有 向 内 朝 着 流 线 中 心 的 分 量 一 一 水 流 在 收缩 . 在 经 过 了 一 小 段 路 程 后 ， 
这 水 流 的 收缩 便 停 止 ,而 速度 的 确 变 成 平行 . 
因此 ,总 流量 乃 是 过 度 乘 以 该 点 所 在 处 的 面 
积 .事实 上 , 若 我 们 有 一 个 排水 口 恰 好 是 圆 形 
而 有 锐利 边缘 的 小 孔 , 则 水 流 将 缩小 至 小 孔 面 
积 的 62%. 对 于 不 同形 状 的 排水 管 ,这 缩小 后 
的 有 效 排水 面积 是 不 相同 的 ,而 实验 上 的 收缩 
率 可 以 从 射流 系数 表 查 得 . 

如 果 排 水 管 属于 四 入 式 的 ,如 图 40-8 所 
示 , 则 人 们 可 用 最 漂亮 的 方式 证 明 这 射流 系数 
恰 为 50%. 下 面 将 仅仅 给 出 如 何 做 这 一 证 明 
的 一 点 提示 . 我 们 已 用 能 量 守 恒 获 得 了 速度 ， 
即 式 (40. 18) ,但 动量 守恒 也 值得 加 以 考虑 . 既 
图 40-8 若 用 一 条 凹 入 式 排水 管 , 则 水 流 将 缩 。 然 在 排出 水 流 中 有 动量 流出 ,就 一 定 有 一 个 力 

小 至 出 口 面积 的 一 半 作用 于 排水 管 的 横 截面 上 . 这 力 是 从 哪里 来 的 

了 呢 ? 力 必须 来 自 桶 壁 上 的 压强 . 只 要 该 射流 孔 

细小 并 远离 桶 壁 , 则 靠近 桶 壁 的 流体 速度 将 很 小 . 因此 ,作用 于 每 个 面 上 的 压强 就 与 在 静止 

流体 中 的 静 压 强 一 一 从 式 (40. 14) 中 得 出 的 一 一 几乎 完全 一 样 . 于 是 ,在 桶 的 侧 壁 上 任 一 点 

处 的 静 讨 强 就 必定 与 对 面壁 上 一 点 处 的 相等 压强 相对 应 ,除了 排出 管 对 面壁 上 的 那些 点 以 

外 . 如 果 我 们 算出 由 这 一 压强 所 引起 的 通过 出 口 而 流出 的 动量 , 则 就 能 够 证 明 射 流 系数 为 

1/2. 然而 ,对 于 像 图 40-7 所 示 的 那 种 排水 孔 我 们 就 不 

能 应 用 这 一 方法 ,因为 沿 桶 壁 一 直到 接近 排水 孔 的 区 域 
速度 增 大 所 产生 的 压强 降 ,是 我 们 无 法 算出 的 . 

让 我 们 来 看 另 一 例子 一 一 一 根 截面 变化 的 水 平 管 ， 
如 图 40-9 所 示 , 水 从 一 端 流入 ,而 由 另 一端 流 出 . 能 量 
守恒 、 亦 即 伯 努 利 公式 表明 :在 速度 较 高 的 那个 颈 缩 区 
压强 比较 低 . 我 们 可 以 通过 下 述 办 法 轻易 地 演示 这 一 效 
应 , 即 利 用 在 流 管 的 不 同 截面 处 接 上 一 些 竖 直 的 小 口径 
管子 一 一 小 到 不 会 影响 流动 一 一 来 量度 各 处 的 压强 . 这 
时 ,压强 是 由 这 些 竖 直 管 中 的 水 柱 高 度 来 量度 的 . 在 颈 
缩 处 所 求 得 的 压强 小 于 两 侧 的 压强 . 如 果 在 经 过 颈 缩 区 图 40-9 在 速度 最 大 处 压强 最 低 
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之 后 ,面积 又 恢复 到 有 颈 缩 区 前 相同 的 值 , 则 压强 又 会 再 升 高 . 伯 努 利 公 式 会 预言 ,在 颈 缩 区 下 
游 的 压强 应 与 上 游 的 一 样 , 但 实际 上 显著 地 较 低 . 我 们 的 预言 所 以 有 误 , 是 由 于 忽略 了 那些 
摩擦 、 黏 洁 力 之 故 , 这 些 力 会 引起 压强 沿 着 管道 下 降 . 尽管 存在 这 种 压强 降 ,但 在 颈 缩 处 的 压 
强 (由 于 增 大 了 的 速率 ) 仍 明显 地 低 于 其 两 侧 的 压强 一 正如 伯 努 利 所 预言 的 那样 ,速率 vw 
肯定 应 当 超 过 vw 才能 使 相同 的 水 量 流 经 较 窗 的 管道 . 因 
此 ,水 在 从 宽 处 流 经 窄 的 部 分 时 是 被 加 速 的 . 产生 这 一 加 
速度 的 力 则 来 自 压强 降 ， 

还 可 用 另 一 个 简单 的 演示 来 核对 我 们 的 结果 . 假设 
有 一 个 接 于 桶 旁 而 会 向 上 喷射 的 排水 管 ,如 图 40-10 所 
示 . 要 是 射流 速度 恰好 等 于 V2gh , 则 这 排出 的 水 就 应 当 上 
升 至 与 桶 内 水 面相 平 的 高 度 . 实验 表明 , 它 稍微 低 了 一 
点 .我 们 的 预言 大 致 正确 ,但 在 能 量 守恒 公式 中 那 还 未 被 
包括 进去 的 黏 滞 阻力 又 一 次 引起 了 能 量 损耗 . 

你 有 没有 拿 着 两 张 互 相 靠 近 的 纸 片 而 试图 把 它们 吹 
开 ? 试 试看 . 它们 会 互相 靠 紧 . 当然 ,原因 是 ,空气 流 经 两 
张 纸 片 中 间 狭 窗 的 空间 时 , 比 起 流 经 外 面 来 具有 较 高 速 
率 . 两 纸 片 之 间 的 压强 比 大 气压 低 ,因而 它们 就 互相 靠近 
而 不 是 互相 离开 . 


40-10 wv 不 会 等 于 V2gh 的 证 明 


$40-4 环 流 


在 上 一 节 的 开头 我 们 曾经 看 到 , 若 不 可 压缩 流体 中 不 存在 环流 , 则 流动 满足 下 列 两 个 
方程 : 
V.v=0，Vxv=0. (40. 19) 
它们 与 在 自由 空间 的 静电 或 静 磁 方程 组 相同 . 当 没 有 电荷 时 ,电场 的 散 度 为 零 , 而 电场 的 旋 
度 则 总 是 等 于 零 的 . 若 没 有 电流 ,磁场 的 旋 度 为 零 ,而 磁场 的 散 度 则 永远 等 于 等 . 因此 ,方程 
组 (40. 19) 与 静电 学 中 关于 E 或 静 磁 学 中 关于 B 的 方程 组 具有 相同 的 解 . 事实 上 ,在 $12-5 
中 ,作为 对 静电 学 的 类 比 ,我 们 曾 解 过 流体 流 经 一 个 球体 的 那 种 流动 问题 . 该 电学 模拟 就 是 
一 匀 强 电场 加 上 一 侦 极 子 场 . 这 偶 极 子 场 被 调整 到 使 得 垂直 于 球面 上 的 流速 为 零 . 对 经 由 一 
根 柱 体 的 同样 的 流动 问题 ,可 以 按 相似 的 办 法 即 利用 一 个 适当 的 线 型 偶 极 子 场 和 一 均匀 流 
场 来 算出 . 对 于 在 远 处 的 流速 一 一 包括 大 小 和 方向 一 一 为 恒 量 的 那 种 情况 这 一 种 解答 是 正 
确 的 . 这 个 解 的 示意 图 为 图 40-11(a). 
当 条 件 使 得 在 远 处 的 流体 沿 着 围绕 该 柱 体 的 圆周 运动 时 ,对 于 围绕 柱 体 的 流动 就 有 
男 一 个 解 .于 是 ,流动 处 处 都 是 圆周 ,如 图 40-11(b) 所 示 . 这 样 的 流动 有 一 个 围绕 着 该 柱 
体 的 环流 ,尽管 此 时 在 流体 中 VXv 仍 为 零 . 怎样 才能 有 环流 而 没有 旋 度 昵 ?围绕 该 柱 体 
有 环流 是 因为 环绕 任 一 包围 柱 体 在 内 的 回路 的 "的 线 积 分 不 等 于 零 . 同时 ,v 围绕 任 一 不 
包含 该 柱 体 在 内 的 闭合 路 径 的 线 积分 都 是 零 . 当 我 们 过 去 求 围 绕 一 根 导 线 的 磁场 时 ,也 
曾 见 过 这 相同 的 事情 . 在 导线 外 B 的 旋 度 为 零 ,虽然 围绕 一 条 包围 该 导线 在 内 的 路 径 B 
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的 线 积 分 却 不 为 零 . 在 围绕 柱 体 的 无 旋 环流 中 的 速度 场 ,与 围绕 一 根 导 线 的 磁场 恰好 相 


i = 


(0) 


图 40-11 (a) 理 想 流 体 正 流 经 一 根 柱 
体 ;(b) 国 绕 柱 体 的 环流 ;(c) 是 (a) 和 (b) 
两 者 的 益 加 


同 . 对 于 以 柱 体 的 轴 心 为 中 心 的 一 条 圆周 路 径 来 
说 ,速度 的 线 积分 为 


.ds = 2r7m. 


在 无 旋 流 动 中 这 一 积分 必然 与 无关, 让 我 们 把 这 
一 常数 值 称 作 ,那么 便 有 


v= 7 一 


2rr” 


式 中 vv 是 切 向 速度 ,而 7 是 距 轴 的 距离 . 

关于 围绕 一 小 孔 的 流体 环流 可 以 做 一 个 精彩 的 
演示 . 你 取 一 个 在 底面 中 心 处 开 有 一 个 排水 孔 的 透 
明 柱 形 桶 . 把 这 个 桶 装 满 了 水 ,用 一 根 棍 子 在 其 中 搅 
起 一 些 环流 ,然后 拉 开 孔 塞 ,你 便 会 获得 如 图 40-12 
所 示 的 那 种 漂亮 的 效应 (你 在 浴盆 中 也 曾 多 次 见 过 
与 此 相 类 似 的 东西 ). 虽然 你 在 开始 时 加 入 某 个 w， 
但 由 于 黏 滞 性 的 原故 它 不 久 就 会 消失 而 流动 变 成 无 
旋 的 了 一 一 尽管 此 时 还 有 围绕 着 该 排水 孔 的 环流 . 

根据 理论 ,我 们 能 够 算出 水 的 内 表面 形状 . 当 
一 个 水 的 质点 向 中 心 流入 时 , 它 会 获得 速率 . 根据 
式 (40. 20) ,该 切 向 速度 与 l/r 成 正比 一 一 这 恰好 
出 自 角 动 量 守恒 一 一 像 溜 冰 者 缩 回 两 只 手臂 一 样 ， 
并 且 径 向 速度 也 表现 为 1/r 的 形式 . 若 略 去 切 向 运 


(40. 20) 


动 , 就 有 水 沿 着 径 向 朝 中 心 流 进 孔 里 ,根据 V.y= 0, 可 以 推断 出 径 向 速度 会 正比 于 1vr. 
因此 ,总 速度 也 与 IMr 成 正比 ,从 而 水 将 沿 着 阿 基 米 德 螺 线 流动 . 空气 


与 水 间 的 界面 全 都 处 于 大 气压 强 下 ,因而 根据 式 (40. 14) 它 必须 具有 


这 么 一 种 性 质 : 


i + 地” 二 常数 . 


但 由 于 wv 与 1Vr 成 正比 ,从 而 该 表面 形状 为 : 


上 
(z= 六 


一 个 有 趣 的 地 方 一 一 这 一 般 来 说 是 不 正确 的 ,但 对 于 不 可 压缩 的 无 
旋 流动 则 是 正确 的 一 一 乃 是 :车 我 们 有 两 个 解 , 则 它们 之 和 也 是 一 个 解 . 
这 所 以 正确 ,是 因为 方程 组 (40. 19) 是 线性 的 . 流体 动力 学 的 完整 方程 组 
(40.8)、(40.9) 和 (40. 10 ) 都 不 是 线性 的 ,这 就 造成 巨大 的 差别 . 然而 ， 
对 于 围绕 柱 体 的 无 旋 流 动 来 说 ,我 们 可 以 将 图 40-11(a) 的 流动 番 加 于 
图 40-11(b) 的 流动 之 上 ,而 获得 一 个 如 图 40-11(c) 所 示 的 那 种 新 型 流 


图 40-12 带 有 环 
流 的 水 从 桶 中 排出 
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动 图 样 . 这 种 流动 特别 有 趣 ,在 柱 体 上 面 的 流速 比 在 其 下 面 的 要 高 . 因此 ,在 上 面 的 压强 就 比 
在 下 面 的 低 . 这 样 , 当 一 个 围绕 着 柱 体 的 环流 与 一 个 纯 水 平方 向 的 流动 相 结合 时 ,就 会 有 一 - 
个 净 的 垂直 方向 的 为 作用 于 该 柱 体 上 一 一 这 个 力 被 称 为 升力 . 当然 ,按照 我 们 关于 “ 干 " 水 的 
理论 , 若 没有 环流 , 则 就 不 会 有 净 力 作用 于 任何 物体 上 . 


$40-5 涡 线 
对 于 可 能 有 涡 旋 的 不 可 压缩 流体 ,其 流动 的 一 般 方程 式 为 
I. VY.'v=0, 
Es QQ=VXv», 
IL. 2+vx(QXv)=0. 


这 些 方程 的 物理 内 容 曾 由 雍 姆 堆 兹 通过 三 个 定理 用 语言 描述 过 . 首先 ,设想 在 流体 中 我 们 应 
该 画 出 涡 线 而 不 是 流 线 . 所 谓 涡 线 , 指 的 是 具有 中 的 方向 .并 在 任何 区 域 里 都 具有 与 只 的 大 
小 成 正比 的 密度 的 那 种 场 线 . 根据 上 列 方程 ,8 的 散 度 始终 等 于 零 (回忆 起 3-7 中 旋 度 
的 散 度 总 是 零 ). 因此 , 涡 线 就 像 B 线 , 它 们 从 来 既 


没有 始点 也 没有 终点 ,因而 往往 会 形成 闭合 回路 . a 
现在 刻 姆 夫 兹 通过 下 述 这 一 句 话 来 描述 夺 : 涡 线 Es 


/ 
随 流 体 一 起 在 运动 . 这 意思 是 :假如 你 对 沿 某 些 涡 


线 的 流体 质点 加 以 标志 一 一 比如 用 墨水 给 它们 着 
色 一 一 那么 当 流 体 带 着 那些 质点 一 起 运动 时 , 它 
们 将 始终 标志 着 那些 涡 线 的 新 位 置 . 无 论 流体 中 
的 原子 怎样 运动 , 涡 线 总 是 跟着 它们 一 起 前 行 . 这 
是 描述 那些 定律 的 一 种 方法 . 

它 也 提供 了 求解 任何 问题 的 一 种 方法 . 给 出 
最 初 的 流动 图 样 一 -比如 ,各 处 的 ， 值 一 一 那么 你 
便 可 以 算出 8 来 .根据 v 你 也 可 以 讲 出 在 一 会 儿 
之 后 那些 涡 线 将 会 跑 到 哪里 一 一 它们 以 速率 v 运 
动 . 用 新 的 只 ,你 便 可 以 应 用 方程 I 和 求 出 新 的 
v( 这 很 像 给 定 电流 后 求 B 的 问题 ). 如 果 我 们 得 到 
了 某 一 时 刻 的 流动 图 像 , 则 在 原则 上 就 可 以 算出 
后 来 - : 切 时 刻 的 图 像 . 因此 我 们 就 得 到 关于 非 黏 
湾流 动 的 一 般 解 . 

现在 要 来 说 明 : 玄 姆 疏 北 的 表述 一 -因而 也 
就 是 焉 一 一 如 何 才 能 够 至 少 部 分 地 加 以 理解 . 实 
际 上 它 仅 仅 是 应 用 于 流体 的 角 动 量 守恒 定律 . 试 
设想 一 个 其 轴 平 行 于 涡 线 的 液态 小 柱 体 , 如 图 图 40-13 (a) 在 :时刻 的 一 群 涡 线 ; 
40-13(a) 所 示 . 在 此 后 某 一 时 刻 , 这 同一 块 流体 将 (b) 同 一 群 线 在 较 迟 的 时刻 
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移 至 别处 . 一 般 说 来 , 它 将 占据 一 个 直径 不 同 的 柱 体 并 将 位 于 不 同 的 地 方 . 它 也 可 以 有 不 同 
取向 ,比如 图 40-13(b) 所 示 的 那样 . 但 是 , 若 直 径 已 经 变 小 , 则 长 度 就 会 增长 ,以 保持 其 体积 
不 变 ( 因 为 我 们 假定 的 是 一 种 不 可 压缩 的 流体 ). 并 且 ,由 于 涡 线 离 不 开 材料 ,所 以 其 密度 就 
会 随 截面 的 缩小 而 增 大 . 涡 度 2 与 该 柱 体 的 截面 积 A 两 者 之 积 将 保持 不 变 , 因 而 按照 亥 姆 
乍 效 表述 ,应 有 

QAs 一 DA, (40. 21) 


现在 要 注意 :由 于 籍 汪 性 为 零 , 因 而 所 有 作用 于 该 柱 体 (就 那 事 来 说 ,或 任何 体积 ) 的 表 
面 上 的 力 就 都 垂直 于 该 表面 ,这 种 压力 能 够 导致 该 体积 从 一 处 移 至 另 一 处 ,也 能 使 它 改变 形 
状 , 但 由 于 没有 切 向 力 ,所 以 材料 内 部 的 角 动 量 的 大 小 就 不 可 能 改变 . 该 小 柱 体内 液体 的 角 
动量 等 于 其 转动 惯量 工 乘 以 液体 的 角速度 , 它 正比 于 涡 度 2. 对 于 柱 体 来 说 ,转动 价 量 正 比 
于 mr. 因此 根据 角 动 量 守 恒 ,我 们 就 应 该 断定 


(MRI )92 = (MzR )22:. 


图 40-14 造成 一 个 正在 移动 的 涡 环 


可 是 质量 彼此 相同 , 即 M, = Mi , 而 截面 积 则 正比 于 R: , 因 

而 我 们 又 再 次 得 到 方程 式 (40. 21). 玄 姆 霍 北 的 表述 一 一 与 

亚 等 效 一 一 正好 是 在 没有 黏 滞 性 的 条 件 下 流体 元 的 角 动 最 

不 可 能 发 生 改 变 这 一 事实 的 推论 . 

| ZA ams 有 一 个 用 图 40-14 所 示 的 简单 设备 形成 运动 涡 旋 的 精 
A 彩 演示 . 用 一 张 绷 紧 的 厚 橡 胶 膜 覆盖 在 一 个 柱 形 箱 的 开端 

上 构成 一 个 “ 鼓 ”, 鼓 的 直径 2 ft, 深 也 是 2 ft. 鼓 “ 底 ”一 一 这 


个 鼓 被 翻 倒 而 靠 它 的 侧 壁 支持 着 一 一 除了 有 一 个 直径 3 in 

® @ 的 孔 外 ,周围 都 密闭 . 如 果 你 用 手 在 橡胶 膜 上 猛 击 一 下 ,一 
yy 个 涡 环 就 被 从 孔 中 投射 出 来 . 尽管 涡 旋 看 不 见 ,但 你 却 能 说 
Ne 出 它 在 那儿 ,因为 它 会 吹 炸 放 在 10~20 ft 远 处 的 - - 支 蜡 
y 运动 方向 烛 . 根据 这 一 效应 的 迟延 时 间 ,你 可 以 说 出 * 某 种 东西 "正在 

se 以 一 有 限 的 速率 行进 着 . 如 果 你 先 将 一 些 烟雾 吹 进 箱子 里 ， 

则 还 能 对 发 生 的 情况 看 得 更 清楚 . 这 时 你 会 把 涡 旋 看 成 一 


个 美丽 的 圆 “ 烟 环 ”. 
图 40-15 一 个 运动 着 的 涡 环 ( 烟 烟 环 是 环 状 的 涡 线 群 ,如 图 40-15(a) 所 示 . 由 于 0@ = 
环 ). (a) 涡 线 ;(b) 涡 环 的 截面 VXvy, 这 些 涡 线 也 代表 图 (b) 中 的 y 的 环流 . 我 们 可 以 按照 


第 40 章 于 水 的 流动 565 


下 述 办 法 来 理解 烟 环 的 前 进 运动 : 环 底 附 近 的 环流 速度 会 延伸 到 环 项 ,而 那里 就 有 一 个 前 进 
运动 了 . 由 于 吕 线 同 流体 一 起 运动 ,这 些 线 也 就 以 速度 "向 前 运动 (当然 , 环 项 部 附近 的 "的 
环流 导致 底部 的 涡 线 的 向 前 运动 ). 

现在 必须 提 到 一 个 严重 的 困难 . 我们 已 经 注意 到 式 (40. 9) 表 明 : 若 8 起 初 为 零 , 则 它 将 
永远 为 零 . 这 个 结果 表明 “ 干 "水 理论 的 大 失败 ,因为 它 意味 着 ,一 旦 2 为 零 , 则 它 将 永远 为 
零 一 一 在 任何 场合 下 都 不 能 产生 任何 涡 度 . 可 是 ,在 我 们 利用 那个 鼓 的 简单 演示 中 , 却 能 够 
从 原来 是 静止 的 空气 里 产生 出 涡 环 来 (肯定 在 我 们 击 鼓 以 前 , 鼓 箱 里 处 处 都 是 
7 一 0, 2 二 0). 并 且 , 我 们 全 都 知道 ,可 以 在 湖水 中 用 一 柄 桨 来 发 生 一 些 涡 旋 . 显然 ,必须 
研究 “ 湿 " 水 的 理论 才能 对 流体 的 行为 得 到 充分 理解 . 

干 水 理论 的 另 一 不 正确 之 处 在 于 ,在 考虑 流体 与 固体 表面 之 间 边 界 处 的 流动 时 我 们 所 
做 的 那 种 假设 . 过 去 当 讨 论 经 过 柱 体 的 流动 一 一 例如 在 图 40-11 中 的 那 种 流动 一 一 时 ,我 们 
曾 容许 流体 能 沿 固体 表面 滑动 . 在 我 们 的 理论 中 ,在 固体 表面 处 的 速度 可 以 有 任何 值 ,这 取 
决 于 该 流动 是 怎样 开始 的 ,而 我 们 就 从 未 考虑 过 流体 与 固体 之 间 的 任何 “摩擦 ”. 然而 ,实验 
事实 是 ,实际 流体 的 速度 在 一 固态 物体 的 表面 总 是 趋 于 零 的 . 因此 ,我 们 关于 柱 体 的 解 ,不 管 
有 无 环流 ,都 是 错误 的 一 一 正如 有 关 产 生 涡 度 的 那 种 结果 一 样 .我 们 将 在 下 一 章 中 告诉 你 们 
较为 正确 的 理论 . 
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$41-1 黏 性 


在 上 一 章 我 们 曾 在 忽略 黏 性 现象 的 情况 下 讨论 过 水 的 行为 ,现在 想 要 讨论 包括 黏 性 效 
应 在 内 的 流体 流动 .我们 希望 考察 流体 的 实际 行为 ,定性 地 讨论 在 各 种 不 同 场合 下 流体 的 实 
际 行为 ,使 得 你 对 这 一 课题 将 会 有 某 些 感触 . 虽然 你 将 看 到 某 些 复杂 方程 ,并 听 到 某 些 复杂 
的 事情 ,但 这 并 非 我 们 要 求 你 必须 学 习 所 有 这 些 东西 的 目的 . 在 某 种 意义 上 ,这 是 一 章 “ 文 化 
课 ”, 它 将 给 予 你 这 个 世界 存在 方式 的 某 些 概 念 ,其 中 只 有 一 项 是 值得 学 习 的 , 那 就 是 我 们 立 
即将 加 以 讨论 的 有 关 黏 性 的 简单 定义 ,其 余 的 就 只 是 为 了 向 你 们 提供 乐趣 . 

上 一 章 中 我 们 曾经 发 现 ,流体 运动 的 规律 全 都 包含 在 下 述 方程 中 ， 


2 +.vr= 一 下 -vi 一. (41.1) 
at pe 


在 我 们 的 “二 "水 近似 中 曾 去 掉 了 未 项 ,从 而 忽略 了 所 有 的 黏 性 效应 . 并 且 , 有 时 还 由 于 考虑 
到 流体 是 不 可 压缩 的 而 做 出 一 个 附加 近似 ,这 时 我 们 就 有 过 一 个 补充 方程 
V.'v=0., 


这 最 后 一 种 近似 往往 很 有 效 一 一 特别 是 当 流速 比 声速 小 得 多 的 时 候 . 但 在 实际 流体 中 ,认为 
可 以 略 去 我 们 所 称 之 为 猪 性 的 那 种 内 摩擦 力 几 乎 是 绝对 不 正确 的 ,而 发 生 的 大 部 分 有 趣 的 
事情 总 是 来 自 这 种 黏 性 . 例如 ,我 们 曾 见 到 在 “ 干 " 水 中 环流 永 不 会 改变 一 一 如 果 开 始 时 没有 
一 个 环流 , 往 后 也 永 不 会 有 . 可 是 ,流体 内 的 环流 却 是 每 天 都 要 发 生 的 事情 . 我 们 必须 修补 我 
们 的 理论 . 

我 们 从 一 个 重要 的 实验 事实 着 手 . 当 我 们 过 去 算出 “ 干 "水 环绕 或 经 过 一 根 柱 体 而 流 
动 一 一 即 所谓 “ 有 势 流动 "一 一 时 ,我 们 没有 理由 不 容许 水 具有 与 表面 相 切 的 速度 ,只 有 法 向 
分 量 才 必 须 等 于 零 . 我 们 并 未 把 液体 与 固体 之 间或 许 会 存在 剪 切 力 的 那 种 可 能 性 考虑 进去 . 
结果 是 一 一 虽然 并 不 是 完全 不 言 而 喻 的 一 一 在 为 实验 所 证 实 的 一 切 场 合 下 ,在 固体 表面 流 
体 速 度 恰好 为 入 . 无 疑 ,你 已 注意 到 风扇 叶片 会 积聚 一 薄 层 灰尘 而 当 风 扇 已 经 把 空气 搅 
动 后 灰尘 仍然 留 在 那里 . 甚至 在 风 洞 中 的 大 型 风扇 上 ,你 也 可 以 看 到 同样 的 效应 . 为 什么 灰 
尘 不 会 给 空气 吹 跑 了 呢 ? 虽然 事实 是 扇 叶 正 以 高 速 穿越 空气 而 运动 ,但 空气 相对 于 扁 叶 的 
速率 在 叶 面 上 恰好 趋向 于 零 . 因此 ,那些 最 小 的 人 尘埃 粒子 才 没 有 被 扰动 * .所 以 我 们 必须 对 
理论 作出 修正 ,以 便 能 够 与 这 个 实验 事实 相符 , 即 在 一 切 通常 的 流体 中 ,那些 靠近 固体 表面 


* 你 能 够 将 大 的 尘埃 粒子 从 桌面 上 吹 掉 ,但 不 能 吹 去 十 分 微细 的 灰尘 ,那些 大 的 才 会 掉 进 到 微风 
里 去 . 
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的 分 子 都 会 有 和 零 速 度 (相对 于 表面 而 言 )*. 

我 们 原来 是 由 这 个 事实 来 标志 液体 的 , 即 如 果 你 对 它 作 用 一 个 切 应 力 一 一 不 管 多 么 
小 一 一 它 就 会 放弃 抵抗 . 它 流动 了 . 在 静止 情况 下 ,不 会 有 剪 切 应 力 . 但 在 达到 平衡 之 前 一 一 
只 要 你 仍然 推动 它 一 一 就 可 能 存在 剪 切 力 . 黏 性 描述 了 存在 于 运动 流体 中 的 剪 切 力 . 为 要 得 
到 流体 运动 时 剪 切 力 的 量度 ,我 们 考虑 下 述 实 验 . 假设 有 两 块 其 间 夹 有 水 的 固体 平面 ,如 图 
41-1 所 示 , 保 持 其 中 一 块 固定 ,而 另 一块 则 以 低速 率 wm 对 其 作 平 行 运动 . 如 果 你 对 保持 上 
板 运动 所 需要 的 力 进行 测量 ,你 会 发 现 这 力 与 板 的 面积 和 vo/d 都 成 正比 ,其 中 ad 为 两 板 间 
的 距离 . 因此 , 剪 切 应 力 F/A 正比 于 vo/d: 


比例 常数 7 称 为 黏 性 系数 . 


面积 4 
ds-AC tar 
En ‘By i -一 上 ~- 一 - EE 
图 41-1 在 两 平行 板 之 间 的 稿 性 阻力 图 41-2 在 一 黏 性 流体 中 的 剪 切 应 力 


如 果 我 们 有 一 较 复杂 情况 , 则 总 可 以 考虑 水 中 一 个 小 而 平坦 的 和 矩形 单元 ,其 上 下 两 面 都 
平行 于 水 流 ,如 图 41-2 所 示 , 整个 这 单元 上 的 剪 切 力 由 下 式 给 出 : 


(41.2) 


此 时 ,3v./9y 就 是 我 们 曾 在 第 38 章 中 定义 过 的 剪 切 应 变 的 变化 率 ,因而 对 于 液体 来 说 ,前 
切 应 力 与 剪 切 应 变 的 变化 率 成 正比 ， 

在 一 般 情 况 下 ,我 们 写成 

8 = 7( 医 + 疾 ). (41. 3) 

如 果 流 体 有 一 匀速 转动 , 则 3v./3y 是 3v,/9z 的 负 值 ,因而 S.。 为 零 一 一 正 应 该 如 此 ,因为 在 
匀速 转动 的 流体 中 不 存在 应 力 (我 们 在 第 39 章 中 对 e,, 下 定义 时 做 过 类 似 的 事情 ). 当然 ,还 
有 关于 Sw 和 5S., 的 相应 表示 式 . 

作为 应 用 这 些 概 念 的 一 个 例子 ,我们 考虑 在 两 个 同 轴 部 简 间 流体 的 运动 . 设 内 位 半径 为 


* 若 情 况 不 真实 ,你 可 以 想象 :虽然 在 理论 上 玻璃 是 一 种 “液体 " ,但 肯定 能 够 把 它 制造 得 沿 钢 面 滑动 . 
因此 ,我 们 的 说 法 必然 会 在 某 处 失效 . 
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a, 圆 周 线 速度 为 v ,而 令 外 简 具 有 半径 5 和 圆周 线 速度 wv, 参见 图 41-3. 我 们 也 许 会 问 , 在 
两 简 之 间 的 速度 分 布 如 何 ? 为 回答 这 一 问题 ,我 们 从 找 出 流体 中 距 轴 心 为 > 处 的 黏 性 剪 切 
力 公 式 开 始 . 根据 问题 的 对 称 性 ,我 们 可 以 假定 流 
动 总 是 沿 着 切 向 的 ,而 其 大 小 仅 取 决 于 r, v= 
v(r), 如 果 注 视 水 里 半径 为 + 处 的 一 个 小 斑点 , 它 
的 坐标 作为 时 间 的 函数 为 

工 一 rcoswl，y 一 7rsin wt， 
其 中 ww= vw/r. 于 是 速度 的 x 和 y 分 量 就 是 

vz =— rwsin wt 一 一 ay 

和 


vy = ?mcos wt = wz。 (41.4) 


根据 式 (41. 3) ,我 们 有 


二 ,下 总 人 a 9w _ 9w 
图 41-3 在 以 不 同 角速度 旋转 着 的 两 个 同 ”Sw 一 咱 5(zo) 芒 ()]= |= | 
心 简 之 间 流 体 的 流动 (41.5) 
对 于 y = 0 一 点 , 9w/9y = 0, 而 zawvax 与 rdw/dr 相同 . 因此 在 该 点 上 ， 
(Su ),-。 = yr 忽 (41. 6) 


(S 应 依赖 于 9w/9r 是 合理 的 , 当 w 不 随 r 变化 时 ,流体 就 处 匀速 转动 之 中 因而 不 会 有 应 力 
存在 ). 

我 们 已 算出 来 的 应 力 是 切线 方向 剪 切 应 力 ,围绕 着 整个 柱 面 它们 都 相同 . 通过 把 剪 切 应 
力 乘 以 矩 车 > 和 面积 2rr!, 就 可 以 获得 作用 于 半径 ~ 处 的 整个 柱 形 面 上 的 转 矩 . 我 们 得 到 


r= 2rrl(Ss),o = 2rqlr’ Qe. (41.7) 


由 于 水 的 运动 是 定常 的 一 一 没有 角 加 速度 一 一 因而 作用 于 ~ 与 = 十 dr 阅 水 的 柱 壳 上 净 
转 矩 必然 为 零 , 这 就 是 说 ,在 ~ 处 的 转 矩 势必 被 在 ~ 十 dr 处 的 一 个 相等 而 相反 的 转 矩 所 抵 
消 ,使 得 r 必须 与 ~ 无 关 . 换 句 话说 ,r?dw/dr 等 于 某 个 恒 量 ,比方 说 A, 因 而 


忽 = 全 (41. 8) 
积分 后 ,我们 求 出 w 随 r 的 变化 关系 为 : 
= 一 大 +B. (41.9) 


A 和 B 两 常数 ,它们 由 满足 在 + = a 处 w= w 和 在 r = 5b 处。 = ws 的 条 件 而 被 确定 下 来 . 
结果 得 到 
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A= 2 (ws Wa ) » 
(41.10) 
lp 一 a CU 
B= b’:—a’ 
所 以 我 们 就 知道 作为 ~ 的 函数 的 w, 从 而 也 知道 v = wr . 
如 果 希 望 得 到 转 和 矩 , 则 可 由 (41.7) 和 (41. 8) 两 式 得 到 : 
t= 2xmA 
或 
202 
ch)， (41. 11) 


它 与 两 简 的 相对 角速度 成 正比 . 测量 黏 性 系数 用 的 一 种 标准 仪器 就 是 这 样 制 成 的 . 其 中 一 个 
圆 简 一 一 比方 说 外 简 一 一 安装 在 一 个 支 枢 上 ,但 由 测量 作用 于 简 上 转 矩 的 弹簧 秤 来 保持 其 
稳定 ,而 内 简 则 以 恒定 角速度 旋转 着 . 于 是 , 黏 性 系数 由 式 (41. 11) 确 定 . 

根据 7 的 定义 ,你 可 以 看 出 它 的 单位 是 Nsm-. 对 于 20 尼 的 水 来 说 ， 


7= 10’ Nsm™. 
通常 更 方便 的 是 采用 比 黏 性 , 基 jy 除 以 p, 此 时 水 与 空气 之 值 就 可 以 进行 比较 : 
在 20 'C 的 水 ， 7/p= 10™° ms; 
(41. 12) 
在 20 'C 的 空气 ， jp = 1 X10 me, 


黏 性 通常 强烈 地 依赖 于 温度 . 例如 ,对 于 刚好 在 凝固 点 时 的 水 ,其 y/o 比 在 20 C 时 的 要 大 
1.8 倍 . 


$41-2 狂 性 流动 


现在 我 们 研究 恭 性 流动 的 最 普遍 理论 一 一 至 少 是 人 类 已 经 知道 的 最 普遍 形式 . 我 们 
已 经 了 解 到 剪 切 应 力 分 量 与 各 种 速度 分 量 的 空间 微 商 (诸如 av/ay 或 awvax) 成 正比 . 然 
而 ,在 可 压缩 流体 的 普遍 情况 下 ,应 力 中 还 存在 取决 于 速度 其 他 微 商 的 另外 的 项 . 普遍 的 
表示 式 为 


S, = 六 + 吃 )+#(v (41. 13) 
式 中 xz; 是 直角 坐标 =, y 或 z 中 的 任 -- 个 ,而 wv 则 是 速度 的 直角 坐标 中 的 任 一 个 (6; 是 克 罗 
内 克 符 号 , 当 i=j 时 为 1, 而 当 i 关 j 时 为 零 ). 该 附加 项 对 于 应 力 张 量 的 所 有 对 角 线 元 S; 都 
增添 了 7 VY . " 如 果 流 体 是 不 可 压缩 的 , 则 .v= 0, 而 这 一 附加 项 就 不 见 了 . 所 以 它 与 受 
压缩 时 的 内 力 有 关 . 因此 要 描述 流体 就 需要 两 个 常数 ,正如 我 们 过 去 在 描述 均匀 弹性 固体 时 
曾 有 过 两 个 常数 一 样 . 系数 了 即 我 们 曾 遇 到 的 “普通 " 黏 性 系数 . 它 也 被 称 为 第 一 黏 性 系数 或 
“ 剪 切 黏 性 系数 ”, 而 新 的 系数 了 被 称 为 第 二 黏 性 系数 ， 

现在 要 确定 单位 体积 里 的 黏 性 力 fs ,以 便 能 将 其 代入 式 (41. 1) 中 而 获得 实际 流体 的 运 
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动 方程 . 作用 于 流体 中 一 小 立方 体 上 的 力 ,等 于 作用 在 所 有 六 个 面 上 之 力 的 合力 . 每 次 取 其 
中 两 个 面 ,将 获得 其 差 值 ,该 值 决定 于 应 力 的 微 商 \ 亦 即 速度 的 二 次 微 商 . 这 很 好 ,因为 将 会 
使 我 们 回 到 矢量 方程 式 上 来 . 每 单位 体积 的 竺 性 力 在 直角 坐标 方向 的 分 最 为 


(ai = 立 呈 mr Er) A (41. 14) 


=! j=! 


通常 , 靳 性 系数 随 位 置 的 变化 并 不 重要 ,因而 可 以 忽略 ,这 样 , 单 位 体积 的 恭 性 力 就 仅 含 有 速 
度 的 二 次 微 商 . 在 第 39 章 中 ,我 们 看 到 在 一 个 矢量 方程 中 可 能 存在 的 二 次 微 商 的 最 普遍 形 
式 为 , 含 拉 普 拉 斯 符号 (V . Vv = Vv) 的 项 与 含 散 度 的 梯度 项 (V(V . v)) 两 者 之 和 . 式 
(41. 14) 恰 好 就 是 上 共有 系数 7 和 (7 七 7 ) 的 这 样 一 个 和 , 我 们 得 到 


fu 一 TV 二 (7 十 7)VCV rv). (41. 15) 


在 不 可 压缩 的 情况 下 , Y.y= 0, 因而 单位 体积 的 黏 性 力 正好 是 7Vv 那 就 是 许多 人 所 用 到 
的 全 部 内 容 . 然而 ,如 果 你 要 计算 流体 中 声波 的 吸收 , 那 你 就 会 需要 第 二 项 了 . 
现在 可 以 完成 实际 流体 运动 的 普遍 方程 方面 的 工作 了 . 把 式 (41.15) 代 入 (41. 1) 中 ,得 
p[ 人 +r) -WpV$+nvr+ (yt+ 7) VV sr). 
它 是 一 个 复杂 的 方程 ,但 大 自然 就 是 这 个 样子 . 
如 果 像 以 往 一 样 引进 涡 度 = VXv, 那么 就 可 将 上 述 方程 写成 
p{ 守 TOXv+ 主 WW)= 一 WW 一 pV#+ nv r+ (y+ 7) VV (41.16) 
我 们 再 次 假定 唯一 起 作用 的 彻 体 力 是 像 重力 那样 的 保守 力 . 为 弄 清楚 新 项 意味 着 什么 ,让 我 
们 考察 不 可 压缩 流体 的 情况 . 于 是 ,如 果 取 式 (41. 16) 的 旋 度 , 则 得 到 


39 
at 
这 个 式 子 除 了 在 其 右边 有 一 新 项 外 就 很 像 式 (40.9) 了 . 当 右 边 为 零 时 ,我 们 曾 有 过 涡 度 随 流 
体 一 起 运动 的 亥 姆 霍 效 定理 . 现在 ,虽然 在 右边 已 有 相当 复杂 的 非 零 项 ,然而 , 它 却 具有 简单 
明了 的 物理 意义 . 如 果 暂 时 略 去 项 VX (8Q28Xv)，, 则 得 到 一 个 扩散 方程 . 该 新 项 意味 着 涡 度 2 
经 由 流体 而 扩散 . 如 果 在 涡 度 方面 存储 一 个 大 的 梯度 , 则 它 将 会 扩散 到 其 邻近 的 流体 中 去 . 
这 就 是 引起 烟 环 在 前 进 时 会 变 得 较 厚 的 那 一 项 . 同样 ,如 果 你 把 一 个 “洁净 "的 涡 环 (由 
上 一 童 所 描述 的 那 台 仪器 造成 的 “无 烟 " 环 ) 送 过 烟雾 , 则 它 就 可 以 漂亮 地 被 显示 出 来 . 当 它 
跑 出 烟 筋 时 , 它 已 很 好 地 吸取 了 某 些 烟雾, 所 以 你 会 看 到 一 个 空心 的 烟 环 这 .有 些 8 向 外 扩 
散 进 烟雾 之 中 ,但 仍 能 保持 与 涡 旋 一 起 向 前 运动 . 


+Yx(x 有 一 Yo (41.17) 


$41-3 雷 诺 数 


现在 我 们 要 来 描述 由 该 新 的 黏 性 项 在 流体 流动 特性 方面 所 造成 的 一 些 变化 .我们 将 相 
当 详 细 地 探讨 两 个 问题 . 第 一 个 是 流体 经 过 柱 体 的 流动 一 一 那 是 我 们 在 上 一 章 就 曾 试图 用 


IO 


TO 
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非 黏 性 流动 的 理论 进行 计算 的 问题 . 事实 证 明 , 今 天 人 们 只 能 对 几 种 特殊 情况 求 得 车 性 方程 
组 的 解 .因此 将 要 告诉 你 们 的 某 些 东西 是 建立 在 实验 测量 基础 上 的 一 一 假定 实验 模型 满足 
方程 式 (41. 17). 
数学 上 的 问题 是 :我 们 很 想 对 不 可 压缩 的 黏 性 流体 流 经 一 根 直 径 为 刀 的 长 柱 体 的 流动 
进行 求解 . 这 种 流动 应 该 由 式 (41.17) 及 
QR=VXxr (41. 18) 


给 出 ,同时 满足 下 述 条 件 : 在 远 处 速度 是 某 个 恒定 值 ,比方 说 V( 平 行 于 z 轴 ) ,在 柱 体 的 表面 
处 速度 为 零 , 即 对 于 表面 


会 有 
zz = Vy = v, = (0. (41.19) 
那 就 完全 规定 了 该 数学 问题 . 

如 果 你 考察 那些 方程 式 , 你 会 明白 对 于 该 问题 有 四 个 不 同 常数 :7, p, D 和 V. 你 也 许 会 
想到 应 该 对 于 不 同 的 V\ 不 同 的 D 等 等 给 出 一 整 系列 的 情况 . 然而 ,实际 情况 却 并 非 如 此 ， 
所 有 这 些 不 同 的 可 能 解答 均 相应 于 一 个 参数 的 不 同 数值 , 这 就 是 我 们 关于 黏 性 流动 所 能 说 
的 最 重要 的 普遍 的 东西 . 要 知道 其 所 以 然 ,首先 应 当 注 意 黏 性 和 密度 只 出 现在 比率 7/ 
即 比 黏 性 中 . 这 就 把 独立 参数 的 数目 减少 到 三 个 . 现在 假定 我 们 采用 出 现 于 这 个 问题 中 的 唯 
一 长 度 、 即 柱 体 的 直径 D 来 量度 所 有 距离 , 那 就 是 说 ,用 按照 下 列 关 系 的 新 变量 zx’,，y ，z: 
来 代替 x ,，y, xz: 

r= xD,y= yD,z= zD, 


这 样 D 就 从 式 (41. 19) 中 消失 了 . 同样 地 , 若 我 们 用 V 来 量度 所 有 的 速度 一 一 即 是 令 v = 
vV 一 一 则 可 以 消去 V, 而 在 大 距离 上 v 正 好 等 于 1. 由 于 已 确定 了 长 度 和 速度 的 单位 ,所 以 
现在 我 们 的 时 间 单 位 就 是 DAV. 因而 应 该 令 


zt 一 上 


<IS 


(41. 20) 


采用 这 一 套 新 的 变量 , 式 (41. 18) 中 的 那些 微 商 就 得 从 3/az 改 成 (1/D)3/9x', 其 余 依 
次 类 推 , 因 而 式 (41. 18) 就 变 成 


=vxv=Dv xy = bo. (41. 21) 
于 是 我 们 的 主 方程 式 (41. 17) 可 以 看 作 

0 1 / 发 7 7 

TV XN Xe BV 


所 有 常数 都 凝结 成 一 个 因子 ,根据 传统 我 们 将 其 写成 1/R: 


R= SW (41. 22) 
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如 果真 正 记 住 全 部 方程 式 都 是 以 这 些 新 单位 的 量 写 出 的 , 则 可 以 省 略 一 切 带 撤 号 . 于 是 上 面 


关于 流动 的 方程 组 为 
浊 +Yx(2xN = 页 VD Cl 23) 
i QR=VXvr. 
所 附 条 件 为 :对 于 Fe (41. 24) 
v= 0; 
以 及 对 于 zz 十 内 十 守 六 1， 
v=1,v,=v.=0. 


这 在 物理 上 所 包含 的 全 部 意义 十 分 有 趣 . 比如 , 它 意 味 着 :车 我 们 解决 了 关于 某 速度 V， 
和 某 个 柱 体 直径 D, 的 流动 问题 ,然后 又 问 起 关于 不 同 的 D; 及 另 一 种 流体 的 流动 问题 , 则 
对 于 给 出 相同 雷诺 数 的 速度 V 一 一 也 就 是 说 , 当 
pI P: 


R, = 一 -VD， = R, es -一 V:D， (41. 25) 
办 办 


时 ,流动 将 是 相同 的 . 对 于 雷诺 数 相同 的 任何 两 种 情况 ,流动 “看 起 来 "将 是 一 样 的 一 一 用 适 
当 标 度 x ，y , zx 和 的话. 这 是 一 个 重要 定理 ,因为 它 意味 着 我 们 不 需 制 成 一 架 飞 机 来 做 
试验 ,就 可 以 确定 空气 流 经 机 辟 时 的 行为 . 作为 代替 ,可 以 制造 一 个 模型 并 利用 提供 相同 雷 
诺 数 的 速度 来 进行 测 最 . 这 是 一 个 原理 , 它 容许 我 们 把 小 型 飞机 所 作 的 “ 风 洞 "测量 结果 或 把 
按 比 例 缩小 了 的 模型 船 在 “模型 池 " 中 的 试验 结果 应 用 于 实际 尺寸 的 物体 . 然而 应 当 记 住 ,只 
有 假定 流体 的 压缩 性 可 以 忽略 时 ,我们 才能 这 样 做 . 要 不 然 , 就 会 进入 一 个 新 的 量 一 一 声速 . 
而 只 有 在 V 对 声速 的 比值 也 相同 时 ,不 同 的 情况 才 会 真正 互相 对 应 . 这 后 一 比值 称 为 马赫 
数 , 因此 ,对 于 接近 声速 或 超过 声速 的 速度 , 若 两 种 情况 的 两 个 马赫 数 及 两 个 雷诺 数 都 相同 ， 
则 在 这 两 种 情况 下 的 流动 才 会 彼此 相同 . 


$41-4 经 过 一 圆柱 体 的 流动 


让 我 们 回 到 低速 (几乎 是 不 可 压缩 的 ) 流 经 柱 体 的 流动 问题 上 来 ,将 对 实际 流体 的 流动 
给 予定 性 描述 .有 许多 关于 这 类 流动 的 情况 我 们 很 想 知道 一 一 例如 作用 于 柱 体 上 的 忠 引 力 
是 什么 ?作用 于 柱 体 上 的 点 引力 作为 R 的 也 数 被 画 成 图 41-4 中 的 曲线 . 若 其 他 一 切 都 保 
持 固定 的 话 , 则 R 与 空气 的 速度 Y 成 正比 . 实际 上 所 画 出 来 的 旋 是 所 谓 卡 引 系 数 Co , 它 是 
一 个 无 量 纲 的 数值 ,等 于 力 除 以 于 PC72DL， 其 中 D 和 1 分别 代表 柱 体 的 直径 和 长 度 ,而 p 则 
是 流体 的 密度 : 


F 


Cp Ed 本 
ov Dl 


RR 
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周期 性 ( 庙 流 ) 


图 41-4 一 根 圆柱 体 的 奥 引 系数 Co 作为 雷诺 数 的 函数 


这 息 引 系数 按 相 当 复杂 的 方式 变化 ,并 为 我 们 提供 一 种 预示 , 即 在 流动 中 正 发 生 着 某 些 相当 
有 趣 而 又 复杂 的 事情 . 我 们 现在 将 对 不 同 的 雷诺 数 范围 的 流动 性 质 进 行 描述 . 首先 , 当 雷 诺 
数 十 分 小 时 ,流动 完全 是 定常 的 ,这 就 是 说 ,在 任何 地 方 速度 都 恒定 ,流动 绕 柱 体 而 过 . 可 是 ， 
流 线 的 实际 分 布 却 不 像 在 有 势 流动 中 那样 ,它们 是 稍微 不 同 的 方程 之 解 . 当 速 度 十 分 低 ,或 
等 效 地 说 , 当 黏 性 十 分 高 以 致 该 物质 像 蜂 蜜 那样 时 , 则 那些 惯性 项 都 可 以 忽略 ,而 流动 便 可 
由 下 式 描写 : 

VD = 0. 


这 个 方程 首先 由 斯 托 克 斯 求解 . 他 也 曾 解 过 关于 球体 的 同样 问题. 若 你 有 一 个 小 球 在 这 
种 低 雷诺 数 的 条 件 下 运动 , 则 锚 引 它 所 需 之 力 等 于 6ryoV, 其 中 e 为 球体 半径 而 V 为 其 吉 
度 . 这 是 一 个 十 分 有 用 的 公式 ,因为 它 决定 尘埃 微粒 (或 可 近似 地 视 作 球 体 的 其 他 粒子 ) 在 一 
给 定 力 的 作用 下 穿 过 一 流体 一 一 诸如 在 一 离心 机 中 ,或 在 淀 积 或 扩散 过 程 中 一 一 的 运动 束 
率 . 在 低 雷 诺 数 区 域 一 -对 于 R 小 于 1 的 情况 , 围 
绕 一 根 桩 体 的 ， 线 如 图 41-5 所 示 . RE 


如 果 现 在 为 了 获得 比 1 大 一 些 的 雷诺 数 而 增 = = 
大 流体 速率 , 则 我 们 发 现 流动 情况 不 同 了 . 在 该 柱 OE 


体 后 面 存在 环流 ,如 图 41-6(b) 所 示 . 关于 是 否 即 

使 在 雷诺 数 最 小 时 也 总 会 有 环流 存在 ,或 要 在 某 。 一 一 一 
一 定 备 庄 数 时 情况 才 突然 发 生变 化 ,这 仍然 是 个 ”二 入 = 和 二 二 
未 解决 的 问题 . 人 们 过 去 常常 认为 环流 是 连 绪 不 。 ”一 一 一 
断 地 生长 的 ,但 现在 却 认为 环流 是 突然 出 现 的 ,并 。。 图 4-s 国 统一 根 团 柱 体 的 名 性 流动 
肯定 它 随 R 而 增加 . 无 论 如 何 ,对 于 R 在 10 一 (低速 流动) 
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30 范围 内 的 流动 来 说 存在 不 同 的 特性 . 在 该 柱 体 后 面 就 有 一 对 涡 旋 . 

当 尺 达到 40 左右 的 数目 时 ,流动 已 经 再 次 发 生变 化 . 在 运动 的 特性 方面 突然 有 一 个 完 
全 的 改变 .所 发 生 的 情况 是 ,在 该 柱 体 后 面 有 一 个 涡 旋 竟 变 得 那么 长 ,以致 分 裂 开 来 并 随 液 
体 顺 流 而 行 . 这 时 在 柱 体 后 面 附近 的 流体 又 会 卷 起 来 并 形成 新 的 涡 旋 . 这 些 涡 旋 在 每 一 边 交 
替 散 裂 ,因而 流动 的 瞬时 图 看 来 大 致 像 示意 图 41-6(c) 所 画 的 那样 ,这 些 涡 旋 的 流 称 为 “ 卡 


图 41-6 流 经 一 柱 体 的 、 不 同 雷 诺 数 的 流动 
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门 涡 街 ” ,它们 总 是 在 R > 40 时 出 现 , 这 种 流动 的 照片 如 图 41-7 所 示 . 

在 图 41-6 中 ,(a) 与 (b) 或 与 (c) 这 
两 种 流动 间 的 差别 在 状态 方面 几乎 已 完 
全 不 同 . 在 图 (a) 或 (b) 中 ,速度 是 恒定 
的 ,而 在 (c) 中 , 则 在 任 一 点 的 速度 都 随 
时 间 变 化 .超过 R = 40 时 就 不 会 有 定常 
解 了 . 对 于 这 些 较 高 的 雷诺 数 ,流动 会 随 
时 间 变 化 ,但 还 是 以 有 规则 的 周期 性 方 
式 进 行 的 . 

关于 这 些 涡 旋 如 何 产生 ,我 们 可 得 
到 一 个 物理 概念 . 我 们 知道 ,流体 速度 在 
在 体 表面 处 必须 为 等 ,也 知道 在 离开 表 。 图 而 -7 由 请 德 定 (L_ Puanddl) 振 摄 的 在 竹 休 后面 的 六 
面 后 速度 便 迅速 增长 . 涡 性 就 是 由 流体 动 中 出 现 的 “ 涡 街 "照片 
速度 方面 的 这 种 巨大 的 局 域 变化 产生 
的 . 现在 ,当主 流 的 速度 足够 低 时 ,对 涡 性 来 说 便 会 有 充分 时 间 从 靠近 柱 面 产生 它 的 那个 薄 
薄 的 区 域 扩散 开 来 而 长 成 一 个 大 涡 旋 区 . 这 一 物理 图 像 应 该 会 帮助 我 们 对 主流 速度 或 尺 再 
度 增 大 时 在 流动 性 质 方面 的 下 一 次 变化 做 好 思想 准备 . 

当 速度 变 得 越 来 越 高 时 , 涡 性 扩散 至 较 大 的 流体 区 域 中 所 资 用 的 时 间 就 越 来 越 少 了 . 
当 雷 诺 数 达到 几 百 时 , 涡 性 已 开始 充满 一 条 薄 薄 的 带 ,如 图 41-6(d) 所 示 . 在 这 一 薄 层 中 ， 
流动 是 混沌 和 无 规 的 ,这 一 个 区 域 叫做 边界 层 . 而 当 R 增 大 时 这 个 无 规 流动 区 会 克服 困 
难 越 来 越 远 地 往 上 游 伸展 . 在 这 一 湛 流 区 中 ,速度 非常 无 规 ,而 又 “受到 干扰 ", 流 动 也 不 
再 是 二 维 的 ,而 是 在 整个 三 维 中 都 出 现 扭转 和 转动 . 但 仍然 有 一 规则 的 交替 运动 番 加 于 
这 种 注 流 之 上 . 

当 雷 诺 数 进一步 增 大 一 一 对 稍 高 于 R = 10; 的 那 种 流动 一 一 这 湛 流 x 会 克服 困难 向 前 
直到 它 抵 达 流 线 刚 离开 柱 体 的 地 点 . 这 种 流动 如 图 41-6(e) 所 示 , 因 而 我 们 就 有 了 所 谓 “ 湛 
流 边 界 层 ” 并 且 , 在 虚 引 力 方面 存在 猛烈 变化 , 它 下 降 了 很 多 倍 , 如 图 41-4 中 所 示 . 在 这 一 
个 速率 范围 中 , 息 引 力 的 确 会 随 速 度 的 增加 而 降低 ,周期 性 的 迹象 似乎 很 少 . 

对 于 更 大 的 雷诺 数 将 会 发 生 什么 呢 ? 当 我 们 进一步 提高 速率 时 , 那 尾 流 的 尺寸 会 再 度 
增 大 ,而 息 引 力 又 复 增加 . 最 近 的 实验 一 一 达到 R = 107 左右 指出 :有 一 种 新 的 周期 性 
出 现在 尾 流 之 中 ,这 或 者 是 由 于 整个 尾 流 以 整体 运动 的 方式 发 生 了 来 回 振动 ,或 者 是 由 于 某 
种 新 类 型 的 涡 旋 正 伴随 那 不 规 则 的 嘲 杂 运动 而 产生 . 详细 的 情况 迄今 还 不 完全 清楚 ,人 们 仍 
在 用 实验 方法 进行 研究 . 


$41-5 零 黏 性 极限 


我 们 愿意 指出 ， 上 面 所 描述 的 那些 流动 ,没有 一 种 与 上 一 章 所 求 得 的 那 种 有 势 流动 解 有 
任何 相像 的 地 方 . 乍 一 看 来 ,这 似乎 很 奇怪 . R 毕竟 与 1/7y 成 正比 ,因而 yy 趋 于 零 与 R 趋 于 无 
限 大 是 等 效 的 . 若 在 式 (41. 23) 中 取 大 R 的 极限 , 则 会 把 右边 去 掉 ， 而 正好 得 到 上 一 章 的 那 
些 方程 . 可 是 ,你 该 会 发 现 , 在 R = 107 的 那 种 高 度 灌流 竟 会 趋向 于 从 “ 干 "水 方程 组 所 算出 
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来 的 平滑 流动 ,真是 难以 置信 . 当 R = ce 时 ,由 方程 式 (41. 23) 所 描述 的 流动 会 完全 不 同 于 
我 们 从 取 7 = 0 开始 着 手 获得 的 解 , 这 怎么 可 能 呢 ? 答案 十 分 有 趣 . 应 当 注意 式 (41. 23) 右 
边 存在 1/R 乘 一 个 二 次 微 商 , 它 是 方程 中 比 任何 其 他 微 商都 高 次 的 微 商 . 发 生 的 情况 是 : 虽 
然 系数 1/R 是 小 量 ,但 在 表面 附近 的 空间 内 却 存 在 着 8 的 十 分 迅速 的 变化 . 这些 迅速 变化 
补偿 了 那个 小 的 系数 ,因而 两 者 之 积 就 不 会 随 R 的 增 大 而 趋 于 零 . 解答 就 不 会 趋 于 当 V 2 
的 系数 变 成 零 时 的 那 种 极限 情况 . 

你 可 能 会 觉得 奇怪 , 细 粒 灌流 究竟 是 个 什么 东西 , 它 又 是 怎样 维持 它 本 身 的 昵 ?在 柱 
体 边缘 某 处 所 造成 的 涡 度 如 何 能 在 背景 中 产生 那么 多 的 噪声 呢 ? 答案 又 是 很 有 趣 的 . 原 
来 涡 性 有 扩大 自身 的 倾向 . 如 果 我 们 暂时 忘却 那 种 会 引起 涡 度 损失 的 潢 旋 扩散 现象 , 则 
流动 的 规律 表明 (正如 我 们 以 前 见 过 的 ) : 涡 线 会 以 速度 "随同 流体 一 起 运动 . 可 以 想象 ， 
有 一 定数 目的 加 线 正 被 "的 复杂 流动 花样 所 扭转 和 变形 ,这 会 将 那些 线 紧密 地 吸引 在 一 
起 并 彻底 混合 . 原先 郑 些 简单 的 涡 线 将 会 纠缠 成 结 而 且 紧 密 地 吸引 在 一 起 . 涡 度 强度 将 
会 增加 ,而 其 无 规 性 一 一 包括 正 的 和 负 的 一 一 一 般 也 将 增加 . 因此 , 当 流体 到 处 被 旋转 时 ， 
在 三 维 中 涡 度 的 量 值 就 增 大 . 

你 也 许 正好 要 问 :“ 什 么 时 候 那 种 有 势 流动 才 是 真正 满意 的 理论 呢 ?”" 首 先 ,在 满 流 区 以 
外 , 即 在 涡 度 还 未 通过 扩散 而 明显 进入 的 地 区 , 它 是 令 人 满意 的 . 通过 制造 特殊 的 流线型 物 
体 ,我们 就 能 使 得 灌流 区 尽 可 能 小 . 机 姻 一 一 那 是 经 过 精心 设计 的 一 一 周围 的 那 种 流动 就 几 
乎 完全 是 真正 的 有 势 流动 . 


$41-6 库 埃 特 流 动 


流 经 一 柱 体 那 种 流动 的 复杂 而 易 变 的 特性 并 不 特殊 ,而 各 种 各 样 的 流动 可 能 性 却 会 普 
遍地 发 生 , 这 是 有 可 能 加 以 演示 的 . 在 第 一 节 中 我 们 曾经 对 两 个 圆 简 间 的 黏 性 流动 算出 了 ~~- 
个 解 ,并 能 够 把 这 一 结果 与 实际 发 生 的 情况 进行 比较 . 车 取 两 个 同心 的 圆 简 , 在 它们 之 间 的 
空隙 里 装 进 油 , 并 放 进 一 些 铝 粉 以 作为 油 中 的 悬浮 物 ,这 样 流动 就 可 容易 观察 到 . 现在 , 若 组 
慢 地 转动 外 简 ,并 不 会 有 什么 意料 之 外 的 事情 发 生 ,这 可 从 图 41-8(a) 上 看 到 . 相反 , 若 慢 慢 
转动 内 简 , 也 不 会 有 十 分 显著 的 事情 发 生 . 然而 , 若 以 较 高 速率 转动 内 简 , 则 我 们 会 感到 惊 
奇 ,流体 已 破裂 成 一 些 水 平 带 ,如 图 41-8(b) 所 指出 来 的 那样 . 当 外 简 以 一 相似 速率 转动 而 
保持 内 简 静 止 不 动 时 , 却 没有 这 种 效应 发 生 . 怎么 可 能 在 转动 内 简 或 转动 外 简 之 间 存 在 这 种 


图 41-8 在 两 个 透明 的 旋转 圆 简 间 液体 流动 的 花样 
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差别 呢 ?” 毕 竟 , 我 们 在 第 一 节 中 导出 的 那 种 流动 图 样 只 依赖 于 ws 一 w。. 我们 可 以 通过 对 图 
41-9 所 示 截 面 的 考察 而 得 到 答案 . 当 内 层 流体 比 外 层 流 体 运动 得 快 时 ,它们 趋向 于 向 外 运 
动 一 一 离心 力 大 于 把 它们 固定 在 适当 位 置 上 的 压强 . 因为 外 层 的 阻塞 ,所 以 整 层 流体 不 可 能 
均匀 地 向 外 移动 ,因此 就 必然 会 破裂 成 小 格 并 做 环流 ,如 图 41-9(b) 所 示 . 就 像 房间 里 底部 
空气 较 热 时 所 发 生 的 对 流 . 当 内 简 不 动 而 外 简 高 速 转动 时 ,离心 力 会 建立 起 把 一 切 都 保持 在 
平衡 状态 的 压强 梯度 一 一 见 图 41-9(c)( 正 如 在 一 间 顶 部 空气 较 热 的 房子 里 那样 )， 


离心 力 


离心 力 


(b) 
图 41-9 为 什么 流动 会 破裂 成 带 状 


现在 让 我 们 提高 内 简 的 转速 .起初 , 带 的 数目 增加 . 然后 突然 你 会 看 到 那些 带 变 成 波浪 
形状 ,如 图 41-8(c) 所 示 ,而 这 些 波 正在 环绕 着 简 行 进 . 波 的 速率 很 容易 测量 出 来 . 对 于 相当 
高 的 转速 来 说 ,这 波 速 会 接近 于 内 简 速 率 的 三 分 之 一 . 但 没有 谁 能 知 其 所 以 然 ! 这 就 存在 一 
种 挑战 ,一 个 像 173 的 简单 数目 ,还 得 不 到 任何 解释 . 事实 上 ,这 种 波形 成 的 整个 机 制 并 未 得 
到 很 好 理解 ,而 它 却 是 一 种 定常 层 流 . 

如 果 我 们 现在 也 开始 转动 外 简 一 一 但 是 沿 相 反方 向 一 一 则 该 流动 花样 开始 破裂 ,所 获 
得 的 乃 是 波浪 形状 区 域 与 表面 上 静止 的 区 域 相 互 交 蔡 的 一 种 情形 ,如 图 41-8(d) 所 示意 的 
那样 ,构成 一 种 螺旋 式 的 花样 . 然而 ,在 这 些 “ 静 止 ” 区 中 ,我 们 能 够 看 到 流动 实在 是 很 不 规则 
的 , 它 实际 上 完全 是 淇 流 , 而 那些 波浪 形状 区 也 开始 表现 出 无 规 的 湾 流 了 . 如 果 内 外 简 继 而 
转 得 更 快 , 则 整个 流动 便 会 变 成 混沌 的 消 流 了 . 

在 这 个 简单 的 实验 中 ,我 们 看 到 了 许多 有 趣 的 、 完 全 不 同 的 流动 状态 ,但 它们 却 全 都 
包含 在 一 个 参数 R 取 不 同 数值 的 简单 方程 中 . 利用 上 面 的 旋转 圆 简 ,能 看 到 发 生 于 流 经 
柱 体 的 流动 中 的 许多 效应 :首先 ,有 一 种 定常 流动 ;其 次 ,开始 出 现 -- 种 随时 间 变 化 的 、 但 
仍 以 有 规则 而 又 平滑 的 方式 进行 的 流动 ;最 后 ,流动 就 变 成 完全 无 规 的 了 . 你 们 大 家 都 曾 
在 平静 空气 里 ,从 点 燃 着 的 一 支 纸 烟 升 起 的 一 股 烟 柱 中 看 到 相同 的 效应 . 有 一 股 平滑 而 
稳定 的 烟 柱 ,接着 当 这 股 烟 流 开始 破裂 时 就 有 一 系列 的 扭转 和 咨 曲 , 最 后 才 形 成 一 股 无 
规 的 涡流 烟云 . 

从 所 有 这 些 实验 中 我 们 能 够 学 到 的 主要 经 验 是 ,一 大 堆 不 同 的 行为 都 隐藏 在 式 (41. 23) 
那 组 简单 的 方程 中 . 所 有 的 解 都 属于 同样 的 方程 组 , 仅 有 不 同 的 R 值 . 我 们 并 没有 理由 认为 
在 这 些 方 程式 中 会 有 任何 遗漏 的 项 . 唯一 的 困难 在 于 ,今天 除了 十 分 小 的 雷诺 数 一 一 即 完 全 
黏 性 的 那 种 情况 一 一 以 外 ,我 们 仍然 缺乏 数学 本 领 对 各 种 情况 进行 分 析 . 我 们 虽然 写 下 了 一 


578 费 思 最 物 理学 讲义 (第 2 卷 ) 


个 方程 ,但 这 并 不 会 从 流体 的 流动 中 除 掉 它 的 魅力 、 它 的 神秘 或 它 的 令 人 惊异 之 处 . 

若 在 只 有 一 个 参数 的 简单 方程 中 这 样 的 变化 是 可 能 的 话 ,那么 对 于 更 加 复杂 的 方程 可 
能 性 是 多 么 多 啊 ! 也 许 用 以 描述 旋涡 星云 以 及 那些 正在 凝结 旋转、 爆炸 的 众 星 球 和 众 银河 
的 基本 方程 ,正好 就 是 关于 几乎 为 纯 氨 气 的 流体 动力 学 行为 的 简单 方程 . 经 常 有 某 些 对 物理 
学 怀 着 毫 无 根据 的 恐惧 心理 的 人 会 说 ,你 不 可 能 写 出 关于 生命 的 一 个 方程 . 噢 ,也许 我 们 能 
够 . 事实 上 , 当 我 们 写 出 量子 力学 的 方程 
时 ,我 们 就 很 可 能 已 经 有 了 足够 近似 的 方程 .刚才 已 经 看 到 ,事情 的 复杂 性 能 够 那么 容易 而 
又 戏剧 性 地 被 用 来 描写 它们 的 那些 方程 的 简单 性 所 忘记 . 人 们 往往 还 未 认识 到 一 些 简单 方 
程 的 适用 范围 ,就 得 出 结论 ,解释 世界 的 复杂 性 所 需要 的 除非 上 帝 ,而 仅仅 有 方程 是 不 行 的 . 

我 们 已 写 出 了 关于 水 流动 的 方程 组 . 从 实验 方面 来 说 ,也 找到 了 一 组 用 来 讨论 其 解 的 概 
念 和 近似 方法 一 一 涡 街 . 端 性 尾 流 ,边界 层 等 等 . 当 我 们 在 一 种 不 那么 熟悉 的 ` 而 同时 又 还 未 
能 做 出 实验 的 情况 下 拥有 相似 的 方程 组 时 ,就 企图 按照 一 种 原始 .不 完全 和 混乱 的 方式 求解 
那些 方程 ,希望 确定 有 什么 新 的 定性 特点 可 能 会 出 现 ,或 有 什么 新 的 定性 形式 是 那些 方程 的 
结果 . 例如 , 当 我 们 把 太阳 作为 一 个 氢气 球 看 待 时 ,方程 式 把 太阳 描绘 成 没有 太阳 黑子 .表面 
没有 谷 粒 状 结构 ,也 没有 太阳 红 焰 和 日 贤 . 可 是 ,所 有 这 些 , 实 际 上 都 存在 于 该 方程 之 中 ,只 
是 我 们 还 未 找到 借以 获得 它们 的 方法 罢了 . 

还 有 一 些 人 对 于 在 其 他 行星 上 尚未 找到 生物 而 感到 失望 . 我 却 不 是 那 种 人 一 一 我 希望 
能 通过 行星 际 探索 ,以 及 从 这 么 简单 的 原理 就 能 产生 出 那 种 变化 无 穷 而 又 新 奇 的 各 种 现象 ， 
再 次 受到 启发 .受到 鼓舞 ,并 感到 惊异 . 科学 的 检验 标准 乃 是 其 预言 的 本 领 . 假如 你 从 未 探望 
过 地 球 ,难道 你 能 预言 雷电 \ 火 山海 涛 极光 以 及 五 彩 缤纷 的 晚霞 吗 ? 当 我 们 获悉 在 那些 死 
寂 的 行星 一 一 八 个 或 十 个 球体 一 一 上 每 一 个 所 发 生 的 一 切 事 情 时 , 即 每 个 都 由 同一 种 尘埃 
云 所 让 聚 而 成 ,而 且 每 个 又 都 遵循 着 完全 相同 的 物理 规律 , 那 将 是 有 益 的 一 课 . 

下 一 个 人 类 智慧 的 伟大 启蒙 期 ,很 可 能 会 产生 出 一 种 理解 方程 的 定性 内 容 的 方法 . 目前 
我 们 还 不 能 够 . 今天 不 能 看 出 那个 水 的 流动 方程 会 含有 人 们 在 两 个 转动 贺 简 间 所 见得 到 的 、 
像 理发 店 门 前 的 旋转 招牌 那样 的 淇 流 结构 . 今天 还 不 能 看 出 薛 定 谓 方 程 是 否 包含 青蛙 .音乐 
作曲 家 或 者 伦理 道德 一 一 也 许 它 不 会 . 对 于 超越 事情 本 身 范 围 的 、 像 上 帝 那 样 的 某 些 事情 ， 
我 们 不 可 能 说 需要 还 是 不 需要 ,因而 我 们 都 可 以 就 这 两 种 情况 保持 自己 的 坚定 信念 . 
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$ 42-1 二 维 弯曲 空间 


按照 牛顿 理论 ,所 有 物体 都 吸引 其 他 物体 ,吸引 力 与 它们 之 间距 离 的 平方 成 反比 ;物体 
受 力 后 就 产生 与 力 成 正比 的 加 速度 . 这 些 就 是 牛顿 的 万 有 引力 定律 和 运动 定律 . 如 你 所 知 ， 
它们 说 明了 球 、 行 星 、 人 造 卫 星 、 星 系 等 等 运动 的 原因 . 

对 于 引力 定律 , 爱 因 斯 坦 有 不 同 的 解释 . 按照 他 的 理论 ,空间 和 时 间 一 一 必须 放 在 一 起 称 为 
时 空 一 一 在 重 质量 物体 附近 是 弯曲 的 .物体 总 是 力图 沿 着 弯曲 时 空中 的 “直线 "行进 ,它们 的 这 种 
运动 方式 是 弯曲 时 空 造成 的 . 这 是 一 个 复杂 的 概念 一 一 非常 复杂 . 这 就 是 本 章 我 们 要 阐明 的 概念 

我 们 的 题目 含有 三 个 部 分 . 一 部 分 涉及 引力 效应 ; 另 一 部 分 涉及 我 们 已 经 学 过 的 时 空 概 
念 ;第 三 部 分 与 弯曲 时 空 概念 有 关 . 开始 时 我 们 把 题目 简化 , 先 不 考虑 引力 , 且 撤 开 时 间 
只 讨论 弯曲 空间 . 稍 后 ,我们 会 谈 到 其 他 部 分 ,但 现在 我 们 将 把 注意 力 集中 在 弯曲 空间 的 概 
念 一 一 守 曲 空间 的 含意 是 什么 ,更 确切 地 说 , 爱 因 斯 坦 应 用 弯曲 空间 的 含意 是 什么 . 结果 发 
现 ,即使 如 此 ,在 三 维 情况 下 仍 相当 困难 . 所 以 我 们 一 开始 还 得 把 问题 做 进一步 的 简化 ,只 讨 
论 二 维 情况 下 “弯曲 空间 "一 词 的 意思 是 什么 . 

为 了 理解 二 维 情况 下 弯曲 空间 的 概念 ,你 真 应 该 去 体验 一 下 生活 在 这 种 空间 中 的 角色 
的 特别 的 观点 . 假定 我 们 设想 一 只 昆虫 , 它 没 有 眼睛 ,生活 在 一 个 平面 上 ,如 图 42-1 所 示 . 它 
只 能 在 平面 上 行动 ,而 且 无 法 知道 有 什么 发 现任 何 “ 外 部 世界 ”的 方法 ( 它 没有 你 们 的 想象 
力 ). 当然 ,我 们 将 用 类 推 法 进行 讨论 . 我们 生活 在 一 个 三 维 的 世界 ,因而 不 会 有 任何 离开 我 
们 的 三 维 世 界 、 在 一 个 新 的 方向 上 的 想象 能 力 ,所 以 我 们 只 得 通过 类 推 的 方法 把 事情 想 清 
楚 . 这 如 同 我 们 就 是 一 只 生活 在 平面 上 的 昆虫 ,而 在 另 一 方向 上 存在 着 空间 . 这 就 是 为 什么 
我 们 首先 将 和 昆虫 打交道 ,并 记 住 它 必 须 生 活 在 它 的 表面 上 而 不 能 离开 的 原因 . 

作为 生活 在 二 维 空间 中 昆虫 的 另 一 例子 ,我 们 设想 有 一 只 昆虫 生活 在 球面 上 . 我们 可 以 
想象 它 在 球 的 表面 上 到 处 朴 行 ,如 图 42-2 所 示 , 但 它 不 能 “仰视 "“ 俯 视 " 或 “ 朝 外 面 " 观 看 . 


图 42-1 平面 上 的 一 只 昆虫 图 42-2 球面 上 的 一 只 昆虫 
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现在 我 们 还 要 考虑 第 三 种 生物 . 它 也 和 前 面 两 个 例子 一 样 是 一 只 昆虫 ,和 第 一 只 昆虫 那 
样 生活 在 一 个 平面 上 ,但 这 个 平川 很 独特 ,在 不 同 的 地 方 具有 不 同 的 温度 . 同时 ,昆虫 和 它 使 
用 的 尺 全 是 由 相同 的 材料 做 成 的 , 当 材 料 被 加 热 时 就 脱 胀 . 每 当 它 拿 一 把 尺 放 在 某 处 去 测量 
某 物体 时 , 尺 就 立即 膨胀 至 与 该 处 温度 相当 的 长 度 . 无 论 它 把 什么 物体 一 一 它 自身 、 尺 、 和 矩形 
或 任何 东西 一 一 放 在 何 处 ,该 物体 总 会 因 热 膨胀 而 伸展 自己 . 任何 物体 在 热 的 地 方 比 在 冷 的 
地 方 要 长 ,而 任何 物体 都 具有 相同 的 膨胀 系数 . 我 们 把 第 三 种 昆虫 的 住处 称 为 “ 热 板 ”, 不 过 ， 
我 们 特别 将 它 设想 为 一 种 特殊 类 型 的 热 板 , 它 的 中 心 较 冷 , 越 走 向 边缘 越 热 (参见 图 42-3). 


图 42-3 热 板 上 的 一 只 昆虫 图 42-4 在 平面 上 做 直线 


现在 我 们 将 想象 那些 昆虫 开始 研究 几何 学 . 虽然 我 们 设想 它们 是 瞎子 ,不 能 看 见 任何 外 
部 世界 ,但 它们 还 能 用 腿 及 感觉 器 官 做 很 多 事情 . 它们 可 以 画 出 线条 ,能够 制造 尺 并 测量 长 
度 . 首先 ,假定 它们 从 最 简单 的 几何 概念 着 手 . 它们 学 习 如 何 做 一 条 直线 一 一 定义 为 两 点 之 
间 最 短 的 联 线 . 第 一 只 昆虫 一 一 参见 图 42-4 一 一 学 会 了 做 非常 好 的 线 . 但 对 于 球面 上 的 昆 
虫 来 说 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 它 把 直线 画 成 两 点 之 间 ( 对 它 来 说 ) 的 最 短 距 离 , 如 图 42-5 所 
示 . 对 我 们 来 说 , 它 看 起 来 像 一 条 曲线 ,但 是 它 无 法 离开 球面 找 出 “真正 "更 短 的 线 . 它 仅 知 
道 , 如 果 在 自己 的 世界 中 尝试 做 别 的 路 径 , 则 这 些 路 径 总 是 比 它 的 直线 要 长 . 所 以 我 们 将 允 
许 它 把 直线 作成 两 点 之 间 最 短 的 圆 弧 (当然 是 大 圆 的 圆 弧 ). 


图 42-5 在 球面 上 做 直线 图 42-6 在 热 板 上 做 直线 


最 后 ,第 三 只 昆虫 一 一 图 42-3 中 的 那 只 昆虫 一 一 也 会 画 出 “直线 ”, 虽 然 对 我 们 来 说 它 
看 起 来 像 曲线 . 例如 ,图 42-6 中 A 和 B 之 间 的 最 短 距 离 应 该 沿 着 像 图 中 所 示 的 曲线 . 为 什 
么 呢 ? 因为 当 线 弯 向 热 板 的 较 暖 部 分 时 , 尺 会 变 得 较 长 (从 我 们 无 所 不 晓 的 观点 来 看 ) ,因而 
从 A 到 B 不 断 式 量 所 取得 的 “ 码 尺 ” 的 次 数 就 较 少 . 所 以 对 它 来 说 该 线 是 直 的 一 一 它 无 法 知 
道 在 陌生 的 三 维 世界 中 还 会 有 人 把 别 的 线 称 为 “直线 ”. 

我 们 认为 你 现在 已 经 得 到 这 样 的 概念 , 即 其 他 一 切 分 析 将 始终 是 从 位 于 特殊 表面 上 的 生 
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物 的 观点 出 发 ,而 不 是 从 我 们 的 观点 出 发 的 . 考虑 到 这 点 ,我 们 来 看 看 它们 的 其 他 几何 图 形 像 
什么 样子 .我们 假定 昆虫 们 都 已 学 会 如 何 使 得 两 条 线 相交 成 直角 (你 可 以 想象 出 它们 如 何 才 能 
做 到 这 一 点 ). 因此 第 一 只 (在 正常 平面 上 的 ) 昆 虫 发 现 一 个 有 趣 的 事实 . 如 果 它 从 A 点 出 发 做 
一 条 长 100 in 的 线 ,然后 作 一 个 直角 并 标 出 另 一 条 100 in 的 线 ,接着 做 另 一 个 直角 ,并 做 另 一 
条 100 in 的 直线 ,然后 做 第 三 个 直角 和 第 四 条 100 in 长 的 线 ,最 后 恰好 在 出 发 点 结束 ,如 图 
42-7(a) 所 示 . 这 个 图 形成 为 它 所 在 世界 的 一 个 特征 一 一 它 的 “几何 学 "中 的 一 个 事实 . 

然后 , 它 发 现 另 一 件 重 要 的 事情 ,如 果 它 做 一 个 三 角形 一 一 用 三 条 直线 画 出 的 图 形 , 则 
三 个 内 角 之 和 等 于 180" , 即 等 于 两 直角 之 和 ,参见 图 42-7(b). 


100in 


100in 


atb+c=180° 


100in 
(a) (b) (c) 
图 42-7 平 直 空间 中 的 正方 形 、 三 角形 和 贺 


接着 , 它 发 明了 圆 . 圆 是 什么 ? 圆 是 用 这 样 的 方法 做 成 的 :你 从 一 点 出 发 , 沿 着 许 许多 多 
方向 画 直 线 ,并 将 所 有 到 出 发 点 具有 相同 距离 的 大 量 的 点 连 成 线 ,参见 图 42-7(c)( 如 何 给 
这 些 事物 下 定义 ,我 们 应 小 心 从事 ,因为 我 们 必须 能 够 去 为 其 他 伙伴 做 类 似 的 东西 ). 当然 ， 
通过 围绕 该 点 转动 一 把 尺 ,你 也 能 够 做 出 与 此 等 价 的 曲线 . 反正 上 述 昆 虫 已 学 会 如 何 去 做 
圆 , 因 此 ,有 一 天 它 想 去 测量 圆周 的 距离 . 它 测量 几 个 圆周 后 发 现 了 -个 简洁 的 关系 : 周 长 恒 
等 于 同一 个 数目 乘 以 半径 (当然 ,= 是 从 中 心 到 外 面 曲线 的 距离 ). 周 长 和 半径 总 是 具有 相 
同 的 比例 一 一 近似 为 6. 283 一 一 与 圆 的 大 小 无 关 . 

现在 ,我 们 来 看 看 其 他 昆虫 对 于 它们 的 几何 学 发 现 了 些 什么 . 首先 , 当 球 面 上 的 昆虫 试 
图 做 一 个 “正方 形 " 时 会 发 生 些 什么 呢 ? 如 果 按 照 我 们 上 面 给 出 的 规定 , 它 大 概 会 认为 所 得 
结果 很 不 值得 忧虑 . 它 得 到 了 像 图 42-8 中 所 示 的 图 形 . 它 的 结束 点 B 并 不 在 出 发 点 A 上 , 它 


图 42-8 在 球面 上 试 做 “正方 形 ” 图 42-9 在 热 板 上 试 做 “正方 形 ” 
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根本 没有 做 成 一 个 闭合 的 图 形 . 你 可 以 弄 一 个 球 来 试 试看 ,对 于 热 板 上 的 昆虫 朋友 来 说 也 会 
出 现 类 似 的 情况 . 如 果 它 画 出 了 四 根 等 长 的 直线 一 一 用 它 脱 胀 的 尺 测量 的 一 一 用 直角 连接 
后 , 它 会 得 到 一 幅 如 图 42-9 所 示 的 图 形 . 

现在 假定 每 只 昆虫 都 有 它们 自己 的 欧 几 里 得 ,他 曾 告 诉 它们 几何 图 形 “ 应 该 " 像 什 么 样 
子 , 而 且 它们 已 经 通过 小 尺度 范围 所 做 的 粗糙 测量 对 之 进行 了 初步 的 检验 . 然后 当 它们 试图 
在 大 尺度 范围 做 一 个 精确 的 正方 形 时 ,就 发 现 有 点 不 对 . 要 害 在 于 , 仅 通 过 几何 学 的 测量 就 
会 发 现 它们 的 空间 有 些 问 题 . 我 们 定义 的 弯曲 空间 ,就 是 其 中 的 几何 图 形 不 是 我 们 在 平面 情 
况 下 所 期 望 的 形状 的 那 种 空间 . 昆虫 在 球面 或 热 板 上 所 做 的 几何 图 形 就 是 弯曲 空间 的 几何 
图 形 . 那里 欧 几 里 得 几何 学 的 规则 失效 了 . 为 了 查 明 你 所 生活 的 世界 是 弯曲 的 ,没有 必要 得 
使 自己 离开 这 个 平面 ;为 了 弄 清 楚 你 生活 的 面 是 一 个 球面 ,没有 必要 去 环绕 这 个 球 飞行 . 通 
过 丈量 一 个 正方 形 , 你 就 可 以 发 现 你 生活 在 一 个 球 上 面 . 如 果 正 方形 很 小 , 则 将 需要 很 高 的 
精度 ; 若 正 方形 很 大 , 那 测 量 工作 可 以 做 得 粗 一 点 . 

让 我 们 考虑 平面 上 的 三 角形 ,内 角 之 和 等 于 180". 我 们 在 球面 上 的 朋友 可 能 发 现 一 些 
很 特殊 的 三 角形 . 例如 它 可 能 发 现 具有 三 个 直角 的 三 角形 . 的 确 是 的 ! 其 中 之 一 如 图 42-10 
所 示 . 假定 昆虫 从 北极 出 发 ,做 一 条 直线 直达 赤道 ,然后 做 一 个 直角 以 及 同样 长 度 的 另 一 条 
直线 . 接着 它 再 做 一 遍 . 根据 它 所 选取 的 很 特殊 的 长 度 , 它 正好 回 到 出 发 点 ,和 第 一 条 直线 相 
遇 , 并 与 其 构成 直角 .所 以 ,对 它 来 讲 , 毫 无 疑问 这 个 三 角形 具有 三 个 直角 , 即 它 们 之 和 为 
270 . 结果 表明 ,对 它 而 言 ,三 角形 三 内 角 之 和 恒 大 于 180". 事实 上 ,超过 部 分 (对 于 上 述 特殊 
情况 ,超过 90 ) 正 比 于 三 角形 有 多 大 的 面积 . 如 果 球面 上 的 一 个 三 角形 很 小 , 则 它 的 角 相 加 
就 非常 接近 180 , 仅 稍 微 超过 一 点 . 当 三 角形 变 得 较 大 时 ,这 种 差异 就 会 上 升 . 在 热 板 上 的 
昆虫 会 发 现 它们 的 三 角形 具有 类 似 的 困难 . 


图 42-10 在 球面 上 一 个 “三 角形 "可 以 具有 三 个 90" 的 角 图 42-11 在 球面 上 做 贺 


接 下 来 我 们 考察 关于 圆 其 他 昆虫 发 现 了 什么 . 它们 做 一 些 圆 并 测量 它们 的 周 长 . 例如 ， 
在 球面 上 的 昆虫 或 许 会 做 出 如 图 42-11 所 示 的 那个 圆 ,而 且 它 会 发 现 该 圆 的 周 长 小 于 2x 乘 
以 半径 (你 可 能 知道 ,从 我 们 的 三 维 观 点 来 看 ,这 是 很 明显 的 , 即 它 所 谓 的 “半径 "是 弯曲 的 ， 
比 该 圆 的 真实 半径 要 长 ). 假定 球面 上 的 昆虫 已 经 学 过 欧 几 里 得 几何 ,并 决定 预言 半径 等 于 
周 长 除 以 2r, 取 作 


天 六 Dr (42. 1) 


因此 它 会 发 现 所 测 得 的 半径 比 预言 的 半径 要 大 . 若 继 续 讨论 这 个 题目 , 那 它 或 许 会 把 这 个 差 
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定义 为 “ 逾 半径 " ,并 写成 
7 测 一 7 也 一 7 这 ， (42.2) 

并 且 研 究 逾 半径 效应 如 何 取 决 于 加 的 大 小 . 

在 热 板 上 的 昆虫 会 发 现 类 似 的 现象 . 假定 它 以 板 上 的 冷 点 为 圆心 画 圆 ,如 图 42-12 所 
示 . 要 是 我 们 看 着 它 做 圆 , 则 会 注意 到 它 的 尺 在 靠近 圆心 时 较 短 ,而 当 尺 移动 到 外 面 时 就 变 
长 一 一 虽然 昆虫 并 不 知道 ,这 也 是 显然 的 事 . 当 它 测量 周 长 时 , 尺 始终 是 长 的 ,所 以 它 也 发 现 
测 得 的 半径 较 预 期 半径 C/2x 要 长 . 因此 , 热 板 上 的 昆虫 也 发 现 了 “ 逾 半径 效应 ”, 该 效应 的 
大 小 又 决定 于 圆 的 半径 ， 

我 们 将 把 “弯曲 空间 "定义 为 其 中 会 发 生 下 述 类 型 几何 偏差 的 空间 :三 角形 三 内 角 之 和 
不 等 于 180 ; 圆 的 周 长 除 以 2x 不 等 于 半径 ;制作 正方 形 的 规则 不 会 给 出 闭合 的 曲线 . 你 可 
能 还 会 想到 一 - 些 别 的 偏差 ， 

我 们 已 经 给 出 了 两 个 关于 弯曲 空间 的 不 同 例子 :球面 和 热 板 . 但 有 趣 的 是 ,如 果 选 取 正 
确 的 温度 随 热 板 上 距离 变化 的 函数 , 则 这 两 种 几何 将 是 完全 相同 的 . 这 事 相当 有 趣 ,我 们 可 
以 使 得 热 板 上 的 昆虫 和 球面 上 的 昆虫 获得 完全 相同 的 答案 . 对 于 那些 爱好 几何 学 和 几何 学 
习题 的 人 ,我 们 将 告诉 你 们 如 何 才 能 做 到 这 一 点 . 如 果 设 想 尺 的 长 度 (由 温度 确定 ) 与 1 加 上 
茶 个 常数 乘 上 距 原 点 距离 的 平方 成 正比 ,那么 你 将 发 现 热 板 上 的 儿 何 在 所 有 细节 上 * 均 与 
球面 上 的 几何 完全 相同 . 


图 42-12 在 热 板 上 做 加 图 42-13 马鞍 型 曲面 上 的 辆 


当然 ,还 有 其 他 类 型 的 几何 学 . 你 们 可 能 会 问 , 那 生活 在 梨 上 面 的 昆虫 ,也 就 是 生活 在 有 
的 地 方 弯曲 得 比较 厉害 有 的 地 方 弯 曲 得 比较 平坦 的 曲面 上 的 昆虫 ,其 几何 将 如 何 . 这 时 , 昆 
虫 在 它 的 世界 中 的 一 部 分 所 做 的 小 三 角形 ,其 角 的 逾 量 比 在 另 一 部 分 所 做 的 小 三 角形 要 大 . 
换 句 话说 ,空间 的 曲率 是 可 以 逐 处 变化 的 ,这 就 是 对 上 述 概念 的 概括 . 这 种 情况 也 可 以 通过 
热 板 上 适当 的 温度 分 布 来 进行 模仿 . 

我 们 也 不 妨 指 出 ,上 述 结果 可 以 从 类 似 了 矛盾 的 、 相 反 的 东西 中 得 出 来 . 例如 ,你 们 可 能 会 
发 现 , 当 把 三 角形 做 得 太 大 时 三 内 角 之 和 小 于 180". 这 话 也 许 听 起 来 不 大 可 能 ,但 一 点 也 不 
假 . 首先 ,我们 该 有 一 块 热 板 , 它 的 温度 随 距 中 心 的 距离 而 降低 ,于 是 所 有 的 效应 都 会 反 转 过 
来 . 但 是 我 们 也 可 以 通过 考虑 二 维 的 蒋 面 几何 图 形 而 纯粹 从 几何 学 上 做 到 这 点 . 想象 如 图 
42-13 所 示意 的 马鞍 型 曲面 ,现在 在 该 曲面 上 画 一 个 “ 圆 " ,把 它 定义 为 距 中 心 相 辣 距离 的 所 


* 无 限 远 点 除外 . 
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有 点 的 轨迹 . 这 个 圆 是 一 条 像 扇贝 壳 那 样 上 、 下 波动 的 曲线 ,所 以 它 的 周 长 比 根据 2xr 所 预 
期 的 值 要 长 . 这 时 的 C/(2r) 就 大 于 ~* ,“ 逾 半径 "应 为 负 值 . 
球 . 梨 等 这 类 物体 全 都 具有 正 曲 率 的 表面 ; 另 一 类 物体 则 称 为 具有 负 曲 率 的 表面 . 一 般 
说 来 ,一 个 二 维 世 界 的 曲率 将 是 逐 处 变化 的 ,在 某 个 地 方 为 正 , 而 在 另 一 个 地 方 为 负 . 通常 ， 
我 们 所 谓 的 弯曲 空间, 仅 是 指 其 中 欧 几 里 得 几何 规则 因 一 个 偏差 符号 或 其 他 原因 而 失效 的 
空间 ,曲率 的 量 值 一 一 比如 说 由 逾 半径 所 定义 一 一 可 以 逐 处 变化 . 
我 们 应 该 指出 ,根据 上 面 对 曲 率 的 定义 ,圆柱 面 是 不 弯 
曲 的 ,这 令 人 相当 奇怪 . 如 果 一 只 昆虫 生活 在 一 个 圆柱 面 上 ， 
如 图 所 示 , 则 它 会 发 现 三 角形 、 正 方形 以 及 圆 所 具有 的 一 切 
特征 ,与 它们 在 平面 上 所 具有 的 特征 完全 相同 . 只 要 设想 一 
下 ,如 果 将 圆柱 面 展开 成 一 个 平面 ,那么 所 有 这 些 图 形 看 起 
来 将 是 什么 样子 ,就 不 难 明白 这 一 点 . 因此 ,所 有 的 几何 图 形 
都 能 够 画 得 与 它们 在 平面 上 的 图 形 完全 对 应 起 来 . 所 以 对 生 
活 在 圆柱 面 上 的 昆虫 来 说 (设想 它 不 会 绕 圆 柱 兜 一 图, 而 只 
会 做 局 部 测量 ) , 它 一 点 也 发 现 不 了 它 所 在 空间 是 弯曲 的 . 从 
我 们 的 学 术 意义 上 来 说 ,我 们 认为 它 的 空间 并 不 是 弯曲 的 . 
我 们 要 谈 的 曲率 ,更 精确 地 应 称 为 内 ( 劾 ) 曲 率 ,这 是 一 种 只 
能 通过 局 部 区 域 的 测 最 而 得 出 的 曲率 (圆柱 面 没有 内 ( 京 ) 曲 
率 ). 这 是 爱 因 斯 坦 所 指定 的 意思 ,每 当 他 说 我 们 的 空间 是 弯 
图 42-14 具有 和 零 内 曲率 的 二 曲 的 时 候 , 指 的 就 是 这 个 意思 . 但 到 目前 为 止 ,我 们 只 定义 了 
维 空间 二 维 情况 下 的 弯曲 空间 ,我 们 必须 继续 去 弄 清楚 在 三 维 情况 
下 这 个 概念 会 意味 着 什么 ， 


$ 42-2 三 维 空间 的 曲率 


我 们 生活 在 三 维 空间 中 ,所 以 我 们 要 讨论 三 维 空间 弯曲 的 概念 . 你 们 会 间 : “然而 你 们 如 
何 才 能 把 它 想 象 为 在 任何 方向 都 是 弯曲 的 呢 ?” 好 吧 ,我 们 所 以 不 能 把 空间 想象 为 在 任何 方 
向 都 是 弯曲 的 , 那 是 因为 我 们 的 想象 力 还 不 够 好 (或 许 也 正 因为 我 们 不 能 想象 得 太 多 ,所 以 
我 们 不 能 完全 摆脱 真实 世界 ). 但 仍 可 以 定义 三 维 世 界 的 曲率 ,而 用 不 到 脱离 这 个 三 维 的 世 
界 . 我 们 曾 谈论 过 的 关于 二 维 世界 中 的 一 切 仅仅 是 一 个 练习 ,目的 是 为 了 说 明 如 何 才能 获得 
曲率 的 定义 ,而 不 需要 我 们 具有 从 外 部 “观望 ”的 能 力 . , 

我 们 可 以 用 生活 在 球面 上 或 热 板 上 的 先生 们 曾 使 用 的 、 完 全 相似 的 方法 ,来 确定 我 们 的 
世界 是 否 是 弯曲 的 . 或 许 我 们 不 能 区 分 这 两 种 情况 之 间 的 差别 ,但 的 确 可 以 把 这 些 情况 与 平 
直 空 间或 平板 区 分 开 来 . 如 何 区 分 ? 相当 容易 :设置 一 个 三 角形 并 测量 其 内 角 ; 或 做 一 个 大 
圆 并 测量 其 周 长 和 半径 ;或 者 尝试 设置 一 些 精确 的 正方 形 ; 或 者 试 做 一 个 立方 体 . 检测 在 每 
种 情况 下 几何 定律 是 否 成 立 . 如 果 它 们 不 成 立 ,我 们 就 说 该 空间 是 弯曲 的 . 若 设置 一 个 大 三 
角形 ,而且 其 内 角 之 和 大 于 180", 则 我 们 可 以 称 该 空间 是 弯曲 的 . 或 者 , 若 测 得 一 圆 的 半径 


* 译 者 注 : 原 著 为 :So C/2x is now less than r. 有 误 . 
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不 等 于 其 周 长 除 以 2r, 则 我 们 也 可 以 说 该 空间 是 弯曲 的 . 
你 会 注意 到 ,情况 在 三 维 中 可 能 比 在 二 维 中 复杂 得 多 . 在 二 维 中 的 任何 一 个 地 方 都 有 确 
定 大 小 的 曲率 ,但 在 三 维 中 的 每 个 地 方 可 能 存在 有 关 曲 率 的 几 个 
分 量 . 如 果 在 某 个 平面 内 安置 一 个 三 角形 , 则 只 要 三 角形 的 平面 有 
不 同 的 取向 就 可 能 得 出 不 同 的 答案 . 或 举 一 个 圆 的 例 了 . 假定 我 们 
画 了 一 个 圆 并 测量 它 的 半径 ,结果 并 不 与 C/2x 相符 ,以 致 存在 某 
个 逾 半径 . 此 时 我 们 画 出 另 一 个 与 其 垂直 的 圆 ,如 图 42-15 所 示 . 
对 于 这 两 个 并 ,不 一 定 有 完全 相同 的 逾 半径 . 事实 上 ,对 某 一 个 平 
面 上 的 圆 来 说 可 能 存在 正 的 逾 ,而 对 另 一 个 平面 上 的 圆 来 讲 可 能 
存在 亏损 ( 负 逾 ). 
或 许 你 们 正在 想 一 个 好 主意 :我 们 不 是 可 以 用 三 维 的 球 来 获 ee latent 
得 各 处 所 有 的 分 量 吗 ? 我 们 可 以 取 所 有 与 空间 给 定点 等 距离 点 以 
确定 一 个 球 . 然后 在 球面 上 设置 一 个 精密 的 正 交 网 格 ,并 把 这 些小 区 域 加 起 来 ,这 样 我 们 就 
可 以 测 得 球 的 表面 面积 . 按照 欧 几 里 得 几何 学 ,总 面积 A 被 认为 是 半径 平方 的 4x 倍 , 所 以 
我 们 可 以 定义 “预期 半径 "为 /A747. 我 们 也 可 以 挖 一 个 洞 通 到 中 心 并 测量 其 距离 ,从 而 直接 
测 得 半径 . 我 们 可 以 再 次 将 测量 半径 减 去 预期 半径 ,并 把 其 差 称 为 半径 的 逾 , 即 


= yy ( 开 妆 面积 


7 兴 4x 


它 应 该 是 完全 令 人 满意 的 曲率 测量 , 它 的 巨大 优点 在 于 它 与 三 角形 或 圆 的 取向 无 关 . 

但 是 球面 的 逾 半径 也 有 缺点 , 它 并 不 完全 表示 空间 的 特征 . 出 于 存在 各 种 曲率 的 平均 效 
应 ,所 以 它 给 出 的 是 所 谓 三 维 世 界 的 平均 曲率 . 然而 ,既然 是 一 种 平均 , 它 就 不 能 完全 解决 关 
于 确定 几何 图 形 的 问题 . 如 果 你 只 知道 这 个 数值 , 则 不 可 能 预言 空间 的 全 部 几何 性 质 ,因为 
你 不 可 能 知道 对 于 不 同 取向 的 圆 会 发 生 什么 情况 . 完整 的 定义 需要 在 每 一 点 规定 六 个 “曲率 
数 ”. 当然 ,数学 家 知道 如 何 写 出 所 有 这 些 数 .总 有 一 天 你 可 能 会 在 数学 书 中 看 到 怎样 用 高 级 
而 精巧 的 形式 把 它们 写 出 来 ,但 是 ,起 初 用 粗略 的 方法 弄 清楚 你 试图 写 出 些 什 么 ,这 不 失 为 
一 个 好 主意 . 对 于 大 多 数目 标 来 说 ,平均 曲率 可 能 就 足够 了 *. 


$ 42-3 我们 的 空间 是 弯曲 的 


现在 来 讨论 主要 问题 . 它 是 真 的 吗 ? 我 们 生活 的 现实 的 物理 三 维 空间 是 弯曲 的 吗 ? 一 
且 我 们 具有 了 足够 的 想象 力 去 认识 空间 是 不 是 被 弯曲 了 的 可 能 性 ,那么 人 类 的 脑子 自然 就 
对 现实 世界 是 否 弯 曲 变 得 好 奇 起 来 . 为 了 尝试 得 出 解答 ,人 们 已 经 进行 了 直接 的 几何 测量 ， 
但 没有 发 现任 何 差异 . 但 从 另 一 方面 来 说 ,根据 有 关 引 力 的 论证 , 爱 因 斯 坦 发 现 空间 是 弯曲 


* 为 了 完整 起 见 ,我 们 应 该 再 补充 一 点 . 如 果 你 想 把 弯曲 空间 的 热 板 模型 应 用 到 三 维 的 情况 ,你 必须 
想象 尺 的 长 度 不 仅 取 决 于 你 把 它 放 在 何 处 ,而 且 也 取决 于 尺 在 安置 时 的 取向 , 这 是 -一 种 简单 情况 的 推广 ， 
在 这 种 简单 情况 下 , 尺 的 长 度 决定 于 它 所 处 的 位 置 而 不 管 它 取 南北 方向 还 是 东西 方向 ,或 上 下 方向 ,其 长 
度 都 是 相同 的 , 如 果 你 想 用 这 种 模型 的 任意 几何 图 形 来 表示 三 维 空间 ,那么 这 种 推广 是 必要 的 ,虽然 它 对 
于 一 维 情况 很 可 能 是 不 必要 的 . 
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的 ,而 我 们 想 要 告诉 你 们 关于 曲率 大 小 的 爱 因 斯 坦 定律 是 什么 ,也 希望 对 你 们 讲 一 点 关于 他 
是 如 何 发 现 这 个 定律 的 情况 . 

爱 因 斯 坦 曾 说 ,空间 是 弯曲 的 ,而 物质 是 曲率 之 源 ( 物 质 也 是 引力 之 源 , 所 以 重力 与 曲率 
有 关 一 一 但 这 种 关系 将 在 本 章 的 后 期 涉及 ). 为 了 使 事情 稍微 容易 些 ,我 们 假定 物质 以 某 种 
密度 连续 地 分 布 ,然而 ,密度 可 以 按 你 想 要 的 大 小 逐 处 变化 * .对 于 曲率 , 爱 因 斯 坦 给 出 的 规 
则 如 下 :如果 有 一 个 空间 区 域内 部 存 有 物质 ,而 我 们 取 一 个 足够 小 的 球 ,其 内 部 的 物质 密度 
o 实际 上 为 常数 ,那么 该 球 半 径 的 逾 正比 球 内 的 质量 . 利用 逾 半径 的 定义 ,得 


半径 的 逾 = ra 一 全 二 GM™. (42. 3) 


式 中 G 为 (牛顿 理论 的 ) 引 力 常 数 ,c 为 光速 , M = 4xpr*/3 是 球 内 物质 的 质量 . 这 就 是 空间 
平均 曲率 的 爱 因 斯 坦 定 律 . 

假定 以 地 球 为 例 , 且 不 考虑 密度 的 未 点 变化 一 一 所 以 不 必 做 任何 积分 . 假定 我 们 非常 仔 
细 地 测量 地 球 的 表面 ,然后 挖 一 个 洞 通 到 中 心 并 测 得 其 半径 . 根据 球 的 面积 等 于 4xr? 的 假 
设 ,由 所 测 面积 可 以 计算 出 预期 半径 . 当 把 预期 半径 与 实际 半径 进行 比较 时 ,会 发 现实 际 半 
径 超 过 预期 半径 ,其 值 由 式 (42. 3) 给 出 . 常数 G/(3c ) 约 为 2. 5 X 10 cmg ,所 以 对 每 一 克 
物质 来 说 ,其 测量 半径 就 要 多 出 2.5X10 cm, 代入 约 为 6X10”g 的 地 球 质量 ,结果 是 地 球 
具有 的 半径 比 根据 其 面积 计算 应 得 的 半径 人 1. 5 mm***. 对 太阳 做 相同 的 计算 ,你 会 发 现 太 
阳 的 半径 比 预 期 值 超出 半 公 里 ， 

你 会 注意 到 该 定律 说 ,地 球 表 面 区 域 的 上 方 平均 曲率 为 零 . 但 这 并 不 意味 着 曲率 的 所 有 
分 量 为 零 . 地 球 上 方 可 能 仍然 存在 一 一 而 事实 上 是 存在 一 一 某 种 曲率 . 就 平面 上 的 一 个 圆 来 
说 ,对 于 某 些 取 向 将 有 一 种 符号 的 逾 半径 ,而 对 于 另外 一 些 取 向 则 逾 半径 的 符号 相反 . 结果 
正好 证 明 当 球 内 的 质量 为 零 时 曲率 对 整个 球面 的 平均 为 零 .顺便 说 说 ,结果 表明 曲率 的 各 个 
分 量 与 平均 曲率 的 逐 处 变化 之 间 存 在 着 联系 . 所 以 如 果 你 知道 了 各 处 的 平均 曲率 ,你 就 能 计 
算出 每 个 地 方 的 曲率 细节 . 由 于 地 球 上 方 的 平均 曲率 随 高 度 而 变化 ,所 以 那里 的 空间 是 弯曲 
的 . 正 是 这 种 曲率 ,我 们 把 它 看 作为 引力 . 

假定 在 平面 上 有 一 只 昆虫 ,而 日 假定 这 个 “平面 "的 表面 有 些小 突起 . 凡是 有 小 突起 的 地 
方 ,昆虫 会 得 出 结论 说 : 它 的 空间 具有 小 的 局 部 弯曲 的 区 域 . 在 三 维 中 也 有 同样 的 情况 ,凡是 
物质 堆积 的 地 方 ,三 维 空间 就 有 局 部 弯曲 一 一 一 种 三 维 突起 . 

如 果 在 平面 上 造成 许多 隆起 , 则 除了 所 有 的 突起 以 外 ,可 能 存在 总 体 的 弯曲 一 一 表面 或 
许 变 得 像 一 个 球 . 搞 清 楚 我 们 的 空间 是 否 由 于 像 地 球 和 太阳 那样 的 物质 堆积 而 形成 局 部 的 
突起 ,从 而 具有 净 的 平均 曲率 ,这 应 该 是 有 意义 的 . 天 体 物理 学 家 一 直 试 图 通过 对 非常 远 远 
的 星系 的 测量 来 回答 这 个 问题 . 例如 , 若 我 们 在 很 远 距离 处 的 球 壳 内 所 观测 到 的 星系 数目 ， 
与 根据 我 们 所 知 的 球 壳 半径 应 该 预期 到 的 数目 不 同 , 则 我 们 就 会 得 到 关于 非常 大 的 球 的 逾 
半径 的 量度 . 根据 这 种 测量 ,希望 找 出 我 们 的 整个 宇宙 就 平均 而 言 究竟 是 平坦 的 ,抑或 是 球 


* 没有 人 知道 ,即使 爱 因 斯 坦 也 不 知道 ,如 果 质 量变 得 集中 到 点 上 该 怎么 处 理 . 
** 原 式 为 :Radius excess 一 人 / 多 一 rmes 一 GM 有 误 . 一 一 译 者 注 
*** ”这 是 近似 ,因为 密度 并 不 是 像 我 们 假设 的 那样 与 半径 无 关 . 
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形 的 一 一 是 像 一 个 球 那 样 是 “闭合 "的 ,还 是 像 一 个 平面 那样 是 “开放 "的 . 你 们 可 能 昕 说 过 有 
关 这 个 问题 的 争论 ,这 个 争论 还 将 继续 下 去 .争论 所 以 会 存在 ,是 因为 天 文学 测量 仍然 完全 
没有 确定 的 结果 ;实验 数据 又 不 够 精确 ,不 能 给 出 确切 的 答案 . 可 惜 ,我 们 在 大 尺度 方面 还 没 
有 关于 宇宙 整体 曲率 的 丝毫 概念 . 


$ 42-4 时 空中 的 几何 学 


现在 我 们 得 谈 谈 关于 时 间 的 问题 . 从 狭义 相对 论 知 道 ,空间 的 测量 和 时 间 的 测量 是 互相 
联系 的 . 在 空间 发 生 某 件 事 ,而 同一 件 事 中 又 不 包含 时 间 ,这 可 是 一 种 古怪 的 想法 . 你 可 能 记 
得 时 间 的 测量 值 与 你 的 运动 速率 有 关 . 例如 ,如 果 我 们 看 见 飞 船 中 一 个 人 从 旁边 经 过 , 则 我 
们 知道 ,对 他 来 说 发 生 的 事情 比 对 我 们 而 言 要 慢 . 我 们 说 ,根据 我 们 的 表 , 他 出 去 旅行 恰好 经 
过 100 s 返回 ,但 按照 他 的 表 或 许 只 用 去 了 95 s. 与 我 们 的 表 相 比 , 他 的 表 一 一 以 及 所 有 其 他 
过 程 , 像 他 的 心脏 跳动 一 一 都 进行 得 较 慢 . 

现在 我 们 来 考虑 一 个 有 趣 的 问题 . 假定 你 位 于 一 飞船 中 ,我 们 要 求 你 在 发 出 某 个 信号 时 
出 发 ,而 当 你 返回 到 你 的 出 发 点 时 恰巧 赶 上 第 二 个 信号 一 一 比如 说 按照 我 们 的 钟 正好 过 了 
100 s. 另外 ,要 求 你 用 这 样 的 方式 做 往返 运动 ,使 在 这 过 程 中 你 的 表 显 示 所 用 去 的 时 间 尽 可 
能 最 长 . 试问 你 应 该 如 何 运动 ? 你 应 该 站 着 不 动 . 如 果 你 稍微 有 点 运动 , 则 返回 时 你 表 的 读 
数 肯 定 少 十 100 s. 

然而 ,假定 我 们 把 问题 做 一 点 变动 . 假定 要 求 你 在 某 个 信号 时 从 点 A 出 发 走向 点 也 (这 
两 点 对 我 们 而 言 是 固定 的 ) ,而 后 以 同样 的 方法 返回 ,恰好 在 第 二 个 信号 (比如 说 按 我 们 固定 
的 钟 为 100 s 后) 时 回 到 原 地 . 仍 要 你 用 这 样 的 方法 做 往返 运动 ,使 得 你 表 上 的 读数 尽 可 能 
大 . 你 应 该 怎么 做 ? 要 用 什么 样 的 路 径 和 什么 样 的 程序 你 的 表 才 会 显示 出 你 到 达 时 耗费 的 
时 间 最 多 ? 答案 是 :如 果 你 以 匀速 沿 直线 往返 , 则 从 你 的 观点 来 看 将 耗费 最 多 的 时 间 . 理由 
在 于 :任何 额外 的 运动 和 任何 超 高 速 运动 都 将 使 你 的 钟 变 慢 ( 既 然 时间 差 决定 于 速度 的 平 
友 , 那 么 你 在 一 处 走 得 过 快 而 失去 的 时 间 ,永远 也 不 能 通过 在 另 一 处 走 得 过 慢 而 得 到 补偿 ). 

总 之 ,这 就 是 我 们 在 时 空中 定义 “直线 "所 能 够 使 用 的 概念 . 时 空中 沿 恒定 方向 的 匀速 运 
动 与 空间 中 的 直线 相 类 似 . 

空间 中 最 短 距离 的 曲线 与 时 空中 相对 应 的 并 不 是 最 短 时 间 的 路 径 , 而 是 最 长 时 间 的 路 
径 , 这 是 由 于 相对 论 中 项 符号 所 引起 的 怪事 . 于 是 “直线 "运动 一 类 似 于 “ 沿 直 线 的 匀速 
运动 "一 一 就 是 以 这 种 方式 进行 的 运动 , 它 使 表 在 某 个 时 刻 从 某 个 地 方 出 发 ,在 另 一 时 刻 到 
达 男 一 地 方 的 运动 中 给 出 最 大 的 时 间 读 数 . 这 就 是 时 空中 类 似 于 直线 的 定义 . 


$ 42-$ 引力 与 等 效 原理 


现在 我 们 可 以 讨论 引力 定律 了 . 爱 因 斯 坦 曾 试图 推广 引力 理论 ,使 其 与 他 先期 发 展 起 来 
的 相对 论 相 适应 . 为 此 ,他 坚持 奋斗 ,让 到 他 抓 住 一 条 重要 原理 ,该 原理 引导 他 获得 了 正确 的 
定律 . 那 原理 是 建立 在 这 样 一 个 概念 基础 上 的 , 即 当 一 个 物体 自由 下 落 时 ,其 内 部 的 一 切 东 
西 似乎 都 没有 了 重 最 . 例如 ,一 人 造 卫星 在 地 球 重力 场 中 心 沿 轨道 自由 下 沙 , 其 中 的 宇航 员 
会 感到 失重 . 说 得 更 正确 些 , 这 个 概念 称 为 爱 因 斯 坦 等 效 原理 . 它 依赖 于 下 列 事实 :所 有 物 
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体 ,不 管 它们 的 质量 如 何 , 或 者 说 不 管 它们 是 由 什么 构成 的 ,都 以 完全 相同 的 加 速度 下 落 . 如 
果 有 一 艘 飞船 正在 做 惯性 下 滑 一 一 所 以 它 处 在 自由 下 落 的 状态 一 一 而 且 里 面 有 人 , 则 支配 
飞船 和 入 下 落 的 规律 是 相同 的 . 所 以 如 果 他 把 自己 安置 在 飞船 的 中 部 , 则 他 将 待 在 那儿 不 
动 , 他 并 不 相对 飞船 下 落 . 我们 说 他 “失重 "时 就 是 指 这 个 意思 . 

现在 假定 你 正 处 在 加 速 的 火箭 飞船 中 ,试问 相对 什么 东西 在 加 速 ? 我 们 只 能 说 它 的 发 
动机 开 着 并 正 产生 推力 ,使 得 它 不 是 处 在 自由 下 落 的 滑行 状态 . 也 可 想象 你 在 真空 中 向 外 远 
去 ,以 致 实际 上 并 没有 引力 作用 在 飞船 上 , 如 果 飞 船 正 以 “1g" 加 速 , 则 你 将 可 能 站 在 “地 板 ” 
上 并 会 感觉 到 你 的 正常 体重 . 也 就 是 说 ,如 果 抛 出 一 个 球 , 它 将 “ 落 " 向 地 板 . 为 什么 ?因为 飞 
船 正 “向 上 "加 速 , 但 球 身上 并 不 受到 力作 用 ,所 以 球 不 会 被 加 速 , 它 将 落 在 后 面 . 在 飞船 内 部 
球 似乎 具有 “1g” 的 向 下 加 速度 . 

现在 让 我 们 把 这 艘 飞船 中 的 情况 与 静止 在 地 球 表面 的 内 飞船 内 的 情况 做 一 比较 . 每 
件 事 情 都 相同 ! 你 会 被 压 向 地 板 , 球 会 以 “1g" 的 加 速度 下 沙 ,等 等 .事实 上 ,在 飞船 内 你 怎 
么 能 够 知道 你 是 静止 在 地 球 表面 还 是 正在 真空 中 加 速 运动 ? 按照 爱 因 斯 坦 的 等 效 原理 ,如 
果 你 只 对 飞船 内 部 发 生 的 事情 进行 测量 , 则 无 法 知道 这 个 问题 的 答案 . 

严格 正确 地 说 , 那 上 述 讲法 只 对 飞船 内 某 一 点 才 成 立 . 由 于 地 球 的 引力 场 不 是 严格 均 多 
的 ,所 以 自由 下 落 的 球 在 不 同 的 地 方 具有 稍微 不 同 的 加 速度 一 一 方向 和 大 小 都 会 改变 . 但 是 
如 果 我 们 设想 引力 场 是 严格 均匀 的 ,那么 它 在 各 方面 都 与 一 个 具有 恒定 加 速度 的 系统 完全 
相仿 ,这 就 是 等 效 原理 的 基础 . 


$42-6 在 引力 场 中 钟 的 快慢 


现在 我 们 想 利用 等 效 原理 来 解决 发 生 在 引力 场 中 的 一 件 奇怪 的 事情 . 我 们 将 向 你 说 明 
在 火箭 飞船 中 发 生 的 某 些 事情 ,这些 事 情 你 大 概 没有 预料 到 会 发 生 在 引力 场 中 . 如 果 把 一 只 
钟 放 在 火箭 飞船 的 “前 面 " 一 一 即 “ 前 端 "一 一 把 另 一 只 完全 相同 的 钟 放 在 “尾部 ”, 如 图 
42-16 所 示 . 把 这 两 只 钟 分 别称 为 A 和 B. 如 果 在 飞船 加 速 时 比较 这 两 只 钟 , 则 位 于 前 面 的 
钟 比 位 于 尾部 的 钟 跑 得 快 些 . 为 搞 清楚 这 一 点 ,设想 前 面 的 钟 每 秒 发 一 次 闪光 ,而 坐 在 船尾 
的 你 将 到 达 的 光 信号 与 钟 B 的 指针 进行 比较 . 比如 说 , 当 钟 A 发 出 闪光 时 火箭 处 在 图 
42-17 所 示 的 位 置 <, 而 当 闪光 到 达 钟 B 处 时 ,火箭 处 在 位 置 和 . 后 来 , 当 钟 A 发 出 下 一 次 闪 
光 时 ,飞船 将 处 在 位 置 c, 而 当 你 看 到 闪光 到 达 钟 B 处 时 , 它 处 在 位 置 . 

第 一 次 闪光 传播 的 距离 为 Li ,第 二 次 闪光 传播 的 距离 较 短 为 L2. 后 者 距离 所 以 较 短 是 
因为 飞船 正在 加 速 , 因 而 在 发 出 第 二 次 闪光 的 时 刻 它 已 经 具有 了 较 大 的 速率 . 于 是 你 可 以 明 
白 , 如 果 从 钟 A 发 出 的 两 次 闪光 的 间隔 为 1 s, 则 它们 到 达 钟 B 的 间隔 要 比 1 s 稍微 短 一 点 ， 
因为 第 二 次 闪光 在 路 上 并 不 要 耗费 像 第 一 次 闪光 那么 多 时 间 . 对 所 有 以 后 发 出 的 闪光 来 说 ， 
也 会 发 生 同样 的 情况 . 所 以 要 是 你 坐 在 船尾 ,就 会 得 出 结论 : 钟 A 比 钟 B 跑 得 快 . 如 果 你 打 
算 反 过 来 做 同样 的 事情 一 一 使 钟 B 发 射 光 而 在 钟 A 处 接收 一- 则 你 会 得 出 结论 ;B 比 A 跑 
得 慢 . 一 切 都 互相 符合 ,一 点 也 不 神秘 . 

但 现在 我 们 来 考察 静止 在 地 球 重 力 场 中 的 火箭 飞船 . 同样 的 事情 发 生 了 . 如 果 你 带 着 一 
只 钟 坐 在 地 板 上 ,并 看 着 放 在 高 处 书架 上 的 另 一 只 钟 , 它 将 显得 比 地 板 上 的 一 只 跑 得 快 ! 你 
说 :“ 但 这 是 错误 的 , 时间 应 该 是 相同 的 . 既然 没有 加 速度 , 钟 就 没有 理由 显得 步调 不 一 致 .” 
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图 42-16 携带 两 只 钟 的 火箭 飞船 ”图 42-17 位 于 火箭 飞船 前 面 的 钟 似乎 比 位 于 尾部 的 钟 跑 得 快 


但 是 如 果 等 效 原理 是 对 的 , 那 两 只 钟 就 必然 不 会 同步 . 爱 因 斯 坦 坚 持 认为 该 原理 是 正确 的 ， 
并 且 勇 敢 而 正确 地 继续 进行 研究 . 他 提出 在 引力 场 中 不 同 地 点 的 钟 必 然 表 现 出 以 不 同 的 快 
慢 走动 . 但 是 ,如 果 一 只 钟 相对 其 他 的 钟 始终 显得 快慢 不 同 , 那 么 就 第 一 只 而 论 ,其 他 钟 正 以 
不 同 的 速率 走动 着 . 

然而 我 们 现在 看 到 ,这 里 的 钟 与 早先 我 们 谈 到 过 的 热 板 上 昆虫 的 热 尺 相 类 似 . 我 们 曾 
想象 尺 、 昆 虫 及 一 切 东 西 在 不 同 温度 处 都 以 相同 的 方式 改变 其 长 度 ,所 以 昆虫 们 永远 也 
不 可 能 知道 它们 测量 用 的 尺 正 随 它们 在 热 板 上 到 处 移动 而 改变 . 这 种 情况 与 引力 场 中 的 
钟 相同 . 放 在 较 高 水 平面 上 的 每 只 钟 看 上 去 走 得 比较 快 , 心 捕 也 跳 得 较 快 ,所 有 的 过 程 者 
进行 得 较 快 . 

如 果 事情 不 是 这 样 , 则 你 就 有 可 能 知道 引力 场 与 加 速 参考 系 之 间 的 差别 . 时 间 能 够 逐 处 
变化 的 概念 虽 是 一 个 困难 的 概念 ,但 它 是 爱 因 斯 坦 曾 使 用 过 的 概念 , 它 是 正确 的 一 不 管 你 
信 不 信 . 

应 用 等 效 原理 ,可 以 计算 出 引力 场 中 钟 的 快慢 随 高 度 改变 了 多 少 . 我 们 只 要 算出 加 速 的 
火箭 飞船 中 两 只 钟 之 间 的 表现 偏差 即 可 . 做 这 件 事 最 容易 的 办 法 ,就 是 应 用 我 们 在 第 1 卷 
34 章 所 得 到 的 关于 多 普 勒 效应 的 结果 . 在 那里 我 们 得 到 一 一 参见 式 (34. 14) 一 如果" 是 
源 和 接收 机 之 间 的 相对 速率 , 则 接收 到 的 频率 w 与 发 射频 率 ws 的 关系 为 


590 费 思 曼 物 理学 讲义 (第 2 卷 ) 


1 十 zwc 

"A 

现在 ,如 果 考 虑 图 42-17 中 加 速 着 的 火箭 飞船 , 则 在 任何 一 个 瞬间 发 射 机 和 接收 机 都 以 
相等 的 速度 运动 . 但 是 ,在 光 信号 从 钟 A 传送 到 钟 B 所 需 的 时 间 内 ,飞船 已 经 加 速 了 . 实际 
上 它 已 获得 了 额外 的 速度 gt, 这 里 g 是 加 速度 ,t 是 光 从 A 到 B 传播 距离 五 所 需 的 时 间 . 这 
个 时 间 非 常 接近 于 HH/c, 所 以 当 光 信和 号 到 达 B 时 ,飞船 已 增加 了 速度 gH/c. 接收 机 相对 信 
号 离开 时 刻 的 发 射 机 始终 具有 这 个 速度 . 所 以 这 就 是 在 多 普 勒 公式 (42. 4) 中 应 该 使 用 的 速 
度 . 设想 船 的 长 度 和 加 速度 足够 小 ,因而 这 个 速度 比 光 速 c 小 得 多 ,就 可 把 项 r/c? 略 去 . 从 
而 得 


(42.4) 


“= (1+ 召 ). (42.5) 


C2 
因而 对 宇宙 飞船 中 的 棒 只 钟 来 说 ,得 到 如 下 关系 : 


(接收 机 处 钟 的 速率 ) = (发 射 速 率 ) (1 十 寻 )， (42..6) 
式 中 HH 是 发 射 机 高 出 接收 机 的 高 度 . 
根据 等 效 原理 ,对 于 在 自由 落体 加 速度 为 & 的 引力 场 中 高 度 相 限 盛 的 两 只 钟 来 说 , 相 
同 的 绩 果 必 然 成 立 . 
这 是 一 个 十 分 重要 的 概念, 我 们 希望 它 也 能 从 另 一 个 物理 定律 一 能 量 守 恒定 律 得 出 . 
我 们 知道 ,作用 在 一 个 物体 上 的 引力 与 该 物质 的 质量 M 成 正比 ,而 M 与 总 内 能 EE 的 关系 为 
M = E/e*. 例如 ,由 一 个 原子 核 症 变 成 另 一 个 原子 核 的 核反应 能 量 所 确定 的 原子 核 质量 ,与 
根据 原子 的 重量 所 得 到 的 质量 相符 . 
现在 考虑 一 个 原子 , 它 具有 总 能 量 为 E, 的 最 低能 量 状态 和 总 能 量 为 E, 的 较 高 能 量 状 
态 , 它 可 以 通过 发 光 而 从 状态 E, 跃迁 到 状态 E,. 光 的 频率 w 由 下 式 给 出 
hw = E— E,. (42.7) 


现在 假定 有 这 样 一 个 原子 , 它 位 于 地 板 . 上 ,处 在 E, 态 , 我 们 把 它 从 地 板 上 带 到 高 度 为 
日 的 地 方 . 为 此 ,在 携带 质量 为 mt = 已 /cz 的 原子 上 升 的 过 程 中 ,必定 要 克服 引力 做 某 些 
功 , 所 做 功 的 大 小 为 


—gH. (42. 8) 


然后 让 原子 发 射 一 个 光子 而 跃迁 到 较 低 的 能 量 状态 E。. 接着 我 们 把 原子 带 回 到 地 板 上 ,在 
返回 的 过 程 中 原子 的 质量 为 Eevc ,回来 后 得 到 的 能 量 为 


Bg, (42. 9) 
€ 
所 以 我 们 所 做 功 的 净值 等 于 
AU = TgH. (42. 10) 


原子 发 射 光 子 时 失去 了 能 量 E, 一 E。. 假定 光子 恰巧 向 下 运动 到 达 地 板 ,并 被 原子 吸 
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收 . 试问 在 这 里 光子 递交 给 原子 多 少 能 量 ? 一 开始 你 或 许 会 想到 它 正好 释放 出 能 量 
E, 一 E。, 但 是 ,根据 下 面 的 论证 可 以 明白 ,要 是 能 量 守 恒 的 话 , 那 你 们 的 想法 就 不 可 能 是 正 
确 的 . 开始 时 我 们 位 于 地 板 处 带 有 的 能 量 为 Ei ,结束 时 我 们 位 于 地 板 平面 上 ,能 量 为 处 于 最 
低能 量 状态 的 原子 能 量 E。 加 上 从 光子 接收 到 的 能 量 Epn. 在 此 期 间 ,我 们 不 得 不 提供 了 式 
(42. 10) 的 附加 能 最 AU. 如 果 能 量 守恒 , 则 最 后 我 们 在 地 板 处 所 具有 的 能 量 必 定 大 于 出 发 
时 具有 的 能 量 ,其 差 正好 是 我 们 所 做 的 功 . 换 句 话说 ,必然 有 


Epy + E, = E+ AU (42.11) 
或 
Epn = (下 一 下 o) 十 AU. 
情况 必然 是 :光子 到 达 地 板 时 并 不 只 带 有 它 出 发 时 的 能 量 E, 一 Eo，, 而 是 具有 稍 许多 一 点 的 
能 最 ,否则 有 些 能 量 就 损失 掉 了 . 若 将 式 (42. 10) 中 所 得 的 AU 代入 式 (42. 11) ,就 得 到 光子 
到 达 地 板 时 的 能 量 为 


下 pp = (E, ~E)l! + 如 ). (42. 12) 


然而 ,能 量 为 Epn 的 光子 具有 频率 w = Epn/ i 将 发 射 光子 的 频率 称 为 mm 一 一 根据 式 
(42.7) 它 等 于 (El 一 Eo )/ 太一 一 式 (42.12) 中 的 结果 又 一 次 给 出 了 光子 在 地 板 上 被 吸收 时 
的 频率 与 它 被 发 射 时 的 频率 间 的 关系 式 (42. 5). 

相同 的 结果 还 可 以 用 别 的 办 法 得 到 . 频率 为 o 的 光子 具有 能 基 E。 = 六 wo. 既然 能 量 
E, 含有 引力 质量 Eo/c: ,所 以 光子 具有 质量 (不 是 静 质量 ) 记 wxc ,因而 它 受 到 地 球 的 “ 吸 
引 ”. 在 下 落 距 离 太 的 过 程 中 , 它 将 增加 附加 能 量 ( 户 owo/c: )g 五 ,所 以 它 到 达 地 板 时 带 有 能 量 

H 
E= foof1 | 

但 它 在 下 落后 的 频率 为 E/ 所 ,这样 再 次 给 出 式 (42. 5) 中 的 结果 . 只 有 当 爱 因 斯 坦 关于 引力 场 
中 钟 的 预言 正确 时 ,我们 关于 相对 论 .量子 物理 及 能 量 守恒 的 概念 才 全 部 配合 得 起 来 . 上 面 
所 谈 到 的 频率 的 改变 一 般 也 是 非常 小 的 . 例如 ,对 于 地 球 表面 20 m 的 高 度 差 来 说 ,频率 差 仅 
约 为 2/10”. 然 而, 正 是 这 个 改变 量 , 最 近 已 经 在 实验 上 利用 穆 斯 堡 尔 效应 被 发 现 了 *. 爱 因 
斯 坦 是 完全 正确 的 . 


$42-7 时 空 的 曲率 


现在 我 们 要 把 刚才 所 讲 的 情况 与 弯曲 的 时 空 概念 联系 起 来 .已 经 指出 ,如 果 时 间 在 不 同 
的 地 方 以 不 同 的 快慢 进行 , 则 这 种 情况 就 与 热 板 的 弯曲 空间 相 类 似 . 但 它 不 只 是 类 似 ,还 意 
味 着 时 空 是 弯曲 的 . 让 我 们 尝试 在 时 空中 做 某 种 几何 图 形 . 这 种 事 初 听 起 来 可 能 觉得 奇怪 ， 
但 我 们 经 常用 沿 一 根 轴 表 示 距 离 及 沿 另 一 根 轴 表 示 时 间 做 时 空 图 . 假定 我 们 尝试 在 时 空 图 
中 做 一 个 矩形 . 我 们 先 画 一 个 高 玉 与 上 的 关系 图 ,如 图 42-18(c) 所 示 . 为 了 做 矩形 的 底 边 ， 


* 及. V. Pound and G. A. Rebka, Jr., Physical Review Letters Vol.4, P. 337(1960). 
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可 以 到 一 个 静止 在 高 H' 处 的 物体 ,并 跟着 它 的 世界 线 走 100 s, 就 得 到 图 (b) 中 的 BD 线 ， 
它 平行 于 上 轴 . 现在 选取 另 一 个 物体 ,在 上 = 0 的 时 刻 它 位 于 第 一 个 物体 上 面 100 ft 处 , 它 从 
图 42-18(c) 中 的 A 点 出 发 ,现在 沿 着 它 的 世界 线 前 行 100 s, 这 由 位 于 A 点 的 钟 测 得 . 物体 
从 A 运动 到 C, 如 图 中 (d) 所 示 . 但 注意 ,由 于 时 间 在 两 个 高 度 一 一 假定 存在 引力 场 一 一 以 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


nH 
nH 
100s 

B D 

H 
A 

100ft 

100s 

B D 


图 42-18 尝试 在 时 空 图 中 做 一 个 矩形 


不 同 的 快慢 进行 一 一 所 以 C 和 也 两 点 不 是 同时 
的 . 如 果 试 图 通过 画 一 条 线 到 达 处 于 相同 时 刻 、 
位 于 D 上 面 100 ft 的 点 C 而 完成 一 个 矩形 ,如 
42-18(e) 所 示 , 则 几 条 线 无 法 闭合 . 当 我 们 说 
时 空 是 弯曲 的 时 候 , 就 是 这 个 意思 . 


$ 42-8 在 弯曲 时 空中 的 运动 


我 们 来 考虑 一 个 有 趣 的 小 谜 . 有 两 只 相同 的 
钟 A 和 B, 如 图 42-19 所 示 , 一 起 放 在 地 球 的 表 
面 上 . 现在 把 钟 A 举 到 某 个 高 度 太 , 在 那里 待 一 
会 儿 , 再 返回 地 面 ,使 它 刚好 在 钟 B 走 了 100 s 时 
到 达 地 面 . 这 样 钟 A 会 读 出 像 107 s 这 种 数目 ,这 
是 由 于 它 在 空中 上 升 时 走 得 较 快 . 此 时 就 产生 了 
一 个 谜 .我 们 应 该 如 何 移动 钟 A 才能 使 得 它 读 出 
尽 可 能 长 的 时 间 一 一 始终 假定 它 返回 时 B 钟 读 
数 为 100 s? 你 说 ;“ 这 容易 . 只 要 你 把 A 举 得 尽 
可 能 高 ,那么 它 将 走 得 尽 可 能 的 快 ,因而 在 返回 时 
读 出 的 时 间 最 长 . " 错 ! 你 忘记 了 一 件 事 一 一 我 们 
只 有 100s 供 上 升 和 返回 . 要 是 我 们 升 得 很 高 , 则 
我 们 就 得 很 快 到 达 那 儿 以 便 在 100 s 内 返回 . 你 
务必 不 能 忘 了 狭义 相对 论 的 效应 , 它 会 导致 运动 
的 钟 减 慢 一 个 因子 V1 一 w/c. 相对 论 效应 在 这 
方面 起 的 作用 使 钟 A 的 读 出 时 间 比 钟 B 的 小 . 你 
们 看 看 这 类 游戏 . 如 果 我 们 带 着 钟 A 一 直 站 着 ， 
就 能 得 到 100 s 读数 ;要 是 我 们 缓慢 上 升 一 个 很 
小 的 高 度 并 缓 缓 下 降 , 则 就 能 得 到 稍微 大 于 100 s 
的 读数 . 如 果 我 们 升 得 稍 高 一 些 ,得 到 的 时 间 读 数 
可 能 稍 长 一 些 . 但 要 是 升 得 太 高 , 则 为 到 达 那 儿 就 
必须 运动 得 很 快 ,这 就 必须 使 钟 下 降 得 足够 慢 , 以 
至 使 结束 时 得 到 的 时 间 少 于 100 s. 该 用 什么 样 的 
高 度 与 时 间 关 系 程序 一 一 达到 多 高 及 以 什么 速率 
到 达 那 儿 、 如 何 仔细 调节 使 得 我 们 则 到 钟 妃 时 它 
的 读数 增加 了 100 s 一 一 才 会 使 钟 A 给 我 们 读 出 
尽 可 能 最 长 的 时 间 ? 
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试 回答 : 求 出 你 必须 用 多 大 的 速率 把 一 个 球 向 上 抛 入 空中 ,使 得 它 正好 在 100 s 内 落 回 
至 地 球 . 而 该 球 的 运动 一 一 快速 上 升 、 惕 下 来 .停止 再 返回 一 一 这 正 是 使 得 固定 于 球 上 的 手 
表 的 时 间 为 最 大 的 、 正 确 的 运动 . 

现在 考虑 稍微 不 同 的 游戏 . 设 A 和 B 两 点 同 在 地 球 表 面 且 相隔 某 段 距离 , 我 们 玩 一 个 
与 早先 做 过 的 相同 游戏 , 即 求 所 谓 的 直线 . 试问 应 该 如 何 从 A 移动 到 B ,才能 使 得 运动 手表 
上 的 时 间 最 长 一 一 假定 我 们 一 得 到 给 定 信号 就 从 A 点 出 发 ,而 在 B 一 有 男 一 个 信号 时 就 到 
达 B 点 一 一 该 后 一 信号 按 固定 钟 比 前 一 信号 迟 100 s. 现在 你 们 会 说 :“ 唔 ,我 们 前 已 求 出 ， 
要 做 的 事情 就 是 以 适当 的 均匀 速率 沿 直线 滑行 ,使 得 恰好 在 100 s 后 到 达 B 点 . 如 果 我 们 不 
沿 直线 运动 , 则 要 用 更 大 的 速率 ,这 样 我 们 的 表 就 会 慢 下 来 . "但 是 等 一 下 , 那 是 以 前 考虑 重 
力 的 情况 .向 上 弯曲 一 点 然后 下 降 不 是 
更 好 吗 ? 这 样 ,在 升 得 较 高 的 时 间 阶 段 
中 我 们 的 表 不 是 会 跑 得 稍 快 一 点 吗 ? 
情况 确 是 这 样 . 如 果 你 们 求解 调节 运动 
曲线 的 数学 问题 ,使 得 运动 手表 经 过 的 


时 间 尽 可 能 长 , 则 你 将 发 现 运动 轨迹 是 。 地 

一 条 抛物 线 一 就 是 引力 场 中 沿 自由 “ 地 面 

弹道 路 径 运动 的 物体 所 遵循 的 同一 条 ”图 42-19 在 均匀 引力 场 中 ,对 于 固定 的 飞行 时 间 来 说 ， 
曲线 ,如 图 42-19 所 示 . 所 以 引力 场 中 固有 时 最 长 的 轨迹 是 抛物 线 


的 运动 定律 也 可 表述 为 :一 个 物体 从 一 
个 地 方 运动 到 另 一 个 地 方 , 它 总 是 使 得 其 所 携带 的 钟 给 出 的 时 间 比 之 在 其 他 任何 可 能 的 轨 
道上 运动 所 用 的 时 间 要 长 一 一 当然 ,开始 和 结束 的 条 件 应 相同 . 运动 的 钟 测 得 的 时 间 常 常 称 
为 “固有 时 ”. 在 自由 落体 运动 中 ,运动 轨道 使 得 物体 的 固有 时 最 大 . 
我 们 来 看 看 这 一 切 是 如 何 算出 来 的 . 从 式 (42.5) 开 始 , 它 说 明 运 动手 表 的 逾 速率 为 
wgH 


ci (42. 13) 


除 此 之 外 ,我 们 得 记 住 ,对 速率 来 说 还 存在 相反 符号 的 修正 . 关于 这 个 效应 ,已 知 
w= wo Vl— v/e’. 
虽然 该 原理 对 任何 速率 都 适用 ,但 在 我 们 所 举 的 例子 中 速率 总 要 比 c 小 得 多 ,因此 可 以 把 这 
个 方程 写成 
w= wl[l— vw/(2c)], 
而 以 我 们 的 钟 的 速率 来 看 ,亏损 为 


vw 


—w By (42. 14) 
把 式 (42. 13) 和 (42. 14) 中 的 两 项 结合 起 来 ,得 
一 全 (5 一 全 )， (42. 15) 


运动 钟 的 这 种 频 移 意味 着 :如 果 在 固定 的 钟 上 测 得 时 间 di, 则 运动 钟 所 记录 的 时 间 为 
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di[ 有 (时 州 ， (42. 16) 


cz 2cz 
整个 轨道 的 总 的 时 间 逾 为 附加 项 对 时 间 的 积分 , 即 
sn) ce 


它 应 为 极 大 . 
项 gH 正好 就 是 引力 势 $. 假定 用 常数 因子 一 mc: 乘 以 整个 式 子 ,这 里 m 为 物体 的 质 
量 ,这 个 常数 虽 不 改变 极 大 的 条 件 ,但 负 号 将 把 极 大 正好 改变 为 极 小 .于 是 式 (42. 16 ) 指 出 ， 
物体 的 运动 将 使 得 
[( 史 -ojd 二 极 小 . (42. 18) 


但 现在 的 被 积 函数 正好 是 动能 和 势能 的 差 . 如 果 你 们 顺便 看 一 下 第 2 卷 第 19 章 ,就 会 知道 
在 我 们 讨论 最 小 作用 量 原理 时 就 已 证 明 , 对 于 任何 势 场 中 的 一 个 物体 来 说 ,牛顿 定律 正好 可 
以 写成 方程 式 (42. 18) 的 形式 . 


$ 42-9 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 


运动 方程 的 爱 因 斯 坦 形 式 一 一 在 弯曲 的 时 空中 固有 时 应 为 极 大 一 一 在 低速 情况 下 给 出 
的 结果 与 牛顿 定律 给 出 的 相同 . 当 库 珀 (G. Cooper) 绕 地 球 做 圆周 运动 时 ,他 的 表 指示 的 时 
间 比 沿 任何 其 他 的 、 你 们 对 他 的 人 造 卫星 可 能 想象 到 的 路 径 指示 的 时 间 都 要 长 ”. 

所 以 引力 定律 可 以 用 这 种 非凡 的 方法 、 利 用 时 空 的 几何 概念 来 表述 . 粒子 总 是 取 最 长 的 
固有 时 一 一 在 时 空中 与 “最 短 距离 ”这 个 量 相似 . 这 是 引力 场 中 的 运动 定律 . 用 这 种 方法 表述 
的 最 大 优点 在 于 :定律 不 依赖 任何 坐标 或 任何 别 的 定义 位 置 的 方法 . 

现在 把 上 面 所 做 的 事情 作 一 小 结 . 我 们 已 经 给 了 你 们 关于 重力 的 两 个 定律 : 

(1) 当 存 在 物质 时 ,时 空 的 几何 学 如 何 变化 一 一 即 , 利 用 逾 半径 表示 的 曲率 正比 于 球 内 
部 的 质量 ,方程 式 (42. 3). 

(2) 在 仅 存 在 引力 的 条 件 下 ,物体 如 何 运动 一 一 即 物体 的 运动 总 是 使 得 在 两 个 边界 条 件 
之 间 的 固有 时 为 极 大 . 这 两 个 定律 与 我 们 早先 知道 的 相似 的 一 对 定律 相对 应 . 原来 ,我 们 用 牛 
顿 的 平方 反比 的 引力 定律 及 他 的 运动 定律 来 描述 引力 场 中 物体 的 运动 ,现在 ,定律 (1) 和 (2) 代 
痊 了 它们 . 新 的 一 对 定律 也 与 我 们 在 电动 力学 中 知道 的 定律 相对 应 . 那里 的 定律 一 一 麦克 斯 
韦 方程 组 一 一 决定 电荷 产生 的 场 . 它 告诉 我 们 “空间 ”的 特征 如 何 因 带 电 物质 的 存在 而 改变 ， 
对 于 重力 的 情况 ,这 种 变化 是 由 定律 (1) 完 成 的 . 另外 ,还 有 一 个 关于 粒子 如 何在 给 定 场 中 运 
动 的 定律 一 一 d(mv)/dt 二 q(E 十 vXB). 对 于 重力 来 说 ,这 是 由 定律 (2) 处 理 的 . 

在 定律 (1) 和 (2) 中 包含 了 关于 爱 因 斯 地 引力 理论 的 精确 表述 一 一 虽然 你 们 通常 会 发 现 
它 被 表述 为 更 复杂 的 数学 形式 . 然而 ,我 们 应 该 做 进一步 的 补充 . 正如 引力 场 中 的 时 间 标 度 


* 严格 地 说 , 它 仅 仅 是 一 种 局 域 极 大 . 应 该 说 固有 时 比 任何 相 邻 路 径 上 的 周 有 时 要 长 . 例如 ,在 绕 地 球 
的 椭 品 轨道 上 的 固有 时 ,与 一 个 被 发 射 得 很 高 而 下 落 物体 的 弹道 路 径 上 的 固有 时 相 比 ,前 者 不 一 定 更 长 . 
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逐 处 变化 一 样 ,长 度 标 度 也 会 做 同样 的 变化 . 当 你 们 到 处 运动 时 尺 会 改变 其 长 度 . 由 于 空间 
和 时 间 如 此 密切 地 混合 在 一 起 ,因此 随时 间 发 生 的 某 些 事情 ,要 是 不 以 某 种 方式 在 空间 中 反 
映 出 来 是 不 可 能 的 . 举 一 个 更 加 简单 的 例子 : 设 你 们 正在 空中 飞 过 地 球 , 从 您 们 的 观点 来 看 
所 谓 时 间 ,在 我 们 看 来 部 分 是 空间 ,所 以 也 必定 存在 空间 方面 的 变化 . 因 物 质 存 在 而 引起 的 
是 整个 时 空 的 弯曲 ,这 比 仅仅 在 时 间 范 围 内 的 变化 更 加 复杂 . 然而 ,只 要 清楚 知道 关于 空间 
弯曲 的 这 个 规则 不 仅 从 一 个 人 的 观点 来 看 是 适用 的 ,而 且 对 每 个 人 来 说 也 是 正确 的 ,那么 在 
式 (42. 3) 中 给 出 的 规则 足以 完全 确定 所 有 的 引力 定律 . 当 某 人 从 一 个 质量 较 大 的 物质 旁 飞 
过 时 ,他 会 看 到 不 同 的 质量 值 ,这 是 由 于 他 对 从 旁边 通过 他 的 该 物质 计算 动能 引起 的 ,而 他 
必须 把 与 该 能 量 相 对 应 的 质量 包括 进去 . 必须 把 理论 安排 得 使 每 个 人 一 一 不 论 他 如 何 运 
动 一 一 当 他 接近 一 个 星球 时 ,会 发 现 傅 半径 等 于 G/(3c’ ) 乘 上 星球 包含 的 总 质量 (或 者 ,更 
好 地 讲 是 G/(3c' ) 乘 星球 包含 的 总 能 量 值 ). 这 个 定律 一 一 定律 (1) 一 一 在 任何 运动 系统 内 
都 应 该 是 正确 的 ,这 是 伟大 的 引力 定律 之 一 , 称 为 爱 因 斯 坦 场 方程 . 另 一 个 伟大 定律 是 定律 
(2) 一 一 物体 必须 这 样 运动 ,使 得 固有 时 为 极 大 一 一 这 被 称 为 爱 因 斯 坦 运 动 方程 . 

把 这 两 个 定律 写成 一 个 完整 的 代数 式 , 把 它们 与 牛顿 定律 进行 比较 ,或 者 把 它们 与 电动 
力学 联系 起 来 ,在 数学 上 是 很 困难 的 . 但 它 是 今天 我 们 所 看 到 的 关于 引力 物理 方面 最 完整 的 
定律 的 样式 . 

虽然 对 于 所 考虑 的 简单 例子 ,它们 给 出 与 牛顿 力学 相 一 致 的 结果 ,但 它们 并 不 始终 相 
符 . 首先 由 爱 因 斯 坦 导 出 的 三 个 差异 已 经 在 实验 上 得 到 了 证 实 :水 星 轨道 并 不 是 固定 的 
椭圆 ; 光 通 过 太阳 附近 时 发 生 的 偏 折 是 我 们 原来 认为 的 大 小 的 两 倍 ; 钟 的 快慢 取决 于 它 
们 在 引力 场 中 的 位 置 . 每 当 爱 因 斯 坦 的 预言 与 牛顿 力学 的 概念 不 同时 ,大 自然 选择 的 总 
是 爱 因 斯 坦 . 

让 我 们 把 已 说 过 的 每 件 事 以 下 述 方式 做 一 小 结 . 首先 ,时 间 和 距离 的 量 值 决定 于 你 测量 
它 时 在 空间 的 位 置 和 时 间 , 这 与 时 空 是 弯曲 的 表述 等 价 . 根据 测 得 的 一 个 球体 的 表面 积 就 可 
以 确定 预期 半径 , 即 VAZ(4x), 但 实际 的 测量 半径 将 有 一 个 超过 这 半径 的 逾 , 逾 半径 正比 于 
(比例 常数 为 G/e? ) 球 内 部 所 包含 的 总 质量 . 这 个 逾 半径 确定 了 时 空 曲 率 的 恰当 度数 . 不 论 
谁 在 观察 物质 ,也 不 论 物质 在 如 何 运动 ,曲率 必定 是 相同 的 . 第 二 ,在 这 种 弯曲 的 时 空中 , 粒 
子 沿 “ 直 线 "( 最 大 固有 时 轨道 ) 运 动 . 这 就 是 引力 定律 的 爱 因 斯 坦 公 式 的 内 容 . 
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电流 密度 current density 159 安培 定律 Ampere's law 162 
电容 ne 而 同步 加 速 器 synchrotron 218 
电容 器 capacitor (condenser) 292, 314 同 ( 共 ) 轴 线 coaxial line 326 
电容 器 的 电容 capacity of a condenser 96 行 移 场 travelling field 235 
电容 器 的 能 量 energy of a coiidenser 96 极 化 矢量 polarization vector 124 
电荷 分 离 charge separation 116 极 化 电荷 polarization charges 124 
电荷 守恒 conservation of charge 159 极 化 ( 极 化 度 ) polarization 433 
电荷 的 运动 motion of charge 395 吸收 系数 absorption coefficient 441 
电荷 的 静电 能 。 electrostatic energy of charges 传输 线 transmission linc 326 

95 传播 因数 propagation factor 306 
电荷 密度 electric charge density 21, 43, 自由 空间 中 的 麦 ”Maxwell's equations in free space 

59 克 斯 韦 方程 组 。” 259 
电离 层 ionosphere 83, 111 自 旋 轨 道 spin orbit 102 
电 通 量 electric flux 5 自 感 [系数 ] self-inductance 205, 224 
电 偶 极 子 electric dipole 67 交换 力 exchange force 508 
电路 circuits 290 交流 电路 alternating-current circuits 290 
电路 元 件 circuit elements 312 交流 发 电机 alternating-current generator 
电感 inductance 201, 225, 291 219 
电磁 波 electromagnetic wave 275 动量 谱 momentum spectrum 395 
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Yukawa, H. 393 

Yukawa potential 394 
Thompson, J.J]. 57 
Thompson atomic model 57 
piezoelectricity 141 
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reflection of light 


cosmic rays 
448 
refraction of light 448 

519 

currents and charges Maxwell's 


275 


spinel 


equations 


294 


fields of a conductor 63 


active circuit element 


field momentum 377 

field lines 52 

Lorentz transformation of fields 
353 

field energy 368 

field index 401 

field-ion microscope 81 


orbital motion 466 


Laughton 62 

dislocation 415, 416 

Bernoulli’s theorem 557 

magnetic force on a current 
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electric susceptibility 126 
torsion bar 527 
Liénard-Wiechert potentials 287 
space-time 365 

angle of precession 467 
impedance 290 

Avogadro's number 100 
Aharanov 196 


diamagnetism 464 


index of refraction 433 
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麦 卡 洛 MecCuliough 11 

麦克 斯 书 ,].C. Maxwell, J. C. 9, 12, 62, 
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麦克 斯 韦 方程 组 “Maxwell's equations 13，21， 
41, 66, 230, 435 

体 应 变 volume strain 524 

体 应 力 volume stress 525 

体积 弹性 模 量 。 bulk modulus 525 

杨 氏 模 量 Young's modulus 523 

张 量 场 tensor field 429 

运动 方程 equation of motion 553 

运动 电荷 的 场 动 field momentum of moving 

量 charge 382 

狄 拉克 ,P. Dirac, P. 13, 388 

闵可夫 斯 基 空 间 Minkowski space 430 

应 变 strain 523 

应 变 张 量 strain tensor 429, 536 
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取向 磁 矩 oriented magnetic moment 479 
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定常 流 steady flow 557 
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waveguides 326 
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Faraday, M. 122 
Faraday's law of induction 214 
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line charge 57 

line integral 27 
proton spin 101 
solid-state physics 101 
Curie-Weiss law 142 
Curie law 136 

Curie temperature 504 
Euler force 534 


sheet of charge 58 

Wilson, C. T.R. 118 

Hooke's law 522 

paramagnetism 464, 476 

electrostatic field of a grid 93 
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field energy of point charge 
381 

electrostatic energy of a point 
charge 107 

Lorentz force 159, 199 

Lorentz formula 287 
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353 
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Born, M. 383 
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scalar field 14 
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Feynman, R. 391 
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insulator 
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demagnetization 485 
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flux 48 
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unworldliness 352 
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Stokes' theorem 36 
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divergence operator 20, 27 
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magnetic field 2, 3, 4, 159, 173 
relativity of magnetic field 165 
permeability 498 

magnetic resonance 476 
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hysteresis curve 512 


magnetic materials 


hysteresis loop 497 
466 , 477 


magnetic energy 225 


magnetic moments 


magnetostriction 513 
398 

180 
magnetic diploe moment 
domain 513 


magnetic lens 
magnetic diploe 
181 


coupling 227 
coefficient of coupling 227 
Debye length 92 


102 
Schrodinger equation 196 
307 

wall energy 512 


exclited state 


rectifier 


solenold 164 

screw dislocation 415 
viscosity 566 
coefficient of viscosity 567 
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X ray diffraction 406 


单位 符号 


dyn 

f, fa, fathom 
fermi(fm) 

ft 

G, Gs 

gal 


OZ 


qt 


附 录 


本 书 涉及 的 非法 定 计 量 单位 换算 关系 表 


单位 名 称 物理 量 名 称 


区 压强 ,压力 

大 卡 热量 
卡 [ 路 里 ] ”热量 

达 因 力 

英 寻 长 度 

费 米 ( 核 距离 ) 长 度 
英尺 长 度 

高 斯 磁 通 量 密度 ,磁感应 强度 
加 仓 容积 

英寸 长 度 

磅 质量 

光 年 长 度 

英里 长 度 

麦克 斯 书 。 磁 通 量 


换算 系数 
1 bar = 10 Pa 
1 Cal = 1 kcal 
lcal = 4.1868]J 
ldyn 一 10 N 


1f=2yd=1.8288m 

lfermi= 1fm= 10"m 

1ft= 3.048 X10 m 

1Gs= 107°*T 

1 gal(UK) = 3.785 43L 

lin= 2.54 cm 

11b = 0. 453 592 kg 

ll.y. = 9. 460 53 X 105 m 

1 mi 一 1.609 34 km 

1 Mx = 10 Wb 

1] Oe=1 Gb/cm=(1 000X4r)Avm 
一 79.577 5 A/m 

1 oz 一 28.349 523 g 

1 qt(UK) = 1.136 52 dm’ 


